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1. Proceso de Conteo

Un proceso estocdstico {NV;}1>0 es un proceso de conteo si V; representa el total de
sucesos ocurridos hasta el tiempo t. Sean {2 un espacio muestral, P una probabilidad,
weNyt>0— Nyw) es el nimero de llegadas en el intervalo [0, ] para la realizacién
w, t— Ny(w) es una funcién escalén.

Definicién: El Proceso {NV;}+>0 es Proceso de Conteo

1. NQIO
2. NyeN & N >0
3. s<t - NSSNt

4. Ny — N; es el numero de llegadas en el intervalo [s, t].

De todos los procesos de este tipo, el mds importante es el Proceso de Poisson, que
limita los saltos de la funcién a saltos iguales.
Definicién: Sea o(h) el infinitésimo de orden h, f es o(h) si limy,_,o @ = 0, esto es:

Ve>0 36>0 talquesi |h|<d — )@)<5

Ejemplos:
1. La funcién f(z) =z = o(h)

2. La funcién cuadrética f(x) = 22 = o(h)

2
lim —=Ilimh=0
h—0 ]’L h—0

3. La funcién f(z) =" con r > 1 es o(h)

lim — =limh" ' =0
h—0 h h—0



4. Las funciones f, g son o(h), con ¢, d constantes, entonces la funcién: ¢f +dg es o(h)

lim ¢ (h) + dg(h) = 0

5. Sean ¢y, ..., ¢, constantes, las funciones fi, ..., f, son o(h), entonces la funcién:

n

Z cifi(h) es  o(h)

=1

6. Si X es variable aleatoria con distribucién exp(A) y h > 0 entonces X tiene la
Propiedad de Markov:

P[X <t+h/X >t] = P[X <

COINoO:
2
P[X <h] = 1—e—Ah:1—[1—Ah+%+...]
=\ (—Ah)"2
= M- (Ah)QZ% = A+ o(h)

n=2
entonces

PIX <t+h/X >1 = M +o(h)

2. Proceso de Poisson (de tasa o intensidad \ > 0)

Es un proceso de conteo {N;};>¢ que verifica:

1. Es de incrementos independientes y estacionarios

por tanto P[N, =0] =1 — Ah + o(h)

Proposicién: Sea Y la variable aleatoria que describe el nimero de llegadas (sucesos)
en cualquier intervalo de longitud ¢ en un proceso de Poisson {V; };>0 de tasa A, entonces
Y es variable aleatoria Poisson de pardmetro At.

Demostracion

Sea P,(t) = P{N,=n} VYnée N



Sean=0

Py(t+h) = (Incrementos Independientes)
= P{0 llegadas en [0,¢] N 0 llegadas en [t,t + h]}
= Py(t).P(Niyp — Ny =0) (Incrementos Estacionarios)
= Py(t).P(Ny =0) = By(t).][1 — Ah + o(h)]

. Py(t+h) = Py(t) . o(h)
M = RO
luego
aPo(t) = —AR(t)
con Py(0) = 1 (condiciones iniciales)

Solucién de la ecuacién diferencial de variables separables

{ gggg)) - 1—)\.Po(t) o donde Py(t) — ¢

Sea ahora n > 0, entonces en el intervalo ¢ + h ocurren n llegadas (sucesos), esto es
{Npip =n} si:

1. suceden n en [0,t] y 0 en [t,t + A,

2. suceden n — 1 en [0,t] y 1 en [¢,t + hl,

3. suceden (n — k) en [0,t] y ken [t,t+h| con k=2,...,n.

Acumulando las probabilidades asociadas

Pu(t+h) = Pu(t)[l — Mo+ o0(h)] + AhPo_y(t) + o(h)

entonces
P,(t+h)—P,(t h
n(f+ 2 O AP £ AP () + —O(h)
tomando limites h — oo
dP,(t
c;t( ) = —AP,(t) + AP,_1(t)
esto es la ecuacién diferencial
Pl(t) = —=AP,(t) + AP,_1(t)
P,(0)= 0
—>\t. )\t n
cuya solucion es P,(t) = % O

Corolario 1: El nimero medio de llegadas en el intervalo [0,t] es At, y el nimero
medio de llegadas en el intervalo [0, 1] es A.

Corolario 2: Estimacién de .



Por la Ley de los Grandes Ntimeros

N, Ny +No— Ny +..N, — N4

n n
sin — oo entonces E[N;] = A
N,
luego th'm Tt = A

Ademis por el Teorema Central del Limite si A\t — oo entonces:
Ny — N(Mt, At)
Vilido para At > 10.
Corolario 3:

P{Nt+s—Nt:l€/Nl,l§t} - P{NH_S—Nt:]f}

Ejemplo

P{Ny5 =17,N37 =22, Ny 3 = 36} en un Proceso Poisson de tasa A\ = 8.

P{N2,5 - ]-7, N3,7 = 22, N473 = 36} =
= P(N275 = 17)P(N3,7 — N275 = 5).P(N4’3 — N377 — 14)
P(Poisson(8 x 2,5) = 17).P[Poisson(8 x 1,5) = 5].P(Poisson(8 x 0,6) = 14)
6_20 2017 6_9’6 9 65 6_4’8 4 814
7 5 14l

aproximacién Poisson (A\t) &~ N (At, At)

Proposicién: {N;}:>o Proceso de Poisson de tasa \. Sea 7 ~ variable aleatoria “tiem-
po entre llegadas consecutivas”, entonces 7 es una variable aleatoria con distribucién

exp(\)
Demostracion
P(r<t) = 1-=P(r>t)=1—P{N, =0}

e AL (ML)
0!

1— At

=1—e" = 7 ~exp()) O
Observacion:

1
E[ tiempo entre llegadas | = X

Proposicién: Sea {N;};>0 Proceso de Poisson de tasa A y en [0,¢] se ha producido una
llegada, sea Y ~ variable aleatoria que describe la ocurrencia de esta llegada de Poisson
entonces Y es uniforme [0, ¢].

Demostracion.



Sea 0 < x < t, por definicién de Y:

PlY <z] = Plry<x/Ny=1]=P[N, =1,N, =1]
~ PIN,=1,N,— N, =0
B P[N, = 1]
Are A e AMET) g
- Ate=M T
entonces Y ~ u(0, ). 0

Proposiciéon: Superposiciéon de procesos de Poisson
Sean {L:}i>0 v {M;}i>0 Procesos de Poisson independientes, de tasas A\ y u respectiva-
mente, entonces:

Ni(w) = Ly(w) + My(w)
es proceso de Poisson de tasa (A + ).
Demostracién

Sea Np = nimero de llegadas en el intervalo [0, B], veamos qué es una variable aleatoria
de Poisson de pardmetro (A + p).B.

P[Ng=n] = > PlLp=k Mp=n—k
k=0
n e—/\B(/\B>k e—uB_(MB)n—k
k! " (n—k)!
k=0

e~ AB o—uB gk gn—k . n A k pnk n
- l (At n) (/\+ ) ‘<A )k;' !
! « i +p) kN (n—k)!

k—
B efB()\Jru)Bn‘()\ + [Il)n i A k L n—k
N n! T\ A+ A+

k=0

- <yaque < +Aiﬂ>n1")
~HIB (N + ). B)"

n!
Poisson (A + p).B O

> 3

Q

Proposicion: Descomposicién del Proceso de Poisson
Sea {N;}+>0 Poisson de tasa A, se consideran:
{X, }n>1 Proceso Bernoulli (p) independiente de N;
{Sy }n>1 Proceso Sumas de Bernoulli (p) tal que:
Sy, = numero de éxitos en [0,t] y
L; = N; — Sy; = Numero de fracasos en [0, ¢]

Entonces los procesos {Snt}i>0 ¥ {L:t}+>0 son Procesos de Poisson independientes de
tasas A\p y A(1 — p) respectivamente.



Idea de la prueba.

Se demuestra que:

s (Aps)™ eMs(\gs
P{Sn.,. — Sny = m, Lyss — Ly = k/Sn,, Luyu < t} = (mf‘?) ' (qu)

Vk,m=0,1... s,t >0

Ejemplo

Los vehiculos llegan a un aparcamiento segin un Proceso de Poisson de tasa A = 20
por hora. Las probabilidades de que un vehiculo lleve 1, 2, 3, 4, 5 personas son 0,3 0,3
0,2 0,1 y 0,1 respectivamente. Calcular el nimero esperado de personas que llegan al
aparcamiento en una hora.

Solucién.
N N2 ..., N5 son el nimero de vehiculos que llegan con 1, 2, ...5 personas en una
hora sus distribuciones son:
N' ~  Poisson (20 x 0,3)
N? ~  Poisson (20 x 0,3)
N3 ~ Poisson (20 x 0,2)
N* ~  Poisson (20 x 0,1)
N5 ~  Poisson (20 x 0,1)

E[Y : ndimero de personas que llegan en 1 hora] =
= E[N'+2N?+3N® 4+ 4N* +5N”]
= 1-E[NY1+2-E[N*+3-E[N*+4-E[NY+5-E[N°]
6+2Xx6+3x4+4x2+5%x2=48

Probabilidad de que en 3 horas lleguen 6 vehiculos con 5 personas:

P[Py(3-20-0,1) = 6] = P[Py(6) = 6]

3. Generalizacion del Proceso de Poisson: Proceso de
Nacimiento y Muerte

Relajando la hipétesis sobre la tasa A (intensidad) constante, a una situacién mas
realista, en la que la tasa de llegadas A\ depende del estado en que se encuentra el proceso
(A\,) se tiene el Proceso de Nacimiento Puro que se caracteriza como

- Proceso de Conteo.

- Proceso de incrementos independientes y estacionarios

- Verificando

P(Xin=n+1/Xy =n) = N\h+o(h)

P(Xin >n+2/Xy=n)=o(h)



de donde
P(Xt+h = n/Xt = n) =1- /\nh + 0<h)

Admitiendo ademsds la existencia de posibles transiciones a estados anteriores segun
tasa dependiente del estado del proceso (i,,), se obtiene el Proceso de Nacimiento y
Muerte:

- Proceso de incrementos independientes y estacionarios

- Verificando
P(Xiyn=n+1/X; =n)=A\h+o(h)
P(Xyn=n—-1/X;=n) = p,h+o(h)
P(Xiin =m/X; =n)=o0(h) si |m—n|>1
de donde

P(Xpin =n/X, =n) =1 — (A, + 11,)0(h) + 0(h)

En forma matricial, en términos de la matriz @) (generador infinitesimal del proceso)
o matriz de tasas

— o Ao 0 0
-\ — A 0
Q= H1 1= M 1

0 —Hy  —Az— iy A

Ecuaciones diferenciales del Proceso Nacimiento y Muerte
denotando

P,(t) = P(X;=n)
P,(t+h) = P(X;=mn).P(0llegadas en (t,t + h]/X; = n)
+P(X; =n—1).P(1 llegada en (¢t,t +h]/X; =n—1) +
+P(X; =n+1).P(1 abandono en (¢t,t + h]/X; =n+1) +
+P( resto de los casos )
= P,(t).(1 — (A + p)h+o(h) + Pyq(t).(A_1h + o(h)) +
+ B (t)(pah + o(h)) + o(h)

el cociente incremental

Pu(t 4 D) — pu(t)
h

e YRR U N P W 1)

h
o(h o(h
P41 (O ttgr + P (t) + pn+1<t>% + %

tomando limites, con h — 0

lim pu(t + h) — pu(t)
h—0 h

= —(An + )P0 (t) + Am1Pn—1(t) + f,Pura (t)

{ P (t) —(An A+ 1) Pn (1) + An1Pns1 () + p Py (1) n=>1
po(t) = —Xopo(t) + pypa(t)



La solucién de esta ecuacién diferencial se establece para las condiciones en las que el
sistema estd en equilibrio:
{ pn(t) = Dn

dpn(l) _
pdt =0

que proporciona la solucién siguiente sujeta a la condicién de normalizacién

n

P 1Pnt1 — AaDn = flnPn — Ap—1Pn—1 n>1
H1D1 — Aopo = 0

equivalente a
ann - )\nflpnfl n 2 O

iterando

Po=po[[ji(Nj-1/p;)  n=1 _1
[ con  pg = [1 + 2o T (Al];)] ]

3.1. Ejemplos de Procesos de Nacimiento y Muerte

Cola tipo M/M/1

Sea X,, = nimero de usuarios en el sistema con A\, = A, u, = i Vn > 0. La
distribucién estacionaria se obtiene como

()
n 0- m

m= [T g] = e ()] = (e ) -

—(1_ A
=(1-Xp) si 4 <1

A\ A A
pn=(1—=Xp) (—) ~  Geométrica <—> si —<1
1 1 1
Cola tipo M/M/s
Sea X,, = nuimero de usuarios en el sistema, siendo \, = Ay

_fnp st 1<n<s
Hn = sposi n>s

Modelo de crecimiento lineal con inmigracién (reproduccién biolégica)

f, =np con n>1

AMp=nA+60 con n>0

f : tasa de inmigracion

A : tasa exp. de reproduccién por individuo.
4 : tasa muerte por individuo.



4. Proceso de Poisson Compuesto

Un proceso de Poisson compuesto (X;);>0 es un proceso estocdstico que puede ser
representado en la siguiente forma:

Ny
Xt:Zn . t>0
=1

donde (Ny)i>p es un proceso de Poisson y {Y,, : n > 0} es una familia de variables

aleatorias independientes e igualmente distribuidas las cuales ademads son independientes
de (Nt>t20-

Observacién 1: Si Y; = 1 para todo ¢ entonces X; = N, es decir, obtenemos el proceso
ordinario de Poisson.

Observacién 2: En la teorfa del riesgo el proceso de Poisson compuesto tiene la siguiente
interpretacién: La v.a N; representa el nimero de reclamaciones que se hacen a una
compaiiia en el intervalo de tiempo (0, ], Y; representa la cantidad del i-ésimo reclamo y
X, representa la cantidad total reclamada en el intervalo de tiempo (0, ¢].

Observacion 3:

EX;,=MEY;, y VarX,= (A)EY}

En efecto:

EX,=E(E(X;|N;)) como E(X;| N, =n)= E(zn: Y;) =nEY;
i=1
Entonces E(X; | N;) = N,EY;
Por otra parte VarX; = E(Var(X, | Ny)) + Var(E(X; | V)
(recuerde: Var(X |Y):=E(X — E(X |Y))?|Y).
De ahi VarX = E(Var(X |Y)) + Var(E(X | Y)))

Por consiguiente:

VarX, = E(N;VarYy) + Var(N,EY7)
= AXtVarY; + (E(Y1))?>.VarN,
= XtVarY; + (E(Y7))%\t

— ME(YR).



