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PROBLEMAS DE EDO
29 Ing. Industrial
CURSO 2009-2010

3 Transformada de Laplace.

3.1 Calculo de transformadas y antitransformadas
Problema 3.1.1 Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones
i) f(t) =t%e"!cost ii)  f(t) = cos®t,

i) f(t):se:t i) ft) =t /te_””senxdaz
0

Indicacién: ii) cos®t = Acost + Bcos2t + C cos 3t.

Problema 3.1.2 Calcular la transformada de Laplace de las siguientes funciones

i) ft)=t—n,sin<t<n+1,ne N (es decir, f(t) =t — [t], donde [t] representa la
parte entera de ¢, y asi f(t) es la parte decimal).

.. 0 0<t<1
zz)f(t):{(t_l)k b1 ,kelN.
0 0<t<1
m)f(t):{tk Pl , ke IN.

iv) f(t) = (-1,

Problema 3.1.3 Hallar la transformada inversa de Laplace de las funciones

e 38 s+ 3 25+ 1
. P e
i) F)= g0 s W F(s)= 5 5-—"% - i) F(s)= 5o 05
i) Fs)=—C ) F(s)= — vi) F(s)= —
8?2445+ 13 sz st (82 +k2)2

Indicacién: vi) calcular (s/(s? + k?))’.
Problema 3.1.4 Hallar la transformada de Laplace de g(t) = (f(t))4 siendo f(t) = sen kt.
Problema 3.1.5

i) Probar la identidad /Ooo f(;)dx = /OOO F(s)ds.

ii) Utilizar esta identidad para calcular

1S9 0 ~—ar _ —fBz
1) / SNT e 9 / € ¢
0 0

X i

o0
Problema 3.1.6 Sea f una funcién analitica con desarrollo de Taylor f(t) = Z ant", con-
n=0

vergente para todo t € IR. Calcular su transformada de Laplace. Como aplicacién calcular las
transformadas de Laplace de las funciones
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i) f(t) = cost,

t
i) f(t) = Se; (ver problema 3.1.1.7i17)),
t
-1
Wf@zet,

i) £(t) = Jo(t) = Y (~1)
0) F(t) = Jo(#"/?)

Indicacién: ) (1 + 2)71/2 = ioj (—1/2)2@

k=0 k

Problema 3.1.7 Calcular la transformada inversa de Laplace de las funciones

i) F(s) =log(l+1/s)

Problema 3.1.8 Hallar la transformada de Laplace de la funcién y(z) = /

deducir el valor de y(x).

3.2 Resoluciéon de ecuaciones mediante transformada de Laplace

Problema 3.2.1 Resolver los siguientes problemas de valor inicial

i) Yy — By = cos 3t
y(0) =1/2

i) y" + 16y = cos 4t
y(0) =0, y'(0) =1

y// _ 6y’ + 9y — t263t

?) { y(0) =2, ¢/(0) = 6

Problema 3.2.2 Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

Problema 3.2.3 Resolver los problemas (ver también problema 2.1.6.7))

i) M+@:{
y(0) =4'(0) =0

t+1 O0<t<1
3—t t>1

y(0) = —1,4'(0) =0

y//+y/:{

Problema 3.2.4 Resolver el problema { i

f(t) = 0 en el resto.

ii) F(s) = log(1+ 1/s?)

y// + 2y/ +y= e—3t
y(0) =1, y'(0) =0

v +4y +6y=1+e"
y(0) =0, y'(0) =0

x' — 6z + 3y = 8e'

y —2x —y = 4e!
z(0) = -1, y(0) =0

cos2t 0<t<2m

13

ty

donde f(t) = el sim/2 <t <,
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Problema 3.2.5 Resolver los siguientes problemas

i) { y" —y=Gs(t—1) i) { y" —y = Gu(t —3)
y(0) = y'(0) = y"(0) = 0,5 (0) =1 y

1 0<t<a

dondeG“(t):{ 0 t<06t>a

"o
Problema 3.2.6 Hallar la solucién del problema { z (0) g y’(g 7)1 (j)O con una fuente dada por

<t<1
fu(t) = { ne’?*”t ?; 1 < y estudiar qué sucede cuando n — oo.

Problema 3.2.7 Resolver los problemas 2.2.1 y 2.1.8 mediante transformada de Laplace.

a' =~y + f(t)
Problema 3.2.8 Resolver el problema { 1/ =z — 2y con f(t) = {

0 0<t<1
t t>1

y' +2cy +y=46(t—1)

y(0) = /(0) = 0 distinguiendo los casos

Problema 3.2.9 Resolver el problema {

c>1l,ce=1y0<c<1.
Problema 3.2.10

i) Calcular la transformada de Laplace de la distribucién §'(t — a), a > 0.

d*u
ii) Resolver la ecuacién diferencial de segundo orden 2 +w?u = §'(t —a) con condiciones

iniciales u(0) = 0, «/(0) = 0, estudiando la regularidad de la solucién obtenida.
iii) §Qué ocurre si reemplazamos ¢'(t — a) por 8" (t — a)?
y' 2y + 2y = f(t)
y(0) =y'(0) =0
t
representacion y(t) = / G(t,0)f(0)do dada en el problema 2.3.10 7).
0

Problema 3.2.11 Resolver el problema { comprobando que se tiene la

Problema 3.2.12 Se considera la ecuacién diferencial tz” + 22’ + tx = 0 para t > 0.

i) Escribir la ecuacién que resulta para la transformada de Laplace X (s) de z(t) con el
dato inicial z(0) = 1.

ii) Resolver la ecuacién para X (s) utilizando la propiedad Jim X (s) =0.

iii) Calcular la antitransformada de Laplace z(t) (ver problemas 2.3.5.7i7) y 3.1.1.4i7)).

t
Problema 3.2.13 Se considera la ecuacion integral de Volterra y(t) +/ k(t—s)y(s)ds = f(t),
0

donde f y k son conocidas y hay que determinar .

i) Tomando transformadas de Laplace de la ecuacién obtener una expresién para L(y) en
términos de L(f) y L(k).
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ii) Resolver la ecuacién con k(z) = z, f(t) = sen2t y comprobar que es equivalente al

y' +y = —4sen2t
roblema
P { y(0) =0, 4/(0) =2

x
iii) Resolver la ecuacién y(x) = x—1+2 / sen(x—t)y(t)dt y escribir el problema diferencial
0

equivalente.

Problema 3.2.14 Se considera la ecuacién f(x) = e** + 2/ cos(x —t) f(t) dt.
0

i) Resolverla mediante transformada de Laplace.

ii) Derivando dos veces la ecuacién, convertirla en un problema de valores iniciales para
una ecuacién de segundo orden y resolverla.

f(x) +/0xf(t)dt =1-—senx
f(0) =0.

Problema 3.2.15 Una masa sujeta a un resorte se suelta a partir del reposo 2m por debajo
de la posicién de equilibrio del sistema resorte-masa y empieza a vibrar. Al cabo de 37 se-
gundos la masa es golpeada por un martillo que ejerce un impulso sobre la masa. Calcular el
desplazamiento a partir del equilibrio en el instante ¢.

ii1) Las mismas cuestiones para el problema {

Problema 3.2.16 Una viga de longitud 2a estd empotrada en un soporte por su extremo
izquierdo, permaneciendo libre por el derecho. La deflexién vertical de la viga a una distancia
x del soporte se designa mediante y(z). Si la viga tiene una carga concentrada L que actia en
su centro, entonces la deflexién debe satisfacer el problema con valores en la frontera,

EIy"" = Lé(z — a)
y(0) =y'(0) = y"(2a) = y""(2a) = 0

donde E e I denotan, respectivamente, el médulo de elasticidad y el momento de inercia que
supondremos constantes. Determinar la deflexién en cada punto de la viga, resolviendo el
problema de valor inicial y(0) = 3/(0) = 0, y”(0) = A, y"(0) = B y calculando A y B a partir
de las condiciones que satisface la solucién en el extremo = = 2a.

y' +y=f(t)
y(0) =¢'(0) =0

el movimiento de un resorte al que se le aplica una fuerza externa. Resolver e interpretar los

Problema 3.2.17 Se considera el problema de valor inicial { que modeliza

Casos:

i) F(t) =6t —2km) i) f(t) = 6(t—km)
k=0 k=0



