Cadenas de Markov

Hace mds de un siglo se escribié el primer trabajo seminal sobre Cadenas
de Markov y aln siguen siendo un instrumento tremendamente (til de
modelacién estocdstica.

Su importancia obedece a dos razones:

@ Muchos ejemplos fisicos, bioldgicos, econémicos y sociales puedes ser
descritos con ellas.

@ Son modelos sencillos y su teoria estad bien desarrollada.
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Definicidn

El proceso {X,} es una Cadena de Markov (CM) si para cualquier
neN,j, i in_1,...,ip €S (espacio de estados)

P(Xns1 = jIXn =i, Xo-1 = in-1,..., X0 = io) = P(Xpt1 = j|Xn = i)

Esta expresidn es llamada propiedad de Markov y establece que dado el
presente cualquier otra informacién del pasado es irrelevante para predecir
el futuro.

Nos restringiremos al caso temporalmente homogéneo, en el cual la
probabilidad

P(Xnt1 = j|Xn = i) = p(i, )

no depende del tiempo n. La matriz P con componente [P]; ; = p(i, j) es
llamada matriz de transicion de la cadena {X,}.
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Ejemplo 1: Ruina del jugador

Ay B son jugadores que tienen k y N — k euros respectivamente. Lanzan
una moneda repetidamente y en cada turno B le paga a A un euro si es
cara. En caso contrario A le paga un euro a B. El juego termina cuando
uno de los jugadores se arruina. La cantidad de euros que A tiene luego de
n turnos es una CM con probabilidades de transicién

1
5)
p(0,0) = p(N,N) =1y p(i,j) = 0 en caso contrario

p(i,i—1)=p(i,i+1)= si0o<i<N,

A veces es (til representar la cadena por un diagrama. Para el ejemplo
anterior, con N = 4, seria

172 172

Ny N
]Q) 12 1 : . 12 bl
N oA A

172 12
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Ejemplo 2: Urnas de Ehrenfest

Considere la CM que toma valores en {0,1,...,a} con probabilidades de
transicidn

1 sij=i+1
sij=i—1

P(Xn+1:j|Xn:i): é
0 en cualquier otro caso

En forma matricial, para a =5, Se tienen dos urnas, con a bolas

0123 45 repartidas dentro de ellas, y en cada
00 1 0 00 0O etapa se escoge una bola al azar y
11 0 400 0 se cambia de urna. La cadena X,

2 2 I niimero de bolas d
210 % 0 % 0 0 representa el nidmero de bolas de

3 2 una de las urnas tras n etapas.

3]0 02020 P
4/0 0 0 § 0 %
5/0 0001 O
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Cadenas de Markov

Ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

Usando la propiedad de Markov y la homogeneidad temporal, es facil
comprobar que la probabilidad de ir de / a j en m etapas es

P(Xm=jlXo = 1) = Zp(i, k)P(Xm-1 = j|Xo = k)
k
Iterando, se obtiene que
P(Xm = j|Xo = 1) = p"(i,J)
Es decir, la probabilidad de ir de i a j en m etapas es el elemento (/,/) de

P™. La esencia de las ecuaciones anteriores estd recogida en las
ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

i) = 3 (i, k)R (k. )
k
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Conjuntos cerrados e irreductibles

Decimos que:

@ j es accesible desde i (i — j) si, para algin n, p"(i,j) > 0

@ los estados i y j se comunican entre si (i < j)sii—jyj—i.
Un conjunto de estados es:

@ cerrado si no existe ningtin estado fuera del conjunto que sea
accesible desde adentro del conjunto. Es decir, una CM no puede
escapar de un conjunto cerrado.

@ irreductible, si todos los estados del conjunto se comunican entre si.
Si el conjunto de estados de una CM es irreductible entonces la
cadena puede visitar cualquier estado del conjunto.

Como ejemplo, considere la CM asociada a la ruina del jugador con N
euros en juego. Entonces, {0, N} es cerrado pero no es irreductible y
{1,..., N — 1} es irreductible pero no es cerrado.
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Estados recurrentes y transitorios

Sea T; = min{n>1: X, =i} tiempo de primera pasada por / (sin
contar de donde partid). Entonces, la probabilidad de que {X,} regrese a
iespj= P(T,‘ < OO|X0 = i).

La propiedad de Markov implica que la probabilidad de que {X,} retorne a
i n veces es p. Por lo que

@ Si p; < 1 la probabilidad de que {X,} pase por i infinitas veces es
cero. En ese caso, la cadena eventualmente no regresa a / y decimos
que el estado i es transitorio.

@ Si p; = 1 la cadena regresa a i infinitas veces. En este caso decimos
que el estado i es recurrente.

Un estado i se denomina absorbente si p(i,i) = 1. Por supuesto, si i es
absorbente entonces es recurrente.

Siguiendo con el ejemplo anterior de la ruina del jugador, 0 y N son
absorbentes mientras que 1,..., N — 1 son transitorios.
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Caracterizacion de conjuntos de estados recurrentes

Proposicion 1. Si el espacio de estados de una cadena es finito entonces
puede partirse en T,(1, ..., Ck, donde T es el conjunto de todos los
estados transitorios mientras que (3, ..., Cx son conjuntos irreductibles y
cerrados de estados recurrentes.

Proposicion 2. Si C es un conjunto de estados finito, cerrado e
irreductible entonces todos los estados de C son recurrentes.

La prueba de la proposicidn 2 pasa por demostrar algunas propiedades
Gtiles de los estados recurrentes y transitorios:

@ Sijesrecurrente y i — j y entonces j es recurrente.

@ Si i — j pero j no se comunica con / entonces i es transitorio.

@ En todo conjunto cerrado finito hay al menos un estado recurrente.
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Estados periddicos y aperiddicos

Otra definicién, desafortunadamente muy técnica pero necesaria para
poder enunciar un importante resultado asintético, es:
El periodo del estado i se define por

d(i) =m.cd.{n>1:p"(i,i) > 0}

Si d(i) =1, el estado i se denomina aperiédico.

En la ruina del jugador, los estados transitorios tienen periodo 2 mientras
que los absorbentes son aperiédicos. En la mayoria de los casos nos
encontraremos (o disefiaremos) CM con estados aperiédicos. Para verificar
cuales son aperiddicos, son Utiles las siguientes propiedades:

e Si p(i,i) > 0 entonces i es aperiédico
@ Si j < j entonces d(i) = d(j)
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Distribucidon estacionaria

e La cadena {X,} es estacionaria si la distribucién de X, es la misma
para todo n.

@ Si S es el espacio de estados de la cadena {X,}, decimos que
{mi 1 i S} es una distribucién estacionaria para la cadena si

Xo ~ m implica que X, ~ 7 para todo n.
Ahora bien, sabemos que si X,, ~ 7 entonces X, 1 ~ wP. Es decir:

Una distribucion estacionaria es una solucién de la ecuaciéon @ = wP.
O lo que es lo mismo, verifica
w(j) = E w(i)p(i,j) para cualquier estado j
i

Si la cadena alcanza la distribucién estacionaria, es comun decir que la
cadena estd en estado de equilibrio.
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Comportamiento asintético

Teorema 1. Consideremos una CM con matriz de transicién Py con
espacio de estados irreductible y aperiddico. Si 7 es una distribucién
estacionaria entonces para todo par de estados i/, se tiene

lim p"(i,j) = =(j)

Esto es, no importa de donde parta la cadena, asintéticamente alcanza el
equilibrio. Los resultados que siguen tienen que ver con la unicidad y
existencia de .

Teorema 2. Si el espacio de estados es irreductible entonces de existir una
distribucién estacionaria seria tnica.

Teorema 3. Si el espacio de estados es finito entonces existe al menos
una distribucién estacionaria.
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Distribucidén estacionaria y tiempos de retorno

La conexién entre la distribucién estacionaria y los tiempos de primera
visita, en este caso de primer retorno, viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 4. Si la CM es irreductible, aperiddica, y tiene distribucién
estacionaria 7 entonces
) 1
()= =—————
(7) E[Ti|Xo = 1]
Por simplicidad tipografica, denotaremos por p; al tiempo esperado del
primer retorno a i, esto es u; = E[T;|Xo = i].

Decimos que i es recurrente positivo si p; < co. Si el estado i es
recurrente pero no es positivo recurrente (i.e. si pj = 1 pero pj = 00)
entonces decimos que / es recurrente nulo .
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Existencia de m cuando el espacio de estados es infinito

La clasificacién anterior de estados recurrentes en nulo y positivos permite
extender el teorema de existencia para el caso finito (Teorema 3) al caso
infinito.
Teorema 5. Si una cadena es irreductible las siguientes proposiciones son
equivalentes:

© Al menos un estado es recurrente positivo

@ Todos los estados son recurrentes positivos

@ Existe una distribucion estacionaria

La recurrencia positiva puede ser dificil de demostrar en ejemplos
concretos. En la practica, lo que hacemos es resolver m = 7P y aplicar que
si X, ~ m entonces X, ~ 7 para todo m > n.
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Ley de grandes numeros para CM

Una propiedad importante de las distribuciones estacionarias es que son la
fraccion limite del tiempo de ocupacion. Més precisamente, si N, (i) es el
ntimero de visitas al estado i hasta el instante n entonces

. N .

lim Nol7) = 7(i)

n—oo n
La formalizacién de este resultado la presentamos en una forma mdas
general y (til para diversas aplicaciones:

Teorema 6. Sea {X,} una CM irreductible con matriz de transicién Py
distribucién estacionaria 7. Sea G(/) la ganancia obtenida cada vez que la
cadena alcanza el valor i. Supongamos que >, |G(i)|m(i) < co. Entonces,
cuando n — oo

L3600 — Y 6(i(i)
k=1 i
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