10.

PROCESOS ESTOCASTICOS
LISTA DE EJERCICIOS 5

. Responder verdadero o falso explicando brevemente el por qué.

Sea B; un movimiento browniano con pardmetro var = o2.

a) By es martingala.

b) B; es martingala sélo si 02 = 1.

c¢) El proceso ¢B; es martingala sélo si ¢ < 1, ¢ constante.
)

d) {pt + c¢B;} es movimiento browniano con distribucién marginal A/ (,ut, czaQt).

. Demostrar que todo proceso centrado de incrementos independientes es martingala.

. Sea B; movimiento browniano estdndar (62 = 1). Probar que el proceso B? — t es martin-

gala, esto es, si s < t se verifica que

E B} —t|B,,r <s| =B —s.

. Probar que los procesos B y v/cB; son movimientos brownianos con idéntica distribucién

para todo t.

. Sea {B;} un movimiento browniano con ¢ = 1. Calcular Cov (B, By).

. Demostrar que (suponiendo o2 = 1)

E[B;|By=0/=0 'y E[B}|B=0=t1-1)

. Si BY verifica las condiciones del movimiento browniano y ademés verifica que B? =0, se

dice que BY es un puente browniano.
Calcular Cov (Bf, BY), para s <t < 1.

. Sea B; un movimiento browniano. Fijemos un instante ¢y > 0. Demostrar que el proceso

{gt = Byt — By, t > 0}

es también un movimiento browniano.

. Movimiento browniano geométrico: se trata de la exponencial de un movimiento browniano

con deriva lineal, es decir,
X, = exp (0 By + put)

t >0, donde 0 > 0y u € R son constantes. Este proceso se propone como modelo para la
curva de precios de los activos financieros.

Calcular la media y la autocovarianza del movimiento browniano geométrico. ;Es un pro-
ceso gaussiano?

Comprobar si los siguientes procesos estocdsticos, definidos a partir de un movimiento
browniano B; (con o2 = 1) son martingalas:
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a) Xy =exp <<th - g)
b) Xy = B} — 3tB;.
C) Xt = (Bt + t) exp (—Bt — %t)
Demuestra que si s < ¢, la distribucién condicionada de Bg| By = z es normal con media
zs/t y varianza s(t — s)/t.

Sea BY = B; — tB; un puente browniano y sea X; = (1 — t)B?/(
un movimiento browniano estéandar.

144)" Demostrar que X; es

Sea Ry =min{s >t : By = 0}. Calcular Py (Rt = u).

Sea (Btl, cee B,fl) un movimiento browniano d-dimensional y sea

Ri= /(B +..+ (B9)’
la distancia al origen. Demuestra que R? — td es una martingala.

Comprueba directamente que

E [B} — 6tB} + 3t*| B,,r < 5] = B} — 6sB? + 3s.

Dado un movimiento browniano {B;}, consideremos las variables

Xi = v/n (Bijn — Bi—1)/n)

Demostrar que

2 2

pxa=(2)" v vixn=1-2

Sea X; = ut + 0By el movimiento browniano con deriva. Demostrar que
E X = ut y Cov(Xy, X,) = o? min(t, s)
Comprobar ademés que

Xp— Xg~ N (u(t—s),0% |t — s|)

Sea B; un movimiento browniano n-dimensional. Consideremos una matriz U cuadrada de
dimensién n, ortogonal (es decir, UUT = I). Demostrar que el proceso

B, =UBy
es también un movimiento browniano.

Dado el proceso estocdstico M; = 5B; + 3, siendo B; un movimiento browniano estdndar,

a) demostrar que es una martingala,

b) (qué distribucién sigue el incremento Ms 3 — My 1.7



