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1. CALCULO DIFERENCIAL EN VARIAS VARIABLES

1.1. CONCEPTOS BASICOS

Definicién. La norma de un vector x = (r1,72,...,2,) de R" es |x| = /27 + 23+ - +22. La
distancia entre dos puntos x, y de R™ es la norma de su diferencia, es decir, dist (x,y) = [|x — y||

La norma en R™ verifica propiedades similares al valor absoluto en R, ya que, de hecho, la norma es
igual al valor absoluto si n = 1:

e+ oyl < I+ Iyl [l =yl ] < llx =yl

Definicién. La bola abierta B(xg,7) de centro xg € R™ y radio » > 0 es el conjunto de puntos que se
encuentran a distancia menor que r del punto xg, es decir,

B(xg,7) = {xeR": ||x —xo| <r}.

La bola cerrada B(xg,r) de centro xo € R™ y radio 7 > 0 es el conjunto de puntos que se encuentran a
distancia menor o igual que r del punto xg, es decir,

B(xo,r) ={x € R": [x —xo| <r}.
Definicién. Un conjunto U C R™ es abierto si para todo x € U existe un r > 0 (que puede depender de
x) tal que B(x,r) C U.

Un entorno de un punto x € R™ es un conjunto abierto que contiene a x.

Un conjunto F' C R™ es cerrado si su complemento F'© = R™ \ F es abierto.

La frontera OF de un conjunto £ C R" es el conjunto de puntos x de R™ (no tienen por qué estar en
E) tales que en todo entorno de x hay algtin punto de E y algin punto de E*.

Un conjunto £ C R™ es cerrado si y sélo si OF C E.

El interior de un conjunto £ C R" es el subconjunto de puntos x de E para los que existe un r > 0
(que puede depender de x) tal que B(x,r) C E. De hecho, el interior de E es el mayor subconjunto abierto
de E.

La clausura E de un conjunto £ C R" es E = FUJE. De hecho, la clausura de E es el menor conjunto
cerrado que contiene a F.

Un conjunto F C R™ es acotado si existe un r > 0 tal que £ C B(0,r).

Un conjunto £ C R™ es compacto si es cerrado y acotado.

Es facil ver que una bola abierta es un conjunto abierto y que una bola cerrada es un conjunto compacto.
También es facil ver que la unién e intersecciéon de un numero finito de conjuntos abiertos es abierto, y que
la unién e interseccién de un numero finito de conjuntos cerrados es cerrado.

Definicién. Una funcidn es una regla cualquiera que hace corresponder un punto de R™ y sélo uno a cada
punto de un cierto conjunto A C R™. f(x) es el valor de la funcién f en el punto x. El dominio de una
funcién es el conjunto de puntos para los que estd definida, A en este caso, y se denota por Dom (f). Si no
se especifica nada, se sobreentiende que el dominio de una funcién estd formado por todos los puntos para
los cuales tiene sentido la definicién. Habitualmente escribiremos

f:A—R™

para denotar que A es el conjunto inicial o dominio y R™ el conjunto final, de tal manera que a cada punto
de A la funcién f le asocia un punto de R™.

La imagen de una funcién es el conjunto de los puntos y tales que existe un punto x con f(x) =y, y
se denota por Img (f).

La grafica de una funcién es el conjunto de puntos: {(x, f(x)) : € Dom (f)}.

Sean A CR"y f: A— R. El conjunto de nivel de valor c es el conjunto de puntos x € A para
los cuales f(x) = ¢, es decir, el conjunto {x € A: f(x) = ¢} C AC R". Sin =2, hablamos de curva de
nivel de valor ¢, y si n = 3, hablamos de superficie de nivel de valor c.



1.2. LIMITES Y CONTINUIDAD

Definicién. Sean A un subconjunto abierto de R", xg € Ay f: A — R™. Se dice que 1 € R™ es el
limite de f(x) cuando x tiende a xg, y lo escribimos limy_.x, f(x) =1, si para todo £ > 0 existe un 6 > 0
tal que ||f(x) — 1| <esi0 < ||x— x| < 6.

Teorema 1. Sean A un subconjunto abierto de R", xg € Ay f: A — R™. Si existe el limite cuando x
tiende a xg de f(x), entonces es tnico. Es decir, si limyx_x, f(x) =11 y limx_,x, f(x) = L5, entonces 1; = 1,.

Corolario 1. Sean A un subconjunto abierto de R? que contiene a (0,0) y f : A — R. Si los limites
lim, o f(rcos®,rsenf) dependen de 6, entonces no existe el limite lim, ,)—(0,0) f(2,y). Si los limites
lim, g f(rcosf,rsen ) no dependen de 6, entonces no se puede afirmar nada sobre la existencia del
limite.

Si el punto en el queremos estudiar el limite es (xg,yo) € A, entonces se tiene un resultado similar: Si los
limites lim, ¢ f(xo + r cosf,yo + rsenf) dependen de 6, entonces no existe el limite lim g ) (z.40) f (2, ¥)-

Proposicién 1. Sean A un subconjunto abierto de R, xo € Ay f,g: A — R. Silimyx .x, f(x) =0y g
estd acotada en un entorno de xg, entonces limy_.x, f(x)g(x) = 0.

Teorema 2. Sean A un subconjunto abierto de R", xg € A, ¢ € Ry f,g : A — R™. Si existen
limy_x, f(Xx) v limyx_x, g(X), entonces:

(1) Jim (ef(x)) = ¢ lim f(x)).

(2)  Jim (f(x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x).

(3) Jim (f(x)g(x)) = (lim f(x))( lim g(x)), sim=1.
im f(x) = fime ey f(x) sim= im g(x

(4) x1—>x0 g(X) limx_,xo g(X) ’ - 17 y x1—>x0g( ) 7& 0.

@) (00" = (g s00)"

si m =1 y todas las expresiones tienen sentido.

Teorema 3. Sean A un subconjunto abierto de R", xg € Ay f: A — R™. Si f(x) = (fi(x),..., fm (X)),
donde f; : A — R, i = 1,2,...,m, son las funciones componentes de f, entonces limy_,x, f(x) =1 =
(I1,12, ..., L) sty s6lo si limy_x, fi(x) =; para cada i =1,2,...,m.

Definicién. Sean A un subconjunto abierto de R", xg € Ay f: A — R™. Se dice que f es continua en
el punto xg si limx_,x, f(x) = f(x0).

Teorema 4. Sean A un subconjunto abierto de R", xg € A, ¢c € Ry f,g: A — R™. Si fy g son
continuas en xg, entonces:

(1) ef(x) es continua en Xg.

(2) f(x)+ g(x) es continua en xq.

(3) f(x)g(x) es continua en xg, si m = 1.

(4) f(x)/g(x) es continua en xg, si m =1y g(xg) # 0.

(5) (f(x))9™) es continua en xq, sim = 1y (f(x))9*) estd definida en un entorno de xq.

Teorema 5. Sean A un subconjunto abierto de R®, xo € Ay f: A — R™. Si f(x) = (f1(x),..., fm (X)),
donde f; : A— R,i=1,2,...,m, son las funciones componentes de f, entonces f es continua en xq si y
sélo si f; es continua para cada i = 1,2,...,m.

Teorema 6. Sean A un subconjunto abierto de R", xg € A, f : A — R™ y g: B — R, donde B
es un entorno de f(xp). Si f(x) es continua en x¢ y g(x) es continua en f(xg), entonces la composicién
(go f)(x) =g(f(x)) es continua en xq.

Teorema 7. Sean ACR"y f: A— R. Si A es compacto y f es continua en A, entonces f estd acotada
en A.



Teorema 8. Sean A CR"y f: A — R. Si A es compacto y f es continua en A, entonces existen los
valores méximo y minimo de f en A.

1.3. DIFERENCIACION

Definicién. Sean U C R™ un conjunto abierto y f: U — R. Entonces la derivada parcial 0f/0z; de
f con respecto a la variable z; se define como
ﬁ(xh.”’xn) — lim [, e, ...,xj+h, oo xn) — f(z,... 2p) — lim f(x+ hej) — f(x) ,
81‘]‘ h—0 h h—0 h

donde 1 < j < ny e; es el j-ésimo vector de la base canénica; es decir, la derivada parcial de f con respecto
a la variable z; es simplemente la derivada “usual” de f con respecto a la variable x;, si se supone que el
resto de las variables son constantes.

Sif: U— R™, entonces f(x) = (f1(x),..., fm(x)), y podemos hablar de la derivada parcial 0f;/0z;
de la componente i-ésima de f con respecto a la variable x;.

Definicién. Sean U C R? un conjunto abierto, (zo,y0) € Uy f : U — R. Decimos que f es diferenciable
en (zg,yo) si 0f/0x y Of /0y existen en (xg,yo) y si

lim f(y) = f(@o,90) — %(550790)(55 — o) — %(fo,yo)(y o)

=0.
(2,y)—(z0,90) [(z,y) — (20, yo)l

En este caso se define el plano tangente a la grafica de f en el punto (xg,yo) como

= o, o) + G (oo, 90) o = a0) + 3 0, 0) (0 = 30).

Definicién. Sean U C R”™ un conjunto abierto, xg € U 'y f: U — R™. Decimos que f es diferenciable
en xg si las derivadas parciales de f existen en xg y si

fon 169 = £x0) = Tl = x0)]

x>0 [[x = o

:07

donde T = D f(x¢) es la matriz m x n cuyo elemento en la fila ¢ y columna j es 0f;/0x; evaluada en xq y
T(x — %) es el producto de T con x — xg (considerado como matriz columna). Llamamos a T la derivada
o diferencial o matriz jacobiana de f en xg.

Definicién. Sean U C R™ un conjunto abierto y f : U — R diferenciable en U. En este caso la matriz
derivada de f en x tiene 1 fila y n columnas, es decir, es el vector

o) s
Oxy, ' Oz, /’

Df(x) = (

y también se denomina gradiente de f en x. El gradiente suele designarse por los simbolos grad f 6 V f.
Teorema 1. Sean U C R™ un conjunto abierto, xg € Uy f: U — R™. Si f es diferenciable en xg,
entonces f es continua en xg.

Observaciéon. Puede ocurrir que existan las derivadas parciales de una funcién en xq, y que la funcién
no sea continua en Xg. Esto demuestra que la definicién que hemos dado de funcién diferenciable es la
“correcta”.

Teorema 2. Sean U C R™ un conjunto abierto, xg € Uy f: U — R™. Si existen todas las derivadas
parciales 0f;/0x; de f y son continuas en un entorno de X, entonces f es diferenciable en x.
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Teorema 3. Sean U C R” un conjunto abierto, xg € U,c€ Ry f,g: U — R™. Si f y g son diferenciables
en Xg, entonces:

(1) ef(x) es diferenciable en xg, y D(cf)(x0) = ¢Df(x0).

(2) f(x)+ g(x) es diferenciable en xq, y D(f + ¢)(x0) = D f(x0) + Dg(x0).

(3) f(x)g(x) es diferenciable en x¢ si m =1, y D(fg)(x0) = g(x0)Df(x0) + f(x0)Dg(x0).

(4) f(x)/g(x) es diferenciable en x¢ sim =1y g(xg) #0, y

D(g)(xo) — g(XO)Df(XOg)():O)J;(XO)Dg<XO) ]

Teorema 4. (Regla de la cadena.) Sean U C R™ y V C R™ conjuntos abiertos con xg € U y f(x0) € V,
f:U—R"yg:V — RF Sif(x) es diferenciable en x¢ y g(x) es diferenciable en f(xg), entonces la
composicién (go f)(x) = g(f(x)) es diferenciable en xg, y

D(g o f)(x0) = (Dg)(f(x0))Df(x0) -

Por ejemplo, si g : R — R3, f : R® — R, podemos escribir g(t) = (z(t),y(t),2(t)). Si definimos
h:R — R por h(t) = f(g(t)), entonces

dh 8fdx+6fdy+8fdz
dt ~ Oz dt ' Oy dt | Oz dt

Como un segundo ejemplo, si g : R? — R3, f : R?® — R, podemos escribir

9(@,y,2) = (u(z,y, 2),v(2,y, 2), w(z,y, 2)).
Si definimos h : R® — R por h(z,y, 2) = f(g(x,y,2)) = f(u(z,y, 2),v(z,y, 2),w(z,y, 2)), entonces

oh  of ou  Of v Of ow
oz 8u3x+6v8z+3w8x’
oh _Of ou  Of ov  Of ow
dy  Ou dy o v dy * ow ow dy
oh _Of ou  Of v Of ow
9z 9udz 000z Owor

Definicién. Sean U C R un conjunto abierto, xg € U, v € R"y f: U — R™. La derivada direccional
de f en xq a lo largo del vector v se define como

d o f(xo +Htv) — f(x0)
%f(XO‘FtV) o —tlgr(l) ; .

Habitualmente se elige el vector v unitario (con norma 1). En este caso se habla de la derivada direccional
de f en x( en la direccién v.

Teorema 5. Sean U C R’ un conjunto abierto, xg € Uy f: U — R™. Si f es diferenciable en xq
entonces existen todas las derivadas direccionales de f en xg. Ademads, la derivada direccional de f en xg en
la direccién v es igual a D f(x0)v.

En éste tltimo producto D f(x¢)v, el vector v debe escribirse como vector columna para que pueda
realizarse el producto de matrices.

Teorema 6. Sean U C R"™ un conjunto abierto, xg € Uy f: U — R. Si f es diferenciable en xy y
V f(x0) # 0, entonces V f(xg) es perpendicular al conjunto de nivel de f de valor f(xp).

Teorema 7. Sean U C R™ un conjunto abierto, xg € Uy f: U — R. Si f es diferenciable en xqy y
Vf(x0) # 0, entonces V f(xq) es la direccién en la que la derivada direccional en x¢ de f es mdxima y
—V f(xp) es la direccién en la que la derivada direccional en x¢ de f es minima (f crece més rdpidamente
desde x en la direccién V f(xo), y decrece mas rdpidamente en la direccién —V f(xo)).
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Definicién. Una trayectoria en R™ es una aplicacién ¢ : [a,b] — R™. Si n = 2 es una trayectoria en
el plano, y si n = 3 es una trayectoria en el espacio. Llamamos curva a la imagen de ¢ en R™. Si
c(t) = (z1(¢),...,x,(t)), definimos la velocidad de ¢ como ¢'(t) = (2} (t),...,2),(¢)), y la aceleracién de ¢

como ¢’ (t) = (a2 (¢),...,2!(t)). Llamamos rapidez de ¢ a la norma del vector velocidad ¢/(¥).

rn
Definicién. Sean U C R? un conjunto abierto y f : U — R. Definimos las derivadas parciales de
orden 2 de f como

0%f 0 (6f) o%f 0 (8f> 0% f 0 (8f) 0%f 0 (8f> .

022 Oz \oz 8x8y:%67y 8y8x2@£ oy

ay> ~ dy

Esto puede repetirse para las derivadas de tercer orden o de orden superior a tres. De forma andloga se
definen las derivadas parciales de orden mayor que uno para funciones de n variables.
Definicién. Sean U C R” un conjunto abierto y f : U — R. Decimos que f es de clase C*¥ en U si f y
todas sus derivadas parciales de orden 1,2,...,k, son continuas en U.

Sean U C R™ un conjunto abiertoy f: U — R™. Si f = (f1,..., fm), decimos que f es de clase C*
en U si f; es de clase C* en U parai=1,2,...,m.

Teorema 8. Sean U C R”™ un conjunto abiertoy f : U — R. Si f es de clase C? en U entonces las
derivadas parciales cruzadas son iguales, es decir, si 1 < 4,7 < n se tiene en U

o0 f o0 f

Or;0x;  Ox;0x;

Definicién. Ya hemos definido el gradiente de f: U C R™ — R como

. gof or  of
gradf_vf_(?m’%”?%)

Definimos la divergencia de F': U C R®™ — R" (es decir, F = (Fy, F»,..., F,)) como

) 0F, O0F, oF,
V.=t 272, . )
div v o0x1 + 0xo Tt ox,

Definimos el rotacional de F : U C R3 — R3 (es decir, F = (F}, Fy, F3)) como

i3k
9 9 0 OF, OF, OF, OF, OF, OF
F = F= O Y e N e N ek N e
rotF=VxkF=det| 50 5, 8 (ay 9: ' 9 or 0z 3y)
FOF, P



