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2. ECUACIONES Y SISTEMAS LINEALES
2.1. Ecuaciones de segundo orden incompletas.

Si no aparece y. La ecuacién F(x,y’,y”) = 0, se transforma en una ecuacién de primer orden con el
cambio de variable p(z) = ¢/(z), quedando F(x,p,p’) = 0.

Si no aparece z. La ecuacién F(y,y’,y”) = 0, se transforma en una ecuacién de primer orden con el

cambio de variable
w_ dp _dpdy _ dp
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quedando F(y,p,pdp/dy) = 0.
2.2. Sistemas lineales de ecuaciones diferenciales y ecuaciones de orden superior.
2.2.1. Teoremas de existencia y unicidad de solucidn.
Teorema 1. Sea el sistema
(1) x' = f(t,x), X = (T1,...,2n),
donde f: D C R"" — R" (D abierto) es tal que f,0f/dz;(j =1,...,n) son continuas en D.
Entonces, para cada (tg,Xo) € D, existe una unica solucién x(t) de (1) que satisface x(t9) = xg y que
estd definida en un entorno (tg — h,to + h) de to.
Teorema 2. Sea la ecuacion
(2) ™ = f(t,x, 2 2", .. 2",

donde f: D C R — R (D abierto) es tal que f,df/0x,df/0x',...,0f/0z1) son continuas en D.
Entonces, para cada (to, oo, Zo1, - - -, Ton—1) € D, existe una tnica solucién x(¢t) de (2) que satisface

z(to) = 200, *'(to) = xo1,..., " V(to) = Zon_1

y que estd definida en un entorno (tg — h,to + h) de #o.
Teorema 3. Sea la ecuacion
(3) x' = A(t)x+ B(t),
donde A(t), B(t) son continuas en (mq,ms).

Entonces, para cada xg € R"™, 1y € (my, ma), existe una unica solucién x(t) de (3) tal que x(t) = x¢ y
que estd definida en (mq,ms).
Teorema 4. Sea la ecuaciéon
(4) 2™ =ao(t)x+ar(t)x’ + - 4 an_1(t) 2D £ (1),

donde ag, a1, ..., a,—1 son continuas en (my,ms).



Entonces, para cada xog, Zo1, - - -, Zon—1 € R, to € (1, m2), existe una tnica solucién z(t) de (4) tal que
z(to) = 00, '(to) = zo1,... 2"V (tg) = zon-1,

y que esté definida en (mq,ms).

2.2.2. Solucidén de sistemas lineales.
Teorema 5. Sea el sistema lineal homogéneo de n ecuaciones diferenciales
(5) x = A(t)x,

donde A(t) es continua en (mq, ms).
Entonces, la solucién general (el conjunto de soluciones) de (5) es un espacio vectorial de dimensién n.

Teorema 6. Sea el sistema lineal de n ecuaciones diferenciales
(6) x' = A(t)x + B(t),
donde A(t), B(t) son continuas en (mq,ms).
Entonces, la solucién general de (6) se obtiene sumando a una solucién particular de (6) la solucién
general de (5).
Método de variacién de las constantes.
Si x(t) = c11(t) + -+ cnpn(t) es la solucién general de (5), una solucién particular de (6) puede

escribirse en la forma
x(t) = c1(t) p1(t) + - cnlt) pnlt) .

2.2.3. Solucién de sistemas lineales con coeficientes constantes.
Consideremos el sistema

x' = Ax+ B(t), A matriz n X n constante.

Teorema 7. Sea P(\) = det (A — AI) el polinomio caracteristico de la matriz A.
e Si \g es una raiz del polinomio caracteristico, entonces

C1
Jei, ..., cn tales que x(t) = et satisface x' = Ax.
Cn
De hecho puede tomarse como (¢q, ..., ¢,) un autovector correspondiente al autovalor \g.

e Si )\g es una raiz de multiplicidad r del polinomio caracteristico, entonces existen r soluciones lineal-
mente independientes de x’ = Ax de la forma

con p;(t) polinomios de grado < r — 1.



Consideremos la ecuacién lineal completa
(EC) 2™ 4a,_ 12" 4 a2 4 agx =b(1),
su ecuaciéon homogénea asociada
(EH) ™ 4,12V 4 a2 fagr =0,
y su polinomio caracteristico
PO =X"4ap, 1 A" 1 FarX+ag.
Teorema 8.

e Si )\ es raiz del polinomio caracteristico, entonces z(t) = ce*** es solucién de (EH), para todo ¢ € C.
e Si )\ es raiz del polinomio caracteristico de multiplicidad r, entonces

z(t) = (co+eit+ -+ eyt et
es solucién de (EH), para todo ¢; € C.

Observacién 1. Si A\g = a4+ i y \g = a — i3 son raices del polinomio caracteristico, entonces, para todos
c1,c9 € C,

Aot Aot

z(t) =c1e™ +coe

es solucién de (EH), por lo que también lo es
2(t) = ky e* cos Bt + ko e sen 3t
para todos ki, ks € C.

Observacién 2. Para encontrar una solucién particular de (EC) se puede transformar (EC) en un sistema
de n ecuaciones de primer orden y aplicar el método de variacién de las constantes.

Teorema 9. Supongamos que b(t) = p(t) e\ con p polinomio de grado m.

e Si A no es raiz del polinomio caracteristico, entonces existen bg, b1, . .., b, tales que
z(t) = (bt™ + -+ + byt + b)) e

es solucién particular de (EC).
e Si ) es raiz de multiplicidad r del polinomio caracteristico, entonces existen by, by, ..., b,, tales que

z(t) = (bmt™ + -+ + bt + bo) t" e
es solucién particular de (EC).
Observacién 3. En particular, lo anterior se aplica si b(t) es un polinomio de grado m (A = 0).
Observacién 4. Supongamos que

b(t) = p(t) e* cos Bt + q(t) e** sen Bt

con p y ¢ polinomios, m = max{gradop, grado ¢}.



e Si a+i3, «—i(3 no son raices del polinomio caracteristico, entonces existen dy, d1, . .., dp,, bg, b1, . .
tales que

2(t) = (dpt™ + - - - + dit +dg) €™ cos Bt + (bt™ + - - - + byt + by) e** sen (Bt

es solucién particular de (EC).

e Si a+1i0, a—1if son raices de multiplicidad r del polinomio caracteristico, entonces existen dy, dy, . ..

dm, bo, b1, ...,b, tales que
2(t) = (dpt™ + - -+ dit +do) t" e cos Bt + (bt™ + - - - + byt + by) t" e** sen (Bt
es solucién particular de (EC).
Teorema 10. Si z; es solucién particular de
2™ fa, 2™V 4 fagx+ag = bj(t)

. m .7
para j = 1,2,...,m, entonces x = ijl x; es solucién de

x(n) +an_1.’£(n71) +--t+arx+ag= ij(t)
j=1

b,



