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SOLUCIONES

3 Transformada de Laplace.

3.1 Calculo de transformadas y antitransformadas
Problema 3.1.1
i) F(s) = d? ( s+1 >:2(s—|—1)(32+2s—2)
ds? \ (s +1)2+1 (s2 4 2s+2)3
3 s 1 s s(s*+7)
1241 1249 (s24+1)(s249)

ii) F(s) /°° L g =T arct
21 S) = — a0 = — — arc gS.
s 0241 2

iv) F(s)——i 1 3% +4s+2
ods \s[(s+1)24+1])  s2(s?2+2s+2)2

ii) F(s) =

Problema 3.1.2

N R )
n=1 n—1

1 1
O también, f(t) =t periédica con T'=1 ~» F(s) = / te™ 5t dt.
0

i) f(t)=(t—DEH(t—1) ~ F(s) = S%e—s.
k

i) f(t)—(t—l—irl)kH(t—l)—Z(f’;)(t—l)"H(t 1) ~ F(s Z e ",

n=0 n= 0

w) f(t) —1+2Z D"H(t —n) ~ F(s) = (11_:;_)

Otamblenf()—lsl()<t<1 f(t)=—1si1<t<2, periédica con T = 2.
Problema 3.1.3

i) F(s) = i(é e 1) = 2(1 ~ cos2(t — 3))VH(t — 3).

i) f(t) =e '(cos2t+sen2t). iii) f(t) = %(1 — cos 3t + 6sen 3t).

2k2 1
2+ k22 24 k2

iv) f(t) =2e *sen3t. v) f(t) =t —senht. vi) <52 j_ k2>l = (

1 1 s 1 1 1
ft) = 52 <—tL (52 n I{:z) + L (52+k?)> 23 (sen kt — kt cos kt).

Provlema 314 o) = (0. = { ' HOZ0 L= {0 S0 )

eriddica de periodo T' = 2, G(s) = _ /ﬂ/k sen kte 5 dt = i
p p k! 1 — e—2ms/k o (1— e—ws/k)(SQ + kz)'
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Problema 3.1.5

© o
Z) / F ds_/ / 7535]" d.CU ds—/ f(.’L‘)/ 05T g dw:/ @d;p
0 0 €T
sen x T
dx = ds = —.
’L'L) ) /0 - €T /0 82 T 5
00 g—aT _ e—ﬁx ) 1 1
2 - d.’E = _ dS — 10 o).
L /0 (o g = los3/a)
n!
Problema 3.1.6 f(t) Zantn = F(s Z SRS
n=0
.- s
i) F(s) Z ' 52"+1:32+1'
n=0
[ee] ) -
W F Z 2 +7 = arctg(l/s) = o — arctgs.
n— 0 27'L+ . S n 2
S s
:1 — ).
i) F Z n—l—l (n + 1)sn+1 Og(8—1>
n= 0
e [o¢]
2n)ls—2n 1 _1/2 1
F = < ) —2n—1 _ )
Z'U) T;) 2217, ’I’L' nz:;) n S = =
> yrsnl o—1/4s
w R =y EU e
n=0
Problema 3.1.7
o0
; (=)™ 1—et
t) = _ '
D0 => i =
n=0
o
.. 2(_1>nt2n+1 2<1 _ cos t)
) s =3 MU M)
n=0
te 5% 1) 1
Problema 3.1.8 Sea z > 0. Y(s / / cos wt e dtdw-/ s
RN o 1+ 52482
S o0 1 1 .
21 ( N )dt = ——; la antitransformada es entonces y(z) = —e
$S—1Jy \P+1 #2452 (s+ 1) >

Por simetria la integral seria igual sustituyendo x por |z|.

3.2 Resoluciéon de ecuaciones mediante transformada de Laplace
Problema 3.2.1

1 1 1
i) Y(s) = Py <2 + 52j—9>’ y(t) = 3—4(22e5t — b5 cos 3t + 3sen 3t).

i) Y(s) = 521—1 (1+

—X



1

S 1
iii) Y(s) = 2116 (1 + 52+16); y(t) = §(2 sen4t + tsen4t).

1 1 1
w) Y(s) = ——— 1+ —— ) y(t) = =[(2t + 3)e! —31,
) Y(6) = gy (541 g ) v0 = {143 e
) Y(s) ! 25— 64 — > (t) 1(t4+24) 3t
v $) = 3 _aarto (%™ T ava | == e’
s2— 65+ 9 s—32) Y71
) Y (s) = . L LYy = L 20t — (Beosv/at 4+ 2v2 sen vat)e
’UZ) (S)_82+48+6 ;+s—i—1 7y()_6[ + 2Ze —( Ccos + sen )e ]
Problema 3.2.2
8 1
(8 — G)X +3Y = —1 IL‘(t) — e4t _ 2€t _ 7e3t
s—1 ~> 7 2
—1)Y —2X = —(Z _ LHet 4t _ 3t
(s—1) p— y(t) (2 3t)e + 8e 5 ¢

Problema 3.2.3

i) El término independiente es f(t) =t+1—2(t — 1)H(t — 1);
1 2

la ecuacién transformada es (s2 +8)Y = -1 —s+ - + - — —e™%;
s 82 ) 52
t
2 ~ -1 si 0<t<1

la solucién es y(t) = 5—1—(t2—4t+5—291_t)H(t—1) = 2752

—5+4t—6+2eH si t>1

ii) El término independiente es f(t) = cos2t(1 — H(t — 2m));
la ecuacion transformada es (s* +4)Y = ——(1 — e 2™);
s

+4
1
la solucién es y(t) = 7 Sen 2t (t —(t—2mH(t— 277)).

Problema 3.2.4 El término independiente es f(t) = ™/ 2e"""/2H(t — 7 /2) — e™e! " "H (t — 7);

la ecuacién transformada es (s? — 1) X = ﬁ(e”(l_s)ﬂ — em(1-9))
s _

7

la solucion es o(t) = %(e“_t e 2t —/2)e ) H (E—7/2) — %(e%_t et 2t — m)e ) H (- ).
1 — a8
Problema 3.2.5 Go(t) = H(t) — H(t — a); L(Ga)(s) = Te

i) y(t) = %[(senht —sent) + (cosh(t — 1) +cos(t — 1) —2)H(t — 1)
—(cosh(t —4) 4 cos(t —4) — 2)H(t — 4)].
i) y(t) = et +senh(t — 3)H(t — 3) —senh(t — T)H(t — 7).

Problema 3.2.6 y,(t) = (i(net_l +e -1y - 1>H(t —1);
n

lim y,(t) = ((e!~1 —1)H(t—1), que es la solucién del problema con fuente lim f,(t) = §(t—1).

n—oo

Problema 3.2.7
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1) { (s+1H)X+Y =1 . { x(t) = e*(cos V2t — /2sen v/2t)
5+ (

(s+1)Y —2X =2 y(t) = e~(2cos V2t + /2 sen v/2t)
2 2
(s—1)X+2Y =- x(t) = —sen3t
s 3
2) i e ?
(s+1)Y —5X = — y(t):§sen3t—c053t+1
s
sX —zp=X z(t) = zpet
3){ Y —yo=X+2Y = y(t) = (lo+yo) b~ xge!
s/ —z=X—-27 z2(t) = 5(330e + (220 — zp)e t)

1) I(t) =1 —cos2t —2(1 4 cos2t)H (t — 37/2) + (1 — cos 2t)H (t — 3m).
2)I(t)=(1—cos2t)[1 —2H(t — m) + H(t — 2m)].

Problema 3.2.8

1
sX+Y:S+2 e ¥ —e {x(t):—(1+t)e1—t+(2t—3+e1—t)H(t—1)
S ~ _ —

(s+2)Y =X =0 y(t) = —te! "t + (t =2+ e "HH(t - 1)

Problema 3.2.9

21 1e—c(t—1> senh(v/c2 — 1(t — 1))H(t — 1) sioe>1
c —
y(t) = \/11726(:(1&1) sen(v1—c2(t—1))H(t—1) si 0<ce<1
— C
(t—1)e C=DH(E-1) sioc=1

Problema 3.2.10

i) F(s) =
i) u(t) = ( (t —a))H(t — a), que es discontinua en t = a.
iii) u(t) = (t —a) —wsen(w(t —a))H(t — a), que no es una funcion.
F(s)
Problema 3.2.11 Y(s) = 2112 de donde y(t) = f *g(t f g(t — o) do, siendo
s s+
1
g(t) = L_l(m) = e tsent. Asf se tiene la representacién con G(t, o) =g(t—o).

Problema 3.2.12
i) (s> +1)X'(s) +1=0.
i) X(s) = g — arctg s.

iii) x(t) =

sent
t
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Problema 3.2.13

i) L(y) + L(k)L(y) = L(f) = L(y) = %

252

2
EFEy 4)) = —(2sen2t —sent). Por otro lado, derivando se tiene:

i) y(t) = L7 -

y(t) + /0 (t — s)y(s)ds =sen2t

¢

y'(t) —i—/ y(s) = 2cos 2t
0

y"(t) + y(t) = —4sen 2t

Los datos se obtienen de sustituir ¢t = 0 en las dos primeras expresiones.

1 1 L
iii) Por Laplace se tiene L(y) = — — — +2 W)

2 s s2+1
y(z) =1 —x — 2e~*. Por otro lado, derivando se tiene

, que despejando y antitransformando da

ylz)=x—1+2 /006 sen(z — t)y(t) dt
y'(r) =1+ 2/0 cos(x — t)y(t) dt

x
y"(z) = 2y(z) — 2/ sen(z — t)y(t) dt
0
Asi, y sustituyendo = = 0 para obtener los datos iniciales, el problema equivalente es:

{ y'—y=x-1
y(0) =—1, y(0) =1

Problema 3.2.14

s24+1
) L — . — 52 _ 4% — 2pe%.
Z) (f) (8 _ 2)(8 . 1)2, f(l‘) o€ € €re

N //_2f/+f:5e2ac
) { F(0) =1, F(0) =4

_32—s+1‘ 3 T ' f"+ f=—cosz
i) L(f)_W, f(z) =1~ 3)senz; { f(0)=0, f/(0)=1

ma’” = —kx 4 co(t — 3m)

Problema 3.2.15 { z(0) = =2, 2/(0) =0

x(t) = —2cos(y/k/mt) + Ny sen(\/k/m(t —3m)) H(t — 3m).
Problema 3.2.16 y(z) = §x2 + %x‘s + GSELI(QU —a)’H(x —a) =
y(x) = %[3@352 — 23+ (z — a)*H(x — a)].

Problema 3.2.17
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o0 0 [t/2x]
e 2k™ que implica y(t) = Zsen(t — 2km)H (t — 2km) = sent Z 1
k=0

i) Y(s) =

<[ ] >sent es decir, y(t) = {(k+ 1)sent si 2km <t < 2(k+ 1)m, k> 0}.

O también, y(¢ Z/ sent - O(1 — (t — 2km))dr =

q
5::>
<
q::::>
<
g >
<§°>
<

[t/27] [t/27)]
Z sen(t — 2km) = sent Z 1.
k=0 k=0

En cada vuelta, el impulso en el sentido del movimiento
hace que aumente la amplitud de oscilacién.

[t/x]
ii) Y (s 2+1Ze ks - que implica y(t) Zsent—kﬂ H(t — k) —sentz
s
: sent si 2km <t < (2k + )
g - - > g
es decir, y(t) { 0 en ol Testo , k> O} (sent)y . Notemos que
1 1
V(s)= 55— ) e "= incid | problema 3.1.4.
(s) o] kz_oe EFT =t que coincide con el problema

O también, y(¢ Z/ sent - O(1 — (t — km))dr =
[t/7] t/W]

Zsent—kﬂ —sentz '

En cada vuelta, un primer impulso en sentido contrario
al movimiento frena éste, y un segundo impulso inicia de
nuevo el movimiento. Toom o o dm b
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