PROBLEMAS DE EDO

2° DE INGENIERIA INDUSTRIAL
CURSO 20092010

SOLUCIONES

1 Ecuaciones de primer orden.

1.1 Meétodos elementales de integracién

Problema 1.1.1 Separando variables: i) (y — 1)e¥ = cx. i) y = 1 + cxe®. iii) y = ccosx.

1 2
)y = 5 log(c + 56375). v) (y — 1)%e¥ = c(xz — 3)%e”. vi) yey’/t = cx2e’/4,
25

Problema 1.1.2 Mediante el cambio z = y/z: i)y = ——. ii) y=cr” — —.
c—z 4c

iii) y = xtglea®). iv) ye VY = ¢. v) y = zlog(log(cx?)). wvi) y? = 222 log(cx).

2

Problema 1.1.3 Son ecuaciones exactas. i) 2*—4xy—2e?Y = c. ii) 622 +y>+5xy—9r—3y = c.
iii) y* + 4y = c. ) e"seny +atgy =c. v) 22y?(2? — 4y?) = c. vi) 2%y® + ysenz = c.

Problema 1.1.4 i) y = log(1 +e%). i) y = 2(x — 1)%e®. iii) Se tienen dos posibles
1

ecuaciones: 3’ = £3y2; la solucién buscada es y = ———, pues y = ———— 1o es continua en
1+ 3z 3(1—x)
[1/3,00). iv) 2 + y? = 25.
. 2 y3 2 .. 1 7fy 25 s
Problema 1.1.5 i) f(y) = a —y*, a € IR; 3 +ay’ —axr =c i) uly) = me O™,
Yy

1
iii) u(y) = —e~%Y; e (4w +2y+1) =c.

Yy
Problema 1.1.6 i) u(x) = 22, 2* +2%y% = ¢ i) uly) = 1/y%, 3y° + 22%y + 2 = cy.

iii) u(y) = 1/seny, 2% =cseny. iv) u(y) =¥, (2% +2y)e’ =c.

Qm_Pt
P-Q
es (z+t+1)3 = cat.

Problema 1.1.7 = h(t+z); u(s) = e/ P en el ejemplo p(s) = (s+1)~%; la solucién

Problema 1.1.8 pu = 2%y; 23y%(z* —47) =c.

Problema 1.1.9 u(s) = s73; x —y? = c(x + y?)%

Problema 1.1.10 i) z = Az + By la convierte en variables separadas; la solucién es
Az+By dz
/ ————=zx+c
A+ Bf(2)

Arx+By+C =0
Dx+FEy+F=0"

Y—Y0
z—aq ds

H558) —s

Axz+By
ii1) z = Az + By la convierte en variables separadas; /

1) Si (zo,yo) es la solucién del sistema { el cambio z = x —x9, w =y — 1Yo

convierte la ecuacién en una homogénea; =log |z — xo| + c.

dz

A+ Bf(B=EY)

=x+c.




Problema 1.1.11 i) 2z + 2y +4 = tg(2z +¢). i) cosec(z —y+5) + cotg(z —y+5) = c—z.
)
iii) log[(z — 1)2 + (y +5)2] = 2arctg(&1) +ec w)bloglr+y—1|+zx—y=c
x [e—

log |senz| + ¢

Problema 1.1.12 i) y = 23(z +¢). i) y = e “(arctge® +¢). iii) y = 711
T
)y =e(x?+c)+ 2% 20 +2. v)y=(22+c)cosecx. vi)y=2%(c— ).
vii) Yy = ST weosr A e viii) x = e¥’ (3y2 + ¢).
rsenzx

Problema 1.1.13 i) 22y%(c — 2%) = 1. i) 2%y® = (32® — 18x)senz + (922 — 18) cosz + c.
iii) zy(c —log|z|) = 1. @) zy'/® =e*(1 —2z) +c

Problema 1.1.14 2 = logy implica 2z’ = Qz — P, y la solucién es

2x24-cx

X
y= exp[esz(c — / Pe_fQ)]; en el ejemplo y = e

Problema 1.1.15 i) y=x+

jid) 1 L 1 n 2

W) y=—+—-+———>—.
YT e TR 22(ce=2/* — 1)

Y =2 24+ —.
c—x i)y T +ceQ”H-l

9 2
Problema 1.1.16 i) y; = +2% y = 22 + #.
ce—z/2 — 1
i) 1 1 n
= —senx; y = —sen _
WL G ST Y S T cos T — sen &
3 2 .. 1'2—1
Problema 1.1.17 i) k =0,1,2, es decir, y1 =1, yo =z, y3 = x°. i) y =1+ +1;
cx
1 0. iii) 3 1 n r(x? —1)
—c=00 —c= —c¢=0. it =z =z = y==z :
U1 y Y2 » Y3 Y1 y Y2 y Y3 .5[77 Yy C$2+C+1
y1 —>c=00,y2 > c=0,y3 > c=—1L
a
Problema 1.1.18 z(t) =t4+ ——————; si (0) = 0 la solucién es x(t) = t.
=t Va0 ©)

1.2 Aplicaciones

Problema 1.2.1 i) 2y = y+ 2% i) oy + (y)? = y. i) (x — 1)’ +9*> = 3 =
v/ + ()2 +1=0. w)ecx+V1I-ccy=1 = oy +y=/1+ )%

Problema 1.2.2 La ecuacién diferencial para la familia ortogonal y su solucién son:
2xy
2 _

1
i)y SN 22—y =k i)y = = 22 +9% = ky. iii)y’z; = 3?2 =2z +k
Y

X

: / ry 2 2 ’ 2z 2 2 . , €T
= = — 21 = k. =—— = 2 3y = k. = — =
)y g2 T Tty ogy v)y 3 z° + 3y vi) y —
1— 2
/2 coshy = k. wii) y = % = 322 — 2% = k. wiii) y' = x(yx) = ot - 222+ 22 = k.
Y
1 2 22/3
: _ 3 _ _ 3.4 .3 _ N
Zx)y/—l_iyz = y>+3z—3y = k. m)y’——? = >4y’ =k xz)y_ﬁ =

23 — y5/3 =k. wii)

| 0
r_ lhcost = r =Fk(1 — cosf).
,

sen 0



2
Problema 1.2.3 La ecuacién que verifica la familia es (y/)% + icy’ —1 = 0. Las dos soluciones
Y

v = f1, ¥ = f2 de esta ecuacién cuadratica verifican fi fo = —1 (el término independiente).

Problema 1.2.4 y’—ﬂl = y=c(z—-1)"

Problema 1.2.5 3 = +¥ o y=crby= <
x x

Problema 1.2.6 Si suponemos, por ejemplo, que el area bajo la curva es el doble que el area

xX

2

sobre la curva, / y(s)ds = —xy = o = Yy o Yy =cyx.
0 3 2z

2
Problema 1.2.7 ' = % ~ 2 o2 = et/ 4 162 + 64,

Y

/ 2y 2

Problema 1.2.8 ¢y' = — = y=cx”.
x

ST/ R)
Problema 1.2.9 3 = z Y = 3%+ 2cx = 2,

familia de parabolas homofocales

(foco en el origen).

190

Problema 1.2.10 i) T(t) = 50 + 30(2/3)!/%; T(10) = —- ~633°C. i) Al cabo de
5log 3

t = ﬁ ~ 13,5 min.

Problema 1.2.11 ) T(t) =20+ 130-27%3; T(t) = 20,5 = t = 31{2)12260 ~ 24,06 min. i)

T(t)=22-12-37/12. Tt) =12 = t = 121{)0gg(g/5) (=~ 2 horas, justo para sacar el vino al ir

a preparar la comida).

1
Problema 1.2.12 ) (67rD3) —arD?* D(t)=4—-2t; D(t;) =2 = t; =1h.

1 12
i) D(t2) =0 = to =2 h. ii7) (éﬂ'D?’)/ = —a(rD?)?; D(t) = %13 t1 =1,5h; ts = 0
es decir, nunca.

M
Problema 1.2.13 i) P(t) = M 1 (1= cheat”

6000 6000 - 125 1
P(t) = 1o P(8) = 1 5952 peces. i) tliglo P(t) = o= 6000 peces.

i7) Si 1990 corresponde a t = 0,

Problema 1.2.14 i) Sino se abre el paracaidas, el problema para la velocidad es

ki
{”_g_mv = \/mg/ki tgh(y/gki/mt).

v(0)=0

La distancia recorrida es

{y;:ﬂ —= y(t) = (m/k1) log(cosh(\/ghr /m ).



Igualando y(t1) = 4000 se obtiene t; = 83 seg; la velocidad al tocar el suelo es

v(t1) = 50,29 m/seg (~ 181 km/h), practicamente la velocidad terminal voo = v/mg/k:
(de hecho la velocidad terminal se alcanza al cabo de sélo 15 seg, pues tgh(3) ~ 1).

i1) Si al cabo de 15 seg se abre el paracaidas, el nuevo problema para la velocidad es

ko
[ P
{ w=g mw —  w(t) =mg/ky — (mg/ky — V)e_]”t/m.

Igualando z(t2) = 4000 se obtiene t2 = 339 seg; la velocidad al tocar tierra ahora es

w(tz) = 10,04 m/seg (~ 36 km/h), de nuevo practicamente la velocidad limite wes, = mg/ks.
Hay que resaltar que la ecuacién z(t2) = 4000 no se puede resolver explicitamente, y habra que
utilizar algin método numérico de aproximar la solucion.

Problema 1.2.15

y(t) !
(/ (R — (R~ p)2)dp> = —mr?\/20y(t) — %Ry?’/Q - §y5/2 — c—tr2/2g.
0
14R5/?

14
0)=R = c= —R%? TN=0=T=——— )
y(0) c= B y(T) 52yag S8

olog(do/d) .

Problema 1.2.16 i) T =55+ g2 T = 3378 anos. ) Th = 3888 anos.
0

ii1) Ts = 7071 anos.

olog(do/d)  1,3log(25/3)

Problema 1.2.17 T = =
log 2 log 2

~ 3,9 millones de anos.

1.3 Teoria cualitativa

Problema 1.3.1

i) i)

<
<




iv) v) i)

_

/

2
Problema 1.3.2 i) y = 4z. iv) y =2x. v) y = £——a%/* vi) y =2z, y = —x.

V3

<

N

W7

Problema 1.3.3
i) i)

X X

\

1
Problema 1.3.4 ¢y =0 =z +y = 1. En esos puntos, ¢y’ = m Los maximos son los
-

puntos de la recta y =1 — x con z > 1 y los minimos aquéllos con = < 1.

Problema 1.3.5

i) aa(t) =Y o5 lim aa(t) = ¢
k):O H n—oo
- 1
i) T, (t) = Ztk +o(t"), t €(0,1). lim zy(t) = Tt
k=0
n—1 tzk.
iii) Tp(t) = . lim ap(t) =€’ — 1
k‘: k n—oo
n tk tn+1 ' .
w) xp(t) = 1+t+2kz—2k| CEh Tim 2, (t) = 2 — ¢ — 1.
n+1 k

Problema 1.3.6 z,(t) =e' + Z ) hm Tp(t) =2t —t — 1.



Problema 1.3.7

i) f(x,y) = 1 — 1/y? es continua y Lipschitz para cada

y # 0, por lo que existe una tdnica solucién y = y(x) /
que pasa por cada punto (x,y), y # 0. Pero g(x,y) =

1 _ y?

f(l’, y) y2 -1
1, por lo que existe una tnica solucién x = z(y) que pasa
por cada punto (z,y), |y| # 1. Por tanto pasa una tnica
curva integral por cada punto del plano. /

es continua y Lipschitz para cada |y| #

it) (v*) <1 = y*(z) < 2+ 2 para x > 0; por otro lado, como y(z) = 1 es una solucién, se
tiene que y* no puede cortarla y asi y* > 1; eso implica (y*)’ > 0, por lo que 1 < y*(z) <2+ =z
para todo x € IR, es decir, y* esta definida en todo IR.

i11) y*(0,2) ~ y*(0) + (y*)'(0)(0,2 — 0) = 2+ 0,2£(0, 2) = 2,15.

Problema 1.3.8

<

ii) f(x,y) = y> — M\y® es continua y Lipschitz en todo
IR? por lo que existe una tnica solucién y = y(z) que
pasa por cada punto del plano. ——

—

La solucién que pasa por el punto (xg,yo) es —
x = Mlog M ——4+—4x0 sl yo £ 0, y0 £ 1/X\;
Ay =Dyol v wo

y=0 siy=0; y=1/\ siyo=1/\

ii1) Las curvas integrales con 0 < yp < 1/ estdn definidas para todo x real; las curvas con
Ayo — 1 1
+ — + xp.

AYo Yo
iv) Tomando el limite en la solucién (con yo # 0, yo # 1/A), para A — 0, se obtiene x =
1
— — — + xg, que es la solucién correspondiente a la ecuacién con A = 0; si yp = 0 se obtiene
Yo
y = 0 que de nuevo es la solucién correspondiente a A = 0; si yo = 1/ no tiene sentido tomar

el limite A — 0. Por tanto hay continuidad respecto al pardmetro .

Yo < 0 6 yp > 1/ tiene una asintota vertical en x = Alog

Problema 1.3.9

i1) La solucién que pasa por el punto (zg,yo) es —
A T+y—A/2 . L\ /
.’E:§10 +—_)\/2 +y_y0+$081$0+y0§é)\/2;
Zo Yo _/

y=A2—xsizg+yo=A/2.

ii1) Haciendo A — 0 en la solucién con zp = 0, yp = 1,
se obtiene y = x + 1, que es la solucién correspondiente
a A = 0, es decir, hay continuidad respecto de .

iv) En el caso xg = 0, yo = A/2, el limite que se obtiene es y = —z, mientras que la solucién
correspondiente a A = 0 es y = x. No hay continuidad en este caso.



Problema 1.3.10

i) f(z,y) = ay + y—3 es continua y Lipschitz salvo para x = 0, por lo que hay una tunica
A
1
solucién y = y(z) que pasa por cada punto del plano (z,y),  # 0. Ademds, g(z,y) = F@y) =
z,y
3
% es continua y Lipschitz salvo para y = 0, por lo que hay una tnica solucién z = z(y)
y(az® +y?)

que pasa por cada punto del plano (z,y), y # 0. Finalmente, por cada punto del plano excepto
el origen, existe una tunica curva integral. Como se ve en la férmula siguiente y en los dibujos,
por el origen pasan infinitas curvas integrales.

i1) Solucién, dependiendo de a:

2a _
1 1
y2 _ |l"2a (|330| + — (|$0’2a_2 _ |ﬂ§|2a_2)) si a#1l

|o/? |zo[* ) :
y? = |z|? ( mE + log( e )) sioa=1

i71) La solucién es continua en a = 1 pues en la férmula de la solucién basta observar que

2
1; 20-2 _ |,.2a-2) |20 ‘
fim o (o2 — P ?) = log (1)
iv)
a=—1 a=20 a=1 .

Problema 1.3.11 La funcién g(t) = (z1(t) — x2(t))? verifica g(tg) =0, g(t) >0y
g'(t) = 2(21(t) — 22(8)) (f(t, 21(t)) — f(£,22(t)) <O

por lo que g(t) = 0 para todo t > 0, es decir, z; = .

<t<
Problema 1.3.12 Todas las soluciones son z(t) =0 6 z.(t) = { 0 0 _i =T para

cada 7 > 0.

Problema 1.3.13 i) y;(z) = (27 — 3z)~1/3; lim yi(z) = oc. Dominio [0,9). i) Como
) z—9

fg(l’,y) = 1+ 22

inicial. Como fo(z,y) > fi(z,y) = y*, se tiene que, mientras esté definida, la solucién del

segundo problema es mayor que la del primero, y2 > y1, por lo que estara definida sélo en algin

intervalo [0,a), con a < 9.

.2 . . . . .. .,
e ¥ 4+ y* es continua y Lipschitz, existe una tnica solucién y» para cada dato



1

1 + Bsenx 4+ ce %’
como 0 < a<1 = c¢>0, se tiene que el denominador de y.(x) es siempre positivo,

Problema 1.3.14 i) y.(x)

1
g - _ 1
i) y0) =a = c= ;

1+fBsenx+ce ™ >1—03>0. iii) Poniendo ¢ = 0 se tiene la solucién yo(x) = ——— que
1+ Bsenx
ce ”

(1-p)?
denominador en z = 37/2 es D(37/2) =1— 3 —|c|e 32 =051 f=1—|¢|e3/2 € (0,1).

es periddica; claramente |y.(x) — yo(z)| < — 0. i) Sia > 1 laconstante es ¢ < 0; el



