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5. Funcion de Green I. Dominios acotados

5.1. Ecuacién de ondas
Queremos resolver el problema

2
a—u(x,t) = AAu(z,t) + Q(z,1) sizreQCR", t>0

ot?

u(z,0) = f(x) siz e

%u(z,()) = g(x) siz e

+CCPNH (condiciones de contorno posiblemente no homogéneas)

La funcién de Green G(z,t;xo,t0) para este problema es una solucién debida a una fuente unidad
concentrada en x = xy actuando sélo en el tiempo t = ty:

62

@G = 2ALG+ 5(x — x0)0(t — to) sizeQCR",t>0

G(z,t;z9,t9) = 0 para t < tg

+CCH (condiciones de contorno homogéneas)

Las condiciones de contorno para la funcién de Green son las mismas que para la funcién u, pero igualadas
a 0 (por eso son homogéneas).

La condicién G(x,t;xg,t9) = 0 para t < tg se conoce como principio de causalidad: G es la respuesta
a un impulso puntual en ¢ = ¢y (nula en t < tg). G verifica la denominada propiedad de traslacidn:
Gz, t;20,t0) = G(x,t — to; 0, 0).

Puede demostrarse que la solucién u(z,t) del problema original es

t
u(x,t):/ /G(z,t;xo,to)Q(zo,to)dzodto
o Jo
oG
+/ (9($0)G(337t;96‘0,0) — f(=o) aT(%t;xo,O))dxo
Q 0
t
*02/ / (u(xo,to)VIUG(x,t;xo,to) *G(%t;iﬂo,fo)vxou(xo,to)) -ndS(zo) dito,
o Joao

donde n es el vector normal exterior a 92, V. es el gradiente con respecto a las n variables de zg, y
dS(zp) es la medida para integrar en 92 con respecto a la variable 2o (es decir, el elemento de longitud
de arco si n = 2 y por tanto 0f) es una curva, y el elemento de superficie si n = 3 y por tanto 0f) es una
superficie).
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5.2. Ecuacién del calor

Queremos resolver el problema

%u(axt) = kAyu(z,t) + Q(x,t) stz e QCR™ t>0
u(z,0) = f(x) siz el
+CCPNH

Definimos la funcién de Green G(z,t; xo,to) para este problema como una solucién debida a una fuente
unidad concentrada en x = xg actuando sélo en el tiempo t = tg:

0

EG:k’AggG—l—é(m—xo)é(?ﬁ—to) sizeQCR™ t>0
G(z,t;zg,t0) = 0 para t < tg
+CCH

La condicién G(z,t;xo,t0) = 0 para t < tg se conoce como principio de causalidad. G verifica la denom-
inada propiedad de traslacion: G(x,t;xo,t9) = G(z,t — to; 0, 0).
Puede demostrarse que la solucién u(z,t) del problema original es

t
’U,((,Cﬂf) :/0 /QG(LL’,t;:L‘o,to) Q(l‘o,to)dl‘odto
—i—/G(Jc,t;xo,O)f(xo)dxo
Q

t
+ k/ / (G(x, t; 20, t0) Vo u(xo, o) — u(zo, to) Va, G(2, t; o, to)> -ndS(xp) dig,
0 o

donde n es el vector normal exterior a 92, V., es el gradiente con respecto a las n variables de zg, y
dS(zp) es la medida para integrar en 92 con respecto a la variable z.

5.3. Ecuaciones de Laplace y de Poisson

Queremos resolver el problema

Au(z) = f(x) sizeQCR"?
+CCPNH

Definimos la funcién de Green G(x,x) para este problema como una solucién de

AG(x,z9) = §(x — x0) siz e QC R
+CCH

G verifica la denominada ley de reciprocidad: G(x,xo) = G(xo, ).
Puede demostrarse que la solucién u(z,t) del problema

Au(z) = f(z) siz e QCR"
u(z) = h(x) six € 00

u(z) = /Qf(xo) G(z, o) dxg + /6Q h(zo) Vo G(x,20) - ndS(x0)

donde n es el vector normal exterior a 92, V,, es el gradiente con respecto a las n variables de zg, y
dS(xo) es la medida para integrar en 9<) con respecto a la variable zg.
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5.3.1. Problema de Dirichlet para el circulo

La solucién del problema

{Au = f(x) si |z <a,

u = h(x) si |z] = a,

puede escribirse en coordenadas polares como

1 27 a 2 2 _ 2 6 —6
u(r, ) = E/o /0 F(ro,00) log (a2 r° 4 15 = 2rro cos(0 — bo) ) ro dro dfy

a? a?r
r2 + &+ 29T cos(6 — 6p)

1 2 2 _ .2
+— | h(6) .

dby .
2ma Jo r2 + a? — 2ar cos(6 — 6p) 0

5.3.2. Identidades de Green

SiQCR", u,veC*Q)ydu/On=Vu-n, donde n es el vector normal exterior a 9, se verifica

la primera identidad de Green
/uAv:—/Vu-Vv—l—/ u@
Q Q o0 On

Si ahora escribimos esta igualdad intercambiando los papeles de v y v, y restamos ambas férmulas, se
obtiene la segunda identidad de Green:

ov ou
/Q(uAv—vAu):/{m (ua—n—v%>

Tomando v = u en la primera identidad de Green, se obtiene como caso particular

/uAu:—/HVqu—i—/ u%
Q Q an On

5.3.3. Unicidad en las ecuaciones de Laplace y de Poisson

Dados los problemas de Dirichlet y de Neumann,

Au(z) = f(x) sizeQcR” Au(z) = f(x) sizeQcR”
) {u(x) =9(2) si z € 00 W %(x) =h(z) size€n

el problema de Dirichlet (D) tiene solucién tnica, y el problema de Neumann (N) tiene solucién tunica
salvo constantes.

El problema mixto
Au(z (z) sizeQCR"”
(M) u(z) = g(x) size AC o

ou .
%(x) (z) size o\ A

I
~

I
=

donde A es un subconjunto de  con medida (n — 1)-dimensional positiva, también tiene solucién tnica.
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