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6. Función de Green II. Dominios no acotados

6.1. Transformada de Fourier en R

6.1.1. Convolución

Dadas dos funciones f, g : R −→ R, se define (si tiene sentido) su convolución f ∗ g como

(f ∗ g) (x) =
1

(2π)n

∫

Rn

f(x − y) g(y) dy .

La convolución es una operación conmutativa y asociativa, y además es una aplicación lineal como función
de cada una de las variables f y g:

f ∗ g = g ∗ f

f ∗ g ∗ h = (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

(a1f1 + a2f2) ∗ g = a1(f1 ∗ g) + a2(f2 ∗ g), a1, a2 ∈ R .

6.1.2. Transformada de Fourier en R

Si f ∈ L1(R), se define su transformada de Fourier como

F (ω) = F(f)(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞

f(x) eiωx dx .

Si no existe esta integral, F (ω) puede definirse como el valor principal de dicha integral. La transformada
de Fourier tiene propiedades muy interesantes (α > 0):

(F1) f(x) = F−1(F )(x) =

∫ ∞

−∞

F (ω) e−iωx dω

(F2) F(af + bg)(ω) = aF(f)(ω) + bF(g)(ω)

(F3) F
(∂f

∂t

)

(ω) =
∂

∂t

(

F(f)(ω)
)

(F4) F
(∂f

∂x

)

(ω) = −iωF(f)(ω)

(F5) F
(∂kf

∂xk

)

(ω) = (−iω)kF(f)(ω)

(F6) F(f ∗ g)(ω) = F(f)(ω)F(g)(ω)

(F7) F(xf(x))(ω) = −i
∂

∂ω

(

F(f)(ω)
)

, F(xkf(x))(ω) = (−i)k ∂k

∂ωk

(

F(f)(ω)
)

(F8) F
(

√

π

α
e−x2/(4α)

)

(ω) = e−αω2

, F
(

e−αx2)

(ω) =
1√
4πα

e−ω2/(4α)

(F9) F(δ(x − x0))(ω) =
eiωx0

2π
, F(δ(x))(ω) =

1

2π
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(F10) F(f(x − x0))(ω) = eiωx0F(f)(ω)

(F11) F(eixx0f(x))(ω) = F(f)(ω + x0)

(F12) F
(

f(αx)
)

(ω) =
1

α
F

(

f
)

(ω

α

)

(F13) F
(

√

π

α
e−iπ/4 eix2/(4α)

)

(ω) = e−iαω2

(F14) F
( 2α

x2 + α2

)

(ω) = e−α|ω|, F
(

e−α|x|
)

(ω) =
α

π(ω2 + α2)

(F15) F(f)(ω) =
sen αω

πω
, si f(x) = I[−α,α](x) =

{

1 , si |x| ≤ α

0 , si |x| > α

(F16) |F(f)(ω)| ≤ 1

2π

∫ ∞

−∞

|f(x)| dx , ∀ω ∈ R ,

∫ ∞

−∞

|F(f)(ω)|2 dω =
1

2π

∫ ∞

−∞

|f(x)|2 dx .

6.1.3. Resolución de ecuaciones en derivadas parciales homogéneas

Ecuación de Laplace en el semiplano R × (0,∞)
Si x ∈ R, y > 0, queremos resolver el problema







∂2

∂x2
u(x, y) +

∂2

∂y2
u(x, y) = 0 en R × (0,∞)

u(x, 0) = f(x) en R ,

siendo u una función acotada en R × (0,∞). Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x,
se obtiene







−ω2U(ω, y) +
∂2

∂y2
U(ω, y) = 0

U(ω, 0) = F (ω)

U(ω, y) = F (ω) e−|ω|y

Py(x) =
2 y

x2 + y2
F(Py)(ω) = e−|ω|y

u(x, y) =
1

π

∫ ∞

−∞

y

(x − t)2 + y2
f(t) dt .

Ecuación del calor en R × (0,∞)
Queremos resolver el problema







∂

∂t
u(x, t) = k

∂2

∂x2
u(x, t) si x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = f(x) si x ∈ R .

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene






∂

∂t
U(ω, t) = −kω2U(ω, t)

U(ω, 0) = F (ω)
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U(ω, t) = F (ω) e−kω2t

Kt(x) =

√

π

kt
e−

x2

4kt F(Kt)(ω) = e−kω2t

u(x, t) =
1√

4πkt

∫ ∞

−∞

e−
(x−y)2

4kt f(y) dy .

Ecuación de ondas en R × R

Queremos resolver el problema


















∂2

∂t2
u(x, t) = c2 ∂2

∂x2
u(x, t) si x ∈ R, t ∈ R

u(x, 0) = f(x) si x ∈ R
∂

∂t
u(x, 0) = g(x) si x ∈ R .

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene


















∂2

∂t2
U(ω, t) = −c2ω2U(ω, t)

U(ω, 0) = F (ω)
∂

∂t
U(ω, 0) = G(ω)

U(ω, t) = F (ω) cos (cωt) + G(ω)
sen (cωt)

cω
.

Si definimos Et(x) como

Et(x) = F−1
( sen (cωt)

cω

)

(x) =
π

c
I[−ct,ct](x) ,

entonces la solución puede escribirse como

u(x, t) =
(

f ∗ ∂Et

∂t

)

(x) + (g ∗ Et)(x) =
∂

∂t
(f ∗ Et)(x) + (g ∗ Et)(x) ,

y por tanto,

u(x, t) =
f(x + c t) + f(x − c t)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct

g(s) ds .

Ecuación de Schrödinger en R × R

Queremos resolver el problema






1

i

∂

∂t
u(x, t) =

∂2

∂x2
u(x, t) si x ∈ R, t ∈ R

u(x, 0) = f(x) si x ∈ R .

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene






∂

∂t
U(ω, t) = −i ω2U(ω, t)

U(ω, 0) = F (ω)

U(ω, t) = F (ω) e−iω2t

St(x) =

√

π

t
e−iπ/4 ei x2

4t F(St)(ω) = e−iω2t

u(x, t) =
e−iπ/4

√
4πt

∫ ∞

−∞

ei
(x−y)2

4t f(y) dy .
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6.2. Transformada de Fourier en R
n

Si f ∈ L1(Rn), se define su transformada de Fourier como

F (ω) = F(f)(ω) =
1

(2π)n

∫

Rn

f(x) eiω·x dx ,

donde ω · x = ω1x1 + · · · + ωnxn y dx = dx1 · · · dxn. Como en el caso de R, la transformada de Fourier
en Rn tiene propiedades muy interesantes (α > 0):

(F1) f(x) = F−1(F )(x) =

∫

Rn

F (ω) e−iω·x dω

(F2) F(af + bg)(ω) = aF(f)(ω) + bF(g)(ω)

(F3) F
(∂f

∂t

)

(ω) =
∂

∂t

(

F(f)(ω)
)

(F4) F
( ∂f

∂xj

)

(ω) = −iωjF(f)(ω)

(F5) F(∆f)(ω) = −|ω|2F(f)(ω)

(F6) F(f ∗ g)(ω) = F(f)(ω)F(g)(ω)

(F7) F(xjf(x))(ω) = −i
∂

∂ωj

(

F(f)(ω)
)

(F8) F(f)(ω) = F(f1)(ω1) · · · F(fn)(ωn) , si f(x) = f1(x1) · · · fn(xn)

(F9) F
((π

α

)n/2

e−|x|2/(4α)
)

(ω) = e−α|ω|2 , F
(

e−α|x|2
)

(ω) =
1

(4πα)n/2
e−|ω|2/(4α)

(F10) F(δ(x − x0))(ω) =
eiω·x0

(2π)n
, F(δ(x))(ω) =

1

(2π)n

(F11) F(f(x − x0))(ω) = eiω·x0F(f)(ω)

(F12) F(eix·x0f(x))(ω) = F(f)(ω + x0)

(F13) F
(

f(αx)
)

(ω) =
1

αn
F

(

f
)

(ω

α

)

(F14) F
((

√

π

α
e−iπ/4

)n

ei|x|2/(4α)
)

(ω) = e−iα|ω|2

(F15) |F(f)(ω)| ≤ 1

(2π)n

∫

Rn

|f(x)| dx , ∀ω ∈ Rn ,

∫

Rn

|F(f)(ω)|2 dω =
1

(2π)n

∫

Rn

|f(x)|2 dx .

6.2.1. Resolución de ecuaciones en derivadas parciales homogéneas

Ecuación del calor en Rn × (0,∞)
Queremos resolver el problema







∂

∂t
u(x, t) = k∆xu(x, t) si x ∈ Rn, t > 0

u(x, 0) = f(x) si x ∈ Rn .
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Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene






∂

∂t
U(ω, t) = −k|ω|2U(ω, t)

U(ω, 0) = F (ω)

U(ω, t) = F (ω) e−k|ω|2t

Kt(x) =
( π

kt

)n/2

e−
|x|2

4kt F(Kt)(ω) = e−k|ω|2t

u(x, t) =
1

(4πkt)n/2

∫

Rn

e−
|x−y|2

4kt f(y) dy .

Ecuación de ondas en R3 × R

Queremos resolver el problema



















∂2

∂t2
u(x, t) = c2∆xu(x, t) si x ∈ Rn, t ∈ R

u(x, 0) = f(x) si x ∈ Rn

∂

∂t
u(x, 0) = g(x) si x ∈ Rn .

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene



















∂2

∂t2
U(ω, t) = −c2|ω|2U(ω, t)

U(ω, 0) = F (ω)
∂

∂t
U(ω, 0) = G(ω)

U(ω, t) = F (ω) cos (c|ω|t) + G(ω)
sen (c|ω|t)

c|ω| .

Si definimos Et(x) como

Et(x) = F−1
( sen (c|ω|t)

c|ω|
)

(x) ,

entonces la solución puede escribirse como

u(x, t) =
(

f ∗ ∂Et

∂t

)

(x) + (g ∗ Et)(x) =
∂

∂t
(f ∗ Et)(x) + (g ∗ Et)(x) .

Para n = 3, se tiene

Et(x) =
2π2

c2t
σct(x) ,

donde σct(x) es la “medida”sobre la esfera de centro 0 y radio ct, σ := σ1, y por tanto,

u(x, t) =
∂

∂t

( t

4π

∫

|y|=1

f (x + c t y) d σ (y)
)

+
t

4π

∫

|y|=1

g (x + c t y) d σ (y) .

Ecuación de Schrödinger en Rn × R

Queremos resolver el problema






1

i

∂

∂t
u(x, t) = ∆xu(x, t) si x ∈ Rn, t ∈ R

u(x, 0) = f(x) si x ∈ Rn .
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Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene






∂

∂t
U(ω, t) = −i |ω|2U(ω, t)

U(ω, 0) = F (ω)

U(ω, t) = F (ω) e−i|ω|2t

St(x) =
(

√

π

t
e−iπ/4

)n

ei
|x|2

4t F(St)(ω) = e−i|ω|2t

u(x, t) =
(e−iπ/4

√
4πt

)n
∫

Rn

ei
|x−y|2

4t f(y) dy .

6.3. Funciones de Green en dominios no acotados

6.3.1. Ecuación de ondas en Rn

Queremos resolver el problema



















∂2

∂t2
u(x, t) = c2∆xu(x, t) + Q(x, t) si x ∈ Rn, t > 0

u(x, 0) = f(x) si x ∈ Rn

∂

∂t
u(x, 0) = g(x) si x ∈ Rn.

La función de Green G(x, t;x0, t0) para este problema es una solución debida a una fuente unidad
concentrada en x = x0 actuando sólo en el tiempo t = t0:







∂2

∂t2
G = c2∆xG + δ(x − x0)δ(t − t0) si x ∈ Rn, t > 0

G(x, t;x0, t0) = 0 para t < t0 .

Se puede aplicar la transformada de Fourier en la variable x, y se obtiene

F(G)(ω, t;x0, t0) =
eiω·x0H(t − t0) sen c|ω|(t − t0)

(2π)nc|ω| .

Por lo tanto,

G(x, t;x0, t0) =
H(t − t0)

(2π)n

∫

Rn

e−iω·(x−x0) sen c|ω|(t − t0)

c|ω| dω .

Si n = 1
(

x ∈ R
)

,

G(x, t;x0, t0) =
H(t − t0)

2c
I[x0−c(t−t0),x0+c(t−t0)](x) ,

donde la función de Heaviside H(t − t0) es igual a 0 si t < t0 y es igual a 1 si t ≥ t0, y la función
indicadora I[a,b](x) es igual a 0 si x /∈ [a, b] y es igual a 1 si x /∈ [a, b]. Por tanto, se obtiene

u(x, t) =
f(x + c t) + f(x − c t)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct

g(x0) dx0 +
1

2c

∫ t

0

∫ x+c(t−t0)

x−c(t−t0)

Q(x0, t0) dx0 dt0 .

Si Q = 0, se obtiene la fórmula de D’Alembert

u(x, t) =
f(x + c t) + f(x − c t)

2
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct

g(x0) dx0 .
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Si n = 3
(

x ∈ R3
)

,

G(x, t;x0, t0) =
H(t − t0)

4πc|x − x0|
δ
(

|x − x0| − c(t − t0)
)

,

y por tanto, si u(x, 0) = ∂
∂tu(x, 0) = 0, y con condiciones de contorno nulas en el infinito,

u(x, t) =
1

4πc

∫ t

0

1

c(t − t0)

∫

{|x0−x|=c(t−t0)}

Q(x0, t0) dS(x0) dt0 .

Si n = 2
(

(x, y) ∈ R2
)

, el método de descenso de Hadamard nos proporciona

G(x, y, t;x0, y0, t0) =
I[0,c(t−t0)](r0)

2πc

1
√

c2(t − t0)2 − r2
0

,

donde r0 =
√

(x − x0)2 + (y − y0)2 y por tanto, si u(x, 0) = ∂
∂tu(x, 0) = 0, y con condiciones de contorno

nulas en el infinito,

u(x, t) =
1

2πc

∫ t

0

∫∫

{r0<c(t−t0)}

Q(x0, t0)
√

c2(t − t0)2 − r2
0

dx0 dy0 dt0 .

6.3.2. Ecuación del calor en Rn

Queremos resolver el problema







∂

∂t
u(x, t) = k∆xu(x, t) + Q(x, t) si x ∈ Rn, t > 0

u(x, 0) = f(x) si x ∈ Rn,

y con condiciones de contorno nulas en el infinito (ĺım|x|→∞ u(x, t) = 0).
Definimos la función de Green G(x, t;x0, t0) para este problema como una solución debida a una

fuente unidad concentrada en x = x0 actuando sólo en el tiempo t = t0:







∂

∂t
G = k∆xG + δ(x − x0)δ(t − t0) si x ∈ Rn, t > 0

G(x, t;x0, t0) = 0 para t < t0

y con condiciones de contorno nulas en el infinito.
Se puede aplicar la transformada de Fourier en la variable x, y se obtiene

G(x, t;x0, t0) =
H(t − t0)

(4πk(t − t0))n/2
e
−

|x−x0|2

4k(t−t0) .

Por lo tanto, si u(x, t) es la solución del problema original con condiciones de contorno nulas en el infinito,
entonces

u(x, t) =

∫ t

0

∫

Rn

1

(4πk(t − t0))n/2
e
−

|x−x0|2

4k(t−t0) Q(x0, t0) dx0 dt0

+

∫

Rn

1

(4πkt)n/2
e−

|x−x0|2

4kt f(x0) dx0 .
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6.3.3. Ecuaciones de Laplace y Poisson en Rn

La función de Green en Rn para las ecuaciones de Laplace y Poisson es la solución de

∆G(x;x0) = δ(x − x0) si x ∈ Rn.

En Rn, por simetŕıa, la función de Green debe ser radial con respecto a x0. Por tanto, vamos a buscar
las funciones armónicas en Rn que sólo dependen del radio. Si n = 2,

G(x, x0) = G(r) , si r = |x − x0| , r 6= 0 ,

1

r

d

dr

(

r
dG

dr

)

= 0 , G(r) = c1 log r + c2 , r 6= 0 .

Si n = 3,
G(x, x0) = G(ρ) , si ρ = |x − x0| , ρ 6= 0 ,

1

ρ2

d

dρ

(

ρ2 dG

dρ

)

= 0 , G(ρ) =
c3

ρ
+ c4 , ρ 6= 0 .

Eligiendo apropiadamente las constantes para que se satisfaga ∆G(x, x0) = δ(x−x0), se obtiene respec-
tivamente, para n = 2 y n = 3,

G(x, x0) =
1

2π
log |x − x0| , G(x, x0) =

−1

4π|x − x0|
.

Por tanto, una solución de la ecuación de Poisson

∆u(x) = f(x)

puede escribirse respectivamente, para n = 2 y n = 3, como

u(x) =
1

2π

∫

R2

f(x) log |x − x0| dx0 , u(x) =
−1

4π

∫

R3

f(x)

|x − x0|
dx0 .

6.3.4. Ecuaciones de Laplace y Poisson en el semiplano

La función de Green para el semiplano superior, con valor cero en la frontera, es la solución de
{

∆G(x, y;x0, y0) = δ(x − x0)δ(y − y0) si x ∈ R , y > 0 ,

G(x, 0;x0, y0) = 0 si x ∈ R , y = 0 .

Se tiene que

G(x, y;x0, y0) =
1

4π
log

(x − x0)
2 + (y − y0)

2

(x − x0)2 + (y + y0)2
.

Por lo tanto, la solución del problema
{

∆u(x, y) = f(x, y) si x ∈ R , y > 0 ,

u(x, 0) = h(x) si x ∈ R , y = 0 ,

puede escribirse como

u(x, y) =
1

4π

∫ ∞

−∞

∫ ∞

0

f(x0, y0) log
(x − x0)

2 + (y − y0)
2

(x − x0)2 + (y + y0)2
dy0 dx0

+
1

π

∫ ∞

0

h(x0)
y

(x − x0)2 + y2
dx0 .
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