APUNTES DE AMPLIACION DE MATEMATICAS II
PARA INGENIEROS DE TELECOMUNICACIONES

Elaborados por Arturo de Pablo, Domingo Pestana y José Manuel Rodriguez

6. Funcion de Green II. Dominios no acotados

6.1. Transformada de Fourier en R
6.1.1. Convolucién
Dadas dos funciones f,g: R — R, se define (si tiene sentido) su convolucién f * g como

1

(27-[-)71 R"

La convolucién es una operacion conmutativa y asociativa, y ademas es una aplicacién lineal como funcién
de cada una de las variables f y g:

(frg)(x)=

flx—y) g(y) dy.

fxg=gx*f
frgxh=(fxg)xh=fx(gx%h)
(arf1 + azfa) x g = a1(f1 * g) + az(f2 * 9), aj,az € R.
6.1.2. Transformada de Fourier en R

Si f € L'(R), se define su transformada de Fourier como

Flw)=F(f)lw) = %/jO f(z) e da.

Si no existe esta integral, F'(w) puede definirse como el valor principal de dicha integral. La transformada
de Fourier tiene propiedades muy interesantes (« > 0):

(F) J@) = F ) = [ Feera

(F2) Flaf +bg)(w) = aF (7)) +bF(g)(0)
#3) F()w) = 2 (F W)
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(F10)  F(f(z = z0))(w) = “ " F(f)(w)
(F11)  F(e™™ f(2))(w)

(F12) F(f(az))(w) = éf(f)(g)

(F13) ]-'( ge*im eiw2/<4a>)(w) _ i
2 —ajw —alx
T R e
n . 1, " <
(F15) FNw) = Semojw’ si f(2) = Ii—a,a (@) = {0, :i ﬁ: >z

(F16) (1)) <5 [ If@lds,  veeR,

oo 1 oo

| 1Foerde =5 [ i)t

—o0 T J 0o

6.1.3. Resolucién de ecuaciones en derivadas parciales homogéneas

Ecuacién de Laplace en el semiplano R x (0, 00)
Siz € R, y > 0, queremos resolver el problema

0? 02
@u(as,y) + a—yQU(x,y) =0 en R x (0,00)
u(z,0) = f(x) en R,

siendo w una funcién acotada en R x (0,00). Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable z,
se obtiene

82
{_sz(way) + TyQU(way) =0

Ecuacién del calor en R x (0, 00)
Queremos resolver el problema

ot

13 0? .
—u(z,t) = k@u(x,t) sizeR,t>0
u(z,0) = f(z) sizeR.

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable z, se obtiene

{8U(w,t) = —kw?U(w,t)
U(w,0) = F(w)
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Ecuacion de ondas en R x R
Queremos resolver el problema

2 62
@u(x,t) = CQ@U(Jf,t) sizeR,teR
u(z,0) = f(x) siz €R
0
au(m,O) = g(x) sizeR.
Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable z, se obtiene
0? 2,2
@U(w,t) = —c*w?U(w,t)
Uw,0) = F(w)
0
EU(M’O) = G(w)

U(w,t) = F(w) cos (cwt) + G(w) W .
Si definimos E¢(x) como

sen (cwt)

Ei(w) = 77( @) = T I e@),

cWw

entonces la soluciéon puede escribirse como

u(e,t) = (£ 22Y (@) + (g B)@) = 5o(7 = B)@) + (9= B)a),
y por tanto, ot
u(z,t) = f(a:—&-ct)—;—f(a:—ct) + %/ g(s) ds

r—ct
Ecuacion de Schrédinger en R x R
Queremos resolver el problema

i Ot 0x?

2
1 gu(:mt) = iu(x,t) sizeR,teR
u(z,0) = f(x) sizeR.

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable z, se obtiene

0 .
{&U(w,t) = —iw?U(w,t)
U(w,0) = F(w)

Uw,t) = Fw)e ™’

—im/4 00
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6.2. Transformada de Fourier en R”

Si f € L'(R"), se define su transformada de Fourier como

Fw) = FOW) = o [ S dr,

donde w-x =wir; + -+ wnty, y dr = dxy -+ - dx,. Como en el caso de R, la transformada de Fourier
en R tiene propiedades muy interesantes (o > 0):

(F1) f(z)=F '(F)(z) = /R Fw) e ™ duw
(F2) Flaf +bg)(w) = aF(f)(w) +bF(g)(w)

#3) F( ) = LFpw)

(P F(GE)w) = —iw 7))

(F5) FAfw) = —WF(HE)

(F6) F(f*9)) = FINWF(g)(w)

(FT) Flayf@)) =~ (F)

(F8) FNW) = FE@) - FUh)@), s f@) = filer) - falea)
TN —lol?/(40) ) () — p—cilwl? e—alz®y () = L —lel?/(4a)

#9) F(() )@) Fe ) = G

eiwTo 1

(F10) Fba—2)e) = G FO@W) = G

(F11) F(f@—z0)w) = == F(f)(w)

(F12) F(e= f(a))(w) = F(New+ o)

(F13) f(f(ax))(w) = in (f)(g)

(6%
(F14) f((\/ze—im)"ei|w|2/<4a>)(w) _ —ialwl?

1 n
(F15) 1P < gz [ @ldz, veeR™,

2, 1 212 de
FDEP s = g [ 1f@)P e,

R”

6.2.1. Resoluciéon de ecuaciones en derivadas parciales homogéneas

Ecuacién del calor en R" x (0, 00)
Queremos resolver el problema

ot

gu(x,t) = kAzu(x,t) sizeR", t>0
u(z,0) = f(x) siz e R™.
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Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene

1 le—y|?
t) = __ T dy .
u(l’, ) (47Tkt)n/2 /n € f(y) y
Ecuacién de ondas en R? x R
Queremos resolver el problema

2

@u(aj, t) = 2Azu(z,t) sizeR", teR
u(z,0) = f(z) siz e R”
&U(I,O) = g(z) siz e R™.

Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene

9 — _2),2
wU(w,t) = —*|w|*U(w,t)

Uw,t) = Fw) cos (cw]t) + G(w) W .
Si definimos F:(z) como

_q /sen (clwlt)
s
t('r) c|w| (I)
entonces la soluciéon puede escribirse como
oF 0
u(@,t) = (fx50)@) + (g B)(@) = 5(Fx B)(@) + (9% E)(x).
Para n = 3, se tiene
272
Et(.’f) = Egct($)7
donde o.¢(x) es la “medida”sobre la esfera de centro 0 y radio ¢t, o := 01, y por tanto,

w(z,t) = ;(;/lyl_lf(ercty) do(y)) + ;/y_lg(ercty) do (y).

Ecuacion de Schrédinger en R” x R
Queremos resolver el problema

19 . n
gau(az,lf) = Agu(x,t) sizeR", teR

u(z,0) = f(x) siz e R".
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Si aplicamos la transformada de Fourier en la variable x, se obtiene

0 —U(w,t) = —i |w|?U(w,t)

Uw,0) = Fw)

Ulw,t) = F(w)e el
st = (7 )" F(Si)(w) = el

=) [ i

6.3. Funciones de Green en dominios no acotados
6.3.1. Ecuaciéon de ondas en R"

Queremos resolver el problema

2
u(z,t) = AAu(z,t) + Q(x,t) siz e R", t>0

o2
u(z,0) = f(x) sizeR”
%u(m 0) = g(x) siz e R™

La funcién de Green G(z,t;xo,t0) para este problema es una solucién debida a una fuente unidad
concentrada en x = xg actuando sélo en el tiempo ¢t = t(:

WG—CQA G+ 0(z — x0)d(t — o) sizeR", t>0
G(z,t;z,t0) = 0 para t < tg.

Se puede aplicar la transformada de Fourier en la variable x, y se obtiene

e o [ (t — tg) sen c|w|(t — to)
(2m)" clw] '

F(G)(w,t;20,t0) =

Por lo tanto,

H(t —tg) e~ (@=20) gen c|w](t — to)
G(z,t;zo,t0) = (o) / ol dw
Sin=1 (z €R), - |
t—to
G(x, t;x0,t0) = o T —clt—to),zo+c(t—to)] (T) 5

donde la funcién de Heaviside H(t — tp) es igual a 0 si ¢t < tp y es igual a 1 si t > tp, y la funcién
indicadora Ij, ) () es igual a 0 si z ¢ [a,b] y es igual a 1 si ¢ [a,b]. Por tanto, se obtiene

z+ct)+ f(x—ct I z+e(t—to)
U(.Z’,t) = f( ) B f( ) + 26/ (Io) dxg + */ / Q(.To,to) dxg dtg .
ct t t()

Si @Q = 0, se obtiene la férmula de D’Alembert

flx+ct)+ f(z —ct) 1 fetet
2 + %/z

u(x,t) =

9(330) dxq .

—ct
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Sin=23 (zeR?),
H(t—-t
G(z,t;xovto) = 47T(2($—.0’L‘2)|5(|xx00(tt0))’

y por tanto, si u(z,0) = %u(w, 0) =0, y con condiciones de contorno nulas en el infinito,

1 /1

)= — [ ——
u(, ) dme Jy c(t —to)

/ Q(xo,to) dS(xo) dto -
{lzo—z|=c(t—to)}

Sin=2 ((x, y) € R2), el método de descenso de Hadamard nos proporciona

) = Tj0,c(t—t0) (T0) 1
27e At —t)2—r2’

G(.’E, y,t;x()vyOatO

donde ro = \/(z — 20)2 + (y — yo)? y por tanto, si u(z,0) = Zu(z,0) = 0, y con condiciones de contorno
nulas en el infinito,

1 t .
u(z,t) = 7/ // Q(zo,t0) dao dyo dto .
2me Jo JJgro<et—to)y /2t —to)2 — 13

6.3.2. Ecuacién del calor en R"

Queremos resolver el problema

%u(m,t) = kAyu(z,t) + Q(z,t) siz e R", t>0
u(z,0) = f(x) siz € R™,

y con condiciones de contorno nulas en el infinito (1fm,— o u(z,t) = 0).
Definimos la funcién de Green G(z,t;xo,to) para este problema como una solucién debida a una
fuente unidad concentrada en x = xy actuando sélo en el tiempo t = tg:

%G = kALG + d(z — x0)d(t — o) sizeR", t>0

G(x,t;20,t0) = 0 para t < tg

y con condiciones de contorno nulas en el infinito.
Se puede aplicar la transformada de Fourier en la variable x, y se obtiene

H(t—to) W;ﬁoﬁ

G t: th)) = ——————— 2 o7 4k(t—tg) ,
(J?, y X0, 0) (47Tk(t—t0))n/2 e 0

Por lo tanto, si u(z,t) es la solucién del problema original con condiciones de contorno nulas en el infinito,

entonces
1 |z—=zq|?

t
£ = e Wty to) dag dt
u(z,t) /0 /n (47rk(t—t0))"/2e 0 Q(wo,t0) dxo dio
1

2
_ lz—=ql

+/Rn e ekt~ f(xg)dwo .
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6.3.3. Ecuaciones de Laplace y Poisson en R"
La funcién de Green en R"™ para las ecuaciones de Laplace y Poisson es la solucién de
AG(z;x0) = 0(z — ) siz € R™.

En R"™, por simetria, la funcién de Green debe ser radial con respecto a xy. Por tanto, vamos a buscar
las funciones armonicas en R™ que sélo dependen del radio. Si n = 2,

G(z,z9) = G(r), sir=|z—u1x|, r#0,
1d d
7( G):()7 G(r)=cilogr+c, r#0.

rdr r%
Sin =23,
G(l‘,l‘o):G(p)7 SiP:|$—$0‘» ,07'5()’
1 d 2dG - 703
Ed—p(p d—p>70, G(p)—p+04, p#0.

Eligiendo apropiadamente las constantes para que se satisfaga AG(x,xg) = 0(x — x¢), se obtiene respec-
tivamente, paran =2 y n = 3,

—1

1
Glazo) = g logle —wol, - Glawo) = gy

2

Por tanto, una solucion de la ecuacién de Poisson

puede escribirse respectivamente, para n =2 y n = 3, como

ulz) = %/R f(@) logla — x| dzy,  u(z) = %/R |xf£20| dxy .

6.3.4. Ecuaciones de Laplace y Poisson en el semiplano

La funcién de Green para el semiplano superior, con valor cero en la frontera, es la solucién de

AG(z,y;0,y0) = 6(x —20)d(y —yo) siz€R, y>0,
G(z,0;z0,y0) =0 sizreR, y=0.

Se tiene que
1 (z —20)* + (y — %0)*

G . = —1] .
(xayvaayO) A 0g (x7$0)2+(y+y0)2

Por lo tanto, la solucién del problema

Au(z,y) = f(z,y) size€R,y>0,
u(z,0) = h(z) sizeR, y=0,
puede escribirse como

Lo e (z —x0)* + (y — %0)°
u(x,y) :E[w/o f(xo0,y0)log (x—xz)2+(y+y2)2 dyo dzg
+

1 Yy
*A h(.’l?o) (— dl‘o .

v a0)? + g

s
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