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1. Introduccion

1.1. Clasificaciéon de EDP de segundo orden. Dimensién 2

Consideramos la ecuacién diferencial lineal de segundo orden en dimensién 2
L(u)+m(u) = f
donde la parte principal del operador es

0%u 0%u 0%u
Lu)=a— +2b——— 4+ c—=—
(u) Ox? Oz 0y Oy>
los coeficientes son constantes, el término m(u) contiene sélo derivadas de menor orden, y el término
independiente f sélo depende de z e y. Consideramos también el cambio de variables

§ = ar + By, n=yx + oy,

donde ad # B, que pretendemos simplifique el operador. Si u(x,y) = v(§,n), la parte principal del
operador diferencial se transforma en
0%v 0%v 0%v

+2B——+C

L =452 ocon " on?

donde
A = aa® + 2baf3 + 52
B = aay + b(ad + B7) + ¢B6
C = ay? + 208y + c6?

Queremos hacer A = C' = 0. Supongamos entonces a # 0 (si no, tomamos ¢ # 0 en el papel de a).
La ecuacién A = 0 es equivalente a que a/( sea solucién de la ecuacién cuadritica

ar? +2br+c¢=0

Por su parte, C = 0 es equivalente a que /4 sea solucién de la misma ecuacién. Por tanto, si D =
b? — ac > 0, hay dos soluciones 71, r2, de esa ecuacién. Con la eleccién del cambio de variables a/3 = rq,
~/d = ra, el operador reducido serd

0%v

L(v) = 23@

Se dice que L es hiperbdlico, y que L es su forma candnica. Las familias de curvas (rectas) & = cte,
n = cte, se denominan caracteristicas. A la hora de resolver la ecuacién hiperbdlica, no se pueden dar
datos en esas curvas, pues el problema estaria mal propuesto.

Por ejemplo, la ecuacién de ondas

*u  ,0%u
2l
ot? Ox?
se reduce, mediante el cambio
&=z + ct, n=x—ct,



a la ecuacion
0%v _
oo
Si D = 0 sélo hay una solucién, r = —b/a. Tomando 7/§ = r hacemos C' = 0. Pero si elegimos 6 = a,
v=—-b,a=1, =0, tenemos también B = 0, y el operador queda

Z(U) = Q

Se dice que L es parabdlico.

Por ejemplo, la ecuacion
82u+282u +@+87u
Ox? oxot  ot2 0Ot

se reduce, mediante el cambio
6 =7, n=x— t,

a la ecuacion
v 8%
an 9
que es la ecuacién del calor.
Si D < 0 no podemos anular ni A ni C. Pero tomando é = a, v = —b, a =1, # = 0, podemos anular

B. De hecho, tomando § = a/+/|D|, v = —b/+/|D|, podemos igualar los coeficientes A y C. As{ queda

~ 0%v 0w
L(v) = A(aTQ + 87772)

Se dice que L es eliptico. La ecuacién z(v) = 0 es la ecuacién de Laplace.
Los nombres proceden del cardcter de la forma cuadratica definida por la matriz

a b
que representa genéricamente una elipse, una parabola o una hipérbola, dependiendo de si M es definida,
semidefinida o indefinida.
Si los coeficientes a, b, ¢ y d dependen de x e y, el caricter del operador puede depender del punto.

Si el operador es no lineal, y los coeficientes dependen de u, entonces el caricter puede depender incluso
de la solucién.

1.2. Dimension general N > 2
En general, para un operador en dimensiéon d > 1
0%u
L(u) = i
“ ijzzl o Ow;0z;

se dice que es eliptico si la matriz A = (a;;) es definida (supongamos positiva). Una condicién necesaria
y suficiente es que todos sus autovalores sean estrictamente positivos. A partir de este operador podemos



construir ecuaciones de los tres tipos mencionados arriba en dimensiéon N > 2.

Lu)=f eliptica, M = A, N =d

Ou - (0 O -
afL(u)ff parabohca,M(O _A>,Nd+1
0%u 1 0

w—L(u):f hlperbohca,Mz(O _A),N:d—l—l

La matriz M que define la parte principal del operador es definida, semidefinida o indefinida, respecti-
vamente.

El prototipo es, como sabemos, el operador laplaciano, M = A, que se obtiene con la matriz A = I.
Los ejemplos anteriores corresponden entonces a las ecuaciones del potencial, del calor y de ondas,

respectivamente. Cuando la matriz no es la identidad el modelo refleja una falta de homogeneidad del
espacio.

1.3. Férmulas

o Identidad de Green: / uAv = / vAu —|—/ (ua—l_{ — va—l_t,)
Q Q aq \ Of on

e Laplaciano radial y en polares.

7) = 1 9/ 400

N21 o ul@=uln) - =g ()
10/ Ov 1 92%v
N =2, u(z,y) =v(r,0) ~ Au= ;E(TE) S5

e Desarrollo en serie generalizada de Fourier en una base {¢, }°2; de autofunciones en un dominio
N
Qde R7,

Lo, + Ao, =0, re
+CC, T e onN

0 0
L= 7 (pa ) + q = operador de Sturm-Liouville en N =1, o L = A = laplaciano en N > 1.
x x

32

e Caso particular N =1, L = —,
Ox?

o=1, Q:[O,ﬂ'],

flx) = Z an sen(nx), ap = i/oﬂ f(x)sen(nx) dx

n=1
e Cociente de Rayleigh para L en dimensién 1y Q = [a, ]

b

b
+ / (0(¢h)? — 42)

b
/ oro

[psonsoil}
An = 2




e Transformada de Fourier en R: f / f(& exp

e Transformada de Fourier de una gaussiana y una convolucién
F(3) = exp =l w f(§) = (dma) N2 exp~ I /e
Fro) =5 [ Hwate-ndy ~ (£ (€ = ()90
e Férmula de representacién de Green para la ecuacién de Poisson Au = F, Z € Q C RY.
u(®d) = /QF(JE'O)G(f, Zo) dxg

+/an (u(x )gri (7, %0) - G(&, 40)@(170)) dzo

ou
e Formula de representacion para la ecuacion del calor T kAu=F, Zc€QcRM, t>0.

t
:/ /F(fo,to)G(f,t,fo,to)dxodto
L, Ju
—k xo,to (IE t,Zo,to) — G(Z,t, %o, t0) 7= (Cﬂo’to)) dxo dig
69 8

+/ U(fo, O)G(.’E, t7 fo, 0) diE()
Q

) . . d*u S
e Férmula de representacién para la ecuacién de ondas — — 2Au=F, e QcRY, t>0.

8 2
t
:/ /F(fo,t())G(f,t,fo,to)d.’Eodt()
o, o ou
—c? u(Zo, to) 7= (1‘ t, %o, t0) — G(Z,t, T, t0) 5= (xoﬂfo)) dxg dto
asz 3 ony

—/Q( (mo,O)atO (Z,t,Zp,0) — G(Zo, t, xo, )8: (Zo, )) dxo

e Caso particular N =1, Q = R (f6rmula de d’Alambert, con Duhamel)

z+c(t— to)
/ / Ll?(), t()) d:L‘() dto
z—c(t—to)

x+ct au 1
—|—2C B —(x0,0) dzg + = 5 ( (x +ct,0) + u(z — ct, O))

e Funcién de Green de la ecuacién de Poisson en el espacio, G(Z, %) = I'(|& — Zo|):

1

2—10gr si N=2

I(r) = 7r1

- si N=3
4drr

e Funcién de Green (en polares) de la ecuacién de Poisson en el disco de radio R:

1
G(Ta 97 To, 00) = log

( R2(r? + 13 — 2rrg cos(0 — 6p)) )
4m

R* + r2r2 — 2R?rrq cos(0 — o)

4



e Funcién de Green de la ecuacién del calor en el espacio, G(Z,t, Zo,to) = K(|Z — Zo|,t — to):
K(r,s) = (4kms)~ /2 exp " /4ks

e Funcién de Green de la ecuacién de ondas en el espacio G(&,t, g, to) = D(|Z — Zo|,t — to):

1 .
%X{v-gcs} si N=1
1 .
Do)=Y ey Xesen # V=2
1
471_0285(7” —cs) si N =3.



