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APUNTES DE AMPLIACION DE MATEMATICAS II
PARA INGENIEROS DE TELECOMUNICACIONES

Elaborados por Arturo de Pablo, Domingo Pestana y José Manuel Rodriguez

Problemas de autovalores de Sturm-Liouville

Introduccién

Un problema de autovalores de Sturm-Liouville regular consiste en una ecuacién diferencial de Sturm-
Liouville,

d dy
. (p(;v)da) +q(z)p + Ao(z)p =0, a<z<b, (3.18)
con condiciones de contorno del tipo
d
Bip(a) + lo=(a) = 0,
flx (3.19)
\
b —() =
Bap() + 1 o0) = 0,

y coeficientes 3; dados. Ademas, los coeficientes p,q y o deben ser continuos, con p > 0y o > 0 en todo
el intervalo [a, b]. Las incégnitas son la funcién solucién u y el pardmetro A, denominados autofuncidén y
autovalor, respectivamente.

Teorem de Sturm-Liouville. Los siguientes resultados son validos para todos los problemas de
Sturm-Liouville regulares.

1.
2.

Todos los autovalores A son reales.

Existe una cantidad infinita de autovalores:

A <A <. .. <A <A1 <...

con un autovalor minimo, y verificando \,, — oo cuando n — oc.

A cada autovalor A, le corresponde una autofuncién, denotada por @, (x) (que es tnica salvo
constantes multiplicativas), que tiene exactamente n — 1 ceros en el intervalo a < z < b.

Las autofunciones ¢, (x) forman un conjunto “completo”, es decir, cualquier funcién suave a trozos
f(x) se puede representar en serie de Fourier generalizada de las autofunciones:

f(z) ~ Zangon(x),

para ciertos coeficientes generalizados de Fourier a,,. Mas atn, esta serie converge al valor medio
[f(z+)+ f(x=)]/2ena <z <.

Las autofunciones correspondientes a autovalores distintos son ortogonales respecto a la funcién
peso o(z), es decir

/bSDn(l‘)st(x)o(:c) dr =0, si)\, #\n.
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6. Cada autovalor estd relacionado con su autofuncién correspondiente mediante el cociente de Rayleigh:

b
podp/dall + / p(de/de)® — q¢?) da

b
/ Yo dr

Algunos de estos resultados pueden ser véalidos también para problemas de autovalores de Sturm-
Liouville que no son regulares, es decir, con condiciones de contorno mas generales, de periodicidad

d d
o de no singularidad. Las condiciones de periodicidad son ¢(a) = ¢(b), p(a)d—gj(a) = p(b)d—w(b); las
x x

A=CR(p) =

condiciones de no singularidad imponen ¢ acotado siempre que la funcién p(x) se anule, de manera que
el producto py se anule en ese punto.

3.2. Ejemplo e ilustracion del teorema de Sturm-Liouville

Podemos ver el significado de estos resultados usando el ejemplo mas sencillo de problema de Sturm-
Liouville regular:

d2
T e =0 (3.20)
(L) = 0.

En este caso la ecuacién diferencial con coeficientes constantes tiene condiciones de contorno nulas en
ambos extremos. Como ya sabemos, los autovalores y sus correspondientes autofunciones son

2
)\n:(%) , on(x) =sen —, n=1,23,...,

lo que da lugar a una serie de Fourier de senos.

Vemos que los autovalores son reales, forman una sucesién con un primer autovalor A\; = (7/L)?, y
que se tiene A, — oo cuando n — oo.

Las autofunciones ¢, (z) = sennmx/L, una para cada autovalor, tienen exactamente (n — 1) ceros
cada una en el intervalo (0, L): la funcién senwa/L no tiene ceros, sen 2wz /L se anula una tnica vez en
(0,L), sen3wx/L tiene dos ceros, etc.

Las autofunciones se pueden utilizar siempre para representar cualquier funcién suave a trozos f(x)

o0
nwT
f(z) ~ nz_:lan sen ——.

Reconocemos en este desarrollo una serie de Fourier de senos.

De hecho estas autofunciones son ortogonales con peso o = 1, como sabemos de las series de Fourier.
Los coeficientes a,, son aqui los coeficientes de Fourier del desarrollo en serie de senos.

Finalmente cada autovalor se relaciona con su autofuncion de la siguiente manera,

L L
/ (dop/dx)?dz  (nm/L)? / (cos(nma/L))? dx
A = CR(pp) = 22 = L = (nm/L)?.

/OL(SD”)2 dx /OL(sen(mm:/L))2 dx
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Demostraremos en lo que sigue parte del teorema; no demostraremos la existencia de la sucesion
de autovalores, excepto en los casos en los que podremos calcularlos de manera explicita, ni tampoco
probaremos la propiedad de los ceros de las autofunciones. Para la demostracion del resto de propiedades
utilizaremos las llamadas identidad de Lagrange y formula de Green.

3.3. Demostracién del teorema de Sturm-Liouville
3.3.1. Identidad de Lagrange.

En la mayoria de las demostraciones que siguen sera fundamental el uso de la férmula conocida como
identidad de Lagrange. Calculemos la expresién uL(v) —vL(u) para dos funciones u y v cualesquiera, no
necesariamente autofunciones. Recordemos que

d du d dv
L(u) = I <de) +qu y L(v)= Ie (Pdm) + qu,

Yy que entonces
d dv d du

ottt (52) oL (p2).

El miembro derecho se puede escribir como una diferencial exacta:

uL(v) — vL(u) = % {p <udx - vdx)] , (3.21)

expresion que se conoce como forma diferencial de la identidad de Lagrange.

3.3.2. Foérmula de Green.

La forma integral de la identidad de Lagrange también se conoce como férmula de Green. Se obtiene
integrando la expresién (3.21),

/ab[uL(v) —vL(u)]ldz =p (uflz - UZZ) (3.22)

a

para funciones u y v regulares.
Sip=1yq=0 (en cuyo caso L = d?/dz?, como el ejemplo anterior), la identidad (3.21) nos dice

que
b
[ (b2 ) gom (e
a dx? dx? -\ dx dv )|
3.3.3. Operadores autoadjuntos.

Como caso importante de la férmula de Green, supongamos que u y v son dos funciones cualesquiera,
pero con la restriccién adicional de que los términos de contorno se anulan,

Lo
p dx dx

b
Entonces, (3.22) se convierte en / [uL(v) — vL(u)] dx = 0.

b

a
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Por ejemplo podemos tomar funciones u y v tales que ambas cumplan las mismas condiciones de
contorno homogéneas (3.19). Pero también condiciones de periodicidad anulan el término frontera. Por
tanto, para estas funciones u y v, tenemos que

b
/ [uL(v) —vL(u)] de = 0. (3.23)

Cuando se cumple (3.23) decimos que el operador L, con sus correspondientes condiciones de contorno,
es autoadjunto.

3.3.4. Ortogonalidad.

Demostraremos ahora la utilidad de la férmula de Green. Comenzaremos probando la importante
relacién de ortogonalidad de los problemas de autovalores de Sturm-Liouville. Para muchos tipos de
condiciones de contorno, las autofunciones correspondientes a autovalores distintos son ortogonales re-
specto al peso o(x). Para probar esta afirmacién, sean A\, y A, los autovalores correspondientes a las
autofunciones @, () y ¢m (z). Usando la notacién de operadores, las ecuaciones diferenciales que cumplen

estas autofunciones son
L(gn) + Apo(x)pn = 0,

L(¢om) + Amo(x)om = 0.

Ademsds, tanto ¢, como y,, cumplen las mismas condiciones de contorno homogéneas. Podemos tomar
b
pues u = @, y v = ¢, en la formula de Green, obteniendo:

b

b don dom
mL n) — nL m = m~—;  — ¥Yn—;
/a [pmL(pn) — onL(pm)] dx p(w ot >

a

Asi tenemos b

b
_ d<pn d‘pm
(Am — An)/a Pnmo dr =1p <§0m pra )

Como u y v son autofunciones, esto implica que

a

b
(Am - )\n)/ PnPmo dz = 0.

Si A, # An, entonces se sigue inmediatamente que

b
/ OnPmo dx = 0. (324)
a
En otras palabras, las autofunciones (¢, y ¢m) que corresponden a autovalores diferentes (A, # \p,)
son ortogonales con peso o(x).

3.3.5. Autovalores reales.

Podemos usar la ortogonalidad de las autofunciones para probar también que los autovalores son
reales. Supongamos que A es un autovalor complejo y ¢(z) la correspondiente autofuncién (que también
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puede ser compleja, ya que la ecuacién diferencial que define la autofuncién serfa compleja en ese caso).
Tenemos pues:
L(p) + Aoy = 0.

Tomando el conjugado complejo en los dos miembros de la ecuacién obtenemos

L(p) + Xop = 0.

Como el coeficiente o es real, se tiene @ = 0. El conjugado de L(p) es exactamente L actuando sobre el
conjugado de ¢, es decir, L(p) = L(®), porque los coeficientes del operador diferencial lineal son también
reales. Por tanto,

L(p) + Ao = 0.

Por otro lado, si ¢ cumple unas ciertas condiciones de contorno con coeficientes reales, entonces @ cumple
las mismas condiciones de contorno. La ecuacién anterior y las condiciones de contorno muestran que
@ verifica el problema de autovalores de Sturm-Liouville con autovalor X. Hemos probado el siguiente
resultado: si A es un autovalor complejo y su autofuncién correspondiente es ¢, entonces A es también
un autovalor y su autofuncién correspondiente es .

Si A # A, se tendria que ¢ y @ deberfan ser ortogonales, cosa que resulta en una contradiccién, pues
0P = |p|?> > 0. Asi pues A = \, y A es real.

3.3.6. Desarrollo generalizado de Fourier.

Al igual que con las series de Fourier de senos, usamos la condicién de ortogonalidad para calcular
los coeficientes de Fourier generalizados. Escribimos

flz) = Zan@n(x)»

y multiplicamos por ¢,,(x) y o(x). Integrando desde x = a hasta = = b, obtenemos

b o0 b
/ f@pm@)o@) dz=3 " an / on(@)pm(@)o(z) dz,

y como las autofunciones son ortogonales, con respecto al peso o(x), todas las integrales del miembro
derecho se anulan excepto la correspondiente a n igual a m:

/abf(:n)@m(x)a(x) de = am, /ab 02 (2)o(z) da.

La integral de la derecha no es nula porque el peso debe ser positivo (por la definicién de problema de
Sturm-Liouville regular) y ¢,, no puede ser idénticamente nula por ser autofuncién. Podemos, por tanto,
dividir por la integral para calcular el coeficiente de Fourier generalizado a,,:

b
/ F(@)gm(@)o(z) da

a (3.25)

[ e@ota) da

a
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3.3.7. Unicidad de las autofunciones en los casos regular y singular.

Probemos a continuacién que a cada autovalor le corresponde una tnica autofuncién (excepto en el
caso de condiciones de contorno periédicas). Supongamos que hubiera dos autofunciones distintas, @1 y
2, asociadas al mismo autovalor A. Diremos entonces que A es un autovalor “multiple” con multiplicidad
al menos dos. En este caso se verificaran a la vez las dos identidades

L(Qpl) + )‘J(pl = 07
L((pg) —+ )\0@2 = 0.

Como A es el mismo en ambas expresiones, tenemos

w2 L(p1) — p1L(p2) = 0.

Utilizando la forma diferencial de la identidad de Lagrange tenemos
d d(pl d(pg
L — oL = — _ .
p2L(p1) —1llp2) = {p (cpz il b
De la expresion anterior se sigue

d d
P (wlcf; — SDQCf;) = constante. (3~26)

Podemos ahora calcular la constante a partir de las condiciones de contorno: esta constante es nula
si al menos una de las condiciones de contorno es de tipo Sturm-Liouville reqular (o de tipo singular).
Para cualesquiera de estas condiciones de contorno se sigue que

doa _ der
LA C '

d
Esto es equivalente a d—(cpg /1) =0, y de aqui deducimos que para estas condiciones de contorno
x

P2 = CP1-

Esto demuestra que con las condiciones de contorno anteriores, dos autofunciones cualesquiera, @1 y 2,
correspondientes al mismo autovalor, deben ser una un multiplo de la otra.

Cuando las condiciones de contorno son periédicas, no obtenemos que la constante de (3.26) sea
necesariamente cero. Por ejemplo, consideremos el problema de autovalores con condiciones de contorno
periddicas,

d?*p
CP2h = 0
d@(—L) = ﬁ(L), (3:27)
¥ ¥
Y = Zw.
70 D) 7 (L)
Sabemos que el autovalor A = 0 tiene por autofuncién la funcién ¢ = 1. Los otros autovalores,
(nm/L)?, n =1,2,..., tienen asociadas, cada uno, dos autofunciones linealmente independientes, sen(nmz/L)

y cos(nmz/L), lo que, seglin hemos visto, da lugar a una serie de Fourier completa, en senos y cosenos.
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3.3.8. Cociente de Rayleigh

El cociente de Rayleigh se puede obtener a partir de la ecuacién diferencial de Sturm-Liouville,

4
dx

{p(m)?ﬂ +q(x)p + Aa(z)e =0, (3.28)

multiplicando esta igualdad por ¢ e integrando,

b b
/ wi pd—sp +qp?| dx+ )\/ ©*o dr = 0.
o dr \" dx a
b

Como %0 dx > 0, podemos despejar A, e integrando por partes obtenemos la expresién final del
dy b

b d(p 2
_ - - _ 2
pwdmaJr/a p(dm) q@]dl‘

A=CR(p) = : (3.29)

b
/ 2o dx

A menudo, en los problemas fisicos el signo de A es bastante importante. Por ejemplo, en ciertos
problemas de flujo de calor la parte temporal de la solucién separada verifica la ecuacién dh/dt + \h =
0. Asi, A positivo corresponde a un decaimiento exponencial en el tiempo, mientras que A negativo
corresponde a un crecimiento exponencial. Por otro lado, en ciertos problemas de vibracion, la parte
temporal verifica la ecuacién d?h/dt?> = —\h. En ese caso, sélo los valores positivos de A corresponden
a las oscilaciones esperables. Por tanto, en los dos tipos de problemas es normal esperar que A > 0.
Ahora bien, el cociente de Rayleigh prueba directamente que A > 0 si, por ejemplo, se cumplen las dos
condiciones :

cociente de Rayleigh,

3.3.9. Autovalores no negativos.

d‘Pb
a —pp—>»1 >0 b <0.
() dea y ()q

Las condiciones (a) y (b) son razonables fisicamente en el caso de autovalores A no negativos. Por
ejemplo los tipos mds simples de condiciones de contorno homogéneas, ¢ = 0y dy/dx = 0, no contribuyen
a este término de frontera, luego cumplen (a). La condicién dy/dx = he, que aparece por ejemplo en
los casos fisicos de la ley de enfriamiento de Newton o de condiciéon de contorno elastica, contiene una
constante h > 0 en el extremo izquierdo x = a, y por tanto proporcionard una contribucién positiva
en ese punto. Las condiciones de contorno periédicas tampoco contribuyen al término de frontera. Por
tanto, en todos estos casos el término —pp dp/ dx\z > 0.

En cuanto a la condicién (b), por ejemplo, en los problemas de flujo de calor, se tiene ¢ = «,
puesto que Q = au, y la condicion ¢ < 0 corresponde al caso de una reacciéon que absorbe energia
(endotérmica), mientras que para problemas de vibracién, esta misma condicién corresponde a una
fuerza de recuperacion.

3.3.10. Principio de minimizacién.

El cociente de Rayleigh no se puede utilizar para calcular explicitamente el autovalor, porque ¢ es
desconocida, pero puede ser bastante util para estimar los autovalores. Para ello usamos el siguiente

23



principio de minimizacion: el valor minimo del cociente de Rayleigh evaluado sobre todas las funciones
continuas que cumplen las condiciones de contorno es igual al primer autovalor, esto es:

A1 = min CR(u). (3.30)
u
El minimo se calcula sobre todas las funciones continuas que cumplen las condiciones de contorno y se

alcanza solamente para u = p1(x), la autofuncién correspondiente al autovalor minimo. En problemas
como el del calor, el autovalor minimo es de gran importancia.
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