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4. Problemas no homogéneos

4.1. Problemas de Sturm-Liouville no homogéneos: Alternativa de Fredholm

Sea el problema
L(u) = f(x) (4.31)
donde L es un operador diferencial de tipo Sturm-Liouville sujeto a condiciones de contorno homogéneas
que hagan que L sea autoadjunto. Para resolver el problema por el método de desarrollo en autofunciones
introducimos un problema de autovalores “asociado”

L(p)+Aop =0 (4.32)

donde el peso o se elige de modo que la solucién de (4.32) sea conocida. Buscamos ahora una solucién de
(4.31) desarrollando la solucién buscada en serie de Fourier generalizada de autofunciones del problema
(4.32):

u(z) = Z A, Pr ().

Puede probarse usando la férmula de Green que se puede diferenciar esta serie término a término,
obteniendo que:

f(z) =L(u) = Z an L(pn)(z) = — Z anAn0(2)n () .

Como las autofunciones ¢, son ortogonales respecto del peso o tenemos que debe ser

b
/ £(2) u(a) da
a (4.33)

*an/\n =

/ (on(2))?0(z) da

a

Concluimos, por tanto, que si todos los autovalores son no nulos, entonces la solucién de (4.31) es tnica:

b
/ f(2) () da
2

> 1
’U,(J’J):Zan(pn(ﬂﬁ), Ap = — .
= @t s

Ahora bien, si A\, = 0 para algin ng, puede ocurrir que no haya soluciones de (4.31), ya que (4.33) seria
imposible si

b
Aoy =0y /f(w)wno(f@dw#o-

Pero también puede ocurrir, si A,, = 0 para algin ng, que (4.31) tenga infinitas soluciones si:
b
=0 ¥ [ @) ds =0,
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puesto que, en este caso, el coeficiente a,, estaria indeterminado.
Esta dicotomia se conoce como la Alternativa de Fredholm: se cumple uno de los dos siguientes hechos:

= 1. Siu = 0 es la tinica solucién del problema homogéneo L(u) = 0 (es decir, si A = 0 no es autovalor
de (4.32)), entonces el problema no homogéneo (4.31) tiene solucién unica.

= 2. Si existen soluciones homogéneas no triviales (es decir, si A = 0 es autovalor de (4.32)), en-
tonces el problema no homogéneo (4.31) puede no tener solucién o puede tener infinitas soluciones
dependiendo de que sea

b
/f<x>soh¢o,

para alguna solucién no trivial ¢, de la ecuacién L(p) =0, 6

b
[ r@en =0
para toda solucién no trivial ¢ de la ecuacién L(p) = 0.

4.2. Problemas de EDP’s no homogéneos: el método de desarrollo en auto-
funciones.
En esta secciéon vamos a ver cémo resolver problemas de EDP’s que tienen condiciones de contorno

no homogéneas. Para resolverlo usamos el método de desarrollo en autofunciones. A modo de ejemplo,
consideremos el siguiente problema para la ecuacién del calor en un intervalo:

ou 6211,

o @t =k o (@t) +Q,1),
u(0,t) = A(t), u(L,t) = B(t)
u(z,0) = f(x).

Consideramos el problema homogéneo asociado,

d?p,
A2 (z) + Antpn(z) =0,

©n(0) =0, ¢n(L) =0,

cuyas autofunciones y autovalores son ¢,(z) = sennmx/L, y A\, = (nn/L)?. Podemos desarrollar
cualquier funcién suave a trozos en términos de estas autofunciones. Por tanto,

u(x,t) ~ > by(t)pn(x).

Para derivar respecto de ¢, podemos derivar la serie término a término:

ou — db,,

Consideremos ahora dos casos:
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Caso 1: Si el problema inicial es homogéneo, es decir, si A(t) = B(t) = 0 para todo ¢, entonces como
la solucién buscada u(x,t) verifica las mismas condiciones homogéneas que las autofunciones ¢, (x), se
puede derivar la serie término a término respecto de x:

Sustituyendo en la ecuacion obtenemos

(d:;t (t) + Ankby, ()) on() ~ Qz,1).

n=1

lo que significa que la serie del lado izquierdo debe ser la serie de Fourier de Q(z,t). Por tanto, si

Qz,t) ~ Y ault)en(z),

tenemos usando la ortogonalidad de las autofunciones, que

DL (1) 4 Akibo(t) /QM% /th%)

dt /O gon(

Esta ecuaciéon es una EDO lineal no homogénea de primer orden. Para resolverla usamos la condicién
inicial que se obtiene de la condicién inicial de la EDP:

f(z) = u(x,0) Zb

por lo que, nuevamente por la ortogonalidad de las autofunciones,

/ /Of @:n / F(2) on( (4.35)

La solucién de este problema de valor inicial, es:

t
bn(t) = a,(0) e~ Akt e*)\nkt/ an(7) eAnkt g
0

Caso 2: Si el problema inicial no es homogéneo, entonces no podemos derivar la serie de u(z,t) con
respecto a 2 término a término, pero a partir de (4.34) tenemos

> 9%u
KO 1)+ Q).

n=1
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con lo que, usando la ortogonalidad de las autofunciones,

by _ /0 <kg: M t)) AP

dt L
/ @ dx
0

donde ¢, (t) son los coeficientes de Fourier de Q(z,t)

82
/0 Fp2 On (z)dx

L
/ 90% dzx
0

(4.36)

/Q/x;n@; /ta% o
0

Para evaluar la integral que aparece en (4.36) usamos la férmula de Green para el operador de Sturm-

Liouville L = d?/dx?:
L
[F(oe ) g (200
0 Ox? Ox? “\"az "oz .

Poniendo en esta férmula v = la solucién de nuestro problema, y v = ¢,,, se obtiene que:

L 9%y L nw N
| on g do == [ upndo = T BOC1 - A0

Ademads como los by, (t) son los coeficientes de Fourier generalizados de u(z,t), debido a la ortogonalidad
de las autofunciones, tenemos que
L
/ upp, dz
0

- .
/ 2 dx
0
Por tanto, la ecuacién (4.36) se reduce a

B by = gu(t) + T RNAE = CUBO) _ ) 2k

dt L
[ e
0

Esta ecuacién es nuevamente una EDO lineal no homogénea de primer orden. Para resolverla usamos
como en el caso anterior los valores iniciales (4.35). Esta ecuacién es bastante similar a la que se obtuvo
en el caso anterior, ya que s6lo ha cambiado el término no homogéneo. La solucion, es por tanto,

bn (t) =

ba(t) = ap(0) e 4 e /0 (anlr) + 2’2’;” [A(r) = (1) B(r)]) > dr

4.2.1. Otro ejemplo: Vibraciones forzadas de una membrana

A modo de ejemplo, dado Q2 C R? abierto, consideremos el problema

0%u 9

Bz (1) = Chu+t Q(z,y,1), (z,y) € At >0,

u(z,y,t) =0 (z,y) € 0Q,t >0,
ou

u(z,,0) = a(z,y), 5. (z,9,0) = plz,y), (z,y) €Q,
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donde Q(z,y,t) representa una fuerza externa y a(x,y), 8(z,y) la posicién y velocidad inicial de una
membrana cuya forma viene descrita por la funcién u(zx,y,t).
El problema de autovalores asociado es

{ EAp+Ap =0, (r,y) € Q,
e(z,y) =0 (z,y) € 09,

Las autofunciones de este problema forman un conjunto completo y son ortogonales con peso 1. Usando
los cocientes de Rayleigh se prueba que A > 0. Sin embargo, las autofunciones especificas del problema
dependen de la forma geométrica de la region 2. Sélo podemos escribirlas explicitamente cuando €2 tiene
una geometria simple. Designemos a las autofunciones del problema homogéneo asociado por ¢, (z,y).
Cualquier funcién suave a trozos, puede desarrollarse en serie de las autofunciones. Por tanto,

u(@,y,1) Zan ) n(,y).

Resolveremos el problema encontrando los coeficientes a,(t) que verificardn una EDO lineal no ho-
mogénea de segundo orden. Para encontrarla, podemos proceder de dos modos. O bien diferenciamos
término a término la serie o bien hacemos uso de la férmula de Green para el operador de Laplace.
Aqui, puesto que tanto v como las autofunciones ¢,, verifican condiciones de contorno homogéneas en la
frontera de €2, podemos diferenciar la serie:

0%y d?a,,
o2 (aj t) Z di2 (t) Lpn T y ZC )\n@n z y

Desarrollando también Q(z,y,t) en serie de autofunciones

/ Qon dz dy
Q(z,y,t an ) (@, y), n(t) = Lo,
//@idwdy

e igualando los coeficientes en la EDP de nuestro problema, obtenemos la EDO para los a,,’s:

d2a,,
dt?

Usando ahora las condiciones iniciales y la ortogonalidad de las autofunciones, tenemos

// xy(pnxy)dzdy
OZ(I’,y) = U(IE, y70) ~ Zn an(())cpn(x,y)

//sondxdy

a dan / ﬂarysonxy)dmdy
Bz, y) = o (2,9,0 Z 7 O en(my) =
//(pndxdy

(t) + 02)\nan(t) = qn(t).

que son las condiciones iniciales para a,(t). La solucién general de esta EDO se obtiene sumando una
solucién general de la ecuaciéon homogénea y una solucién particular de la EDO completa. Esta lti-
ma puede calcularse por el método de variacién de los pardmetros. Como sen cyv/A,t y coscy/A,t son
soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea se prueba que

t VLt —
t) = ¢1 cos e/ Apt + casency/ At + / qn(r)senc—(ﬂdr
0 eV A
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Como
dan

7 (0) = cac/ Ap-

an(0) = ¢y,

tenemos que

_ //a(w,y)SOn(x,y) dx dy / Bz, y)on(x,y) dz dy

C2 = ——=
//cpidxdy ¢ //gondxdy

4.2.2. El fenémeno de la resonancia
Supongamos ahora que la fuerza externa Q(x,y,t) es oscilatoria en el tiempo, es decir por ejemplo,
Q(z,y,1) = Q(z,y) coswt .

Es claro que entonces los coeficientes del desarrollo en autofunciones de Q(z,y,t) son:

/ Q. y)n (. y) dr dy

Gn(t) = Y coswt, Tn =
/ / h, dx dy

Por tanto, en este caso, los coeficientes de la serie de Fourier generalizada de u(z,y, t) verifican:

d2a,,

72 + Apa, = Yn, COS Wt.

Como el lado derecho de esta ecuacién es sencillo, podemos obtener una solucién particular por el método
de los coeficientes indeterminados. Buscamos una solucién de la forma

an(t) = A, coswt.
Sustituyendo en la ecuacién obtenemos que

Tn
An (A — %) =7 = Ap = 51—,
e\, —w
pero este cociente solamente es valido si w? # c?\, para todo n. Esto significa que si la frecuencia de
forzamiento w es diferente de una frecuencia natural, entonces tenemos la solucién particular

Y, COS WT

an(t) = 3 WL (4.37)

y la soluciéon general es

t
an(t) = CZ’;\COM} + c1 cos e/ Apt + ca sen cy/ Ay t.

Sin embargo, si la frecuencia de forzamiento w coincide con una de las frecuencias naturales cy/ Ay,
entonces tiene lugar el fenémeno conocido como resonancia. Si w? = c¢?),, para algin n, entonces
para aquellos modos ¢, (z,y) tales que w? = ¢\, (4.37) no puede ser la solucién buscada puesto que
el miembro derecho de (4.37) es entonces una solucién homogénea. En este caso es ficil ver que una
solucion particular es

an(t) = ;—Ztsenwt,
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y, por tanto, la solucién general es

an(t) = In tsenwt + ¢1 coswt + co sen wt,
2w
donde w = ¢/, para cualquier modo que resuene. Vemos que en este caso, la solucién no es periédica en
el tiempo ya que la amplitud de las oscilaciones crece proporcionalmente a ¢. Por tanto si hay resonancia,
los modos resonantes, es decir, los correspondientes a la frecuencia de forzamiento crecen en el tiempo
y no estan acotados. En cambio, los otros modos de oscilacién permanecen acotados y, después de
un cierto tiempo, los modos resonantes dominaran. Por tanto, la estructura espacial de la solucién se
deberd principalmente a las autofunciones de los modos resonantes.

31



