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MODELO DEL MATERIAL

Mientras no digamos los contrario, supondremos que el
material del que esta realizada la estructura muestra un

comportamiento elastico-lineal hasta rotura

MODELO DE DEFORMACION

Mientras no digamos los contrario, supondremos que

consideramos la hipotesis de pequenas deformaciones



PRINCIPIO DE SUPERPOSICION
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ENERGIA INTERNA, ELASTICA O DE DEFORMACION

Supongamos que las cargas aplicadas al soélido crecen,
progresivamente, desde cero hasta su valor final de una
manera continua. En ese caso, el trabajo W realizado
por todas las cargas gque actuan sobre el solido quedaria
almacenado como energia elastica de deformacion U en
el solido y, por tanto:

U=W



Trabajo externo y energia de deformacion

La mayoria de los métodos energéticos en el calculo de estructuras se basan en el
Principio de la conservacion de la energia, que establece que el trabajo realizado
por las fuerzas exteriores que acttan sobre un sistema estructural, W, coincide con la

energia de deformacion que almacena dicho sistema, U..
We = Ui

* Trabajo de una fuerza exterior

F dW, = Fdx
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F=—+-X

T . [ 8 W, = [ Fdx

L l Energia ’

v | interna Cuando la fuerza F se incrementa desde cero

l /Ui hasta un valor final F = P, la elongacion de la
v X

i Barra resulta ser A:
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El trabajo realizado por las cargas exteriores aplicadas a un solido es la
mitad de la suma del producto de dichas cargas por los desplazamientos
de sus puntos de aplicacion (en las direccion de las mismas, por supuesto).

N | =
'M:’
_T
o

Si entre las cargas aplicadas existiera algin momento,

bastaria con tener en cuenta que:

- donde se dijera fuerza se deberia decir momento

- donde se dijera desplazamiento se deberia decir giro

- donde se expresara trabajo (W=Fd, en el caso de fuerzas)
se deberia escribir W=M4@.



EJEMPLOS:

AN

W=1/2 P.d

AT

W=1/2 M.0

AN\




_

W=U = JFld, +|F.Jd

iLas reacciones en el empotramiento (fuerzas y momento) no producen
Trabajo, pues la seccion sobre la que actuan no sufre movimientos!



DEFORMACION DE UNA REBANADA POR
ESFUERZO AXIL




¢, Qué energia elastica almacena una rebanada sometida a esfuerzo axil?
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)/X
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ds “ds du,
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 =———ds
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LA HIPOTESIS DE NAVIER (FLEXION)

Una cara de cualquier rebanada, que era plana antes de
deformarse la pieza, sigue permaneciendo plana una vez
gue la pieza se ha deformado.



DEFORMACION DE UNA REBANADA POR
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¢ Qué energia elastica almacena una rebanada sometida a momento flector?
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DEFORMACION DE UNA REBANADA POR
ESFUERZO CORTANTE

" E
G =
> 21+ v)
Tm = %y

<+
ds

El area a cortante (2. depende de la geometria de la seccion y, en general, se
puede escribir como: 2.=¢Jk. Para el caso de una seccion rectangular k=6/5
(para el caso de una seccidn circular, por ejemplo, k=10/9)

Q
du =vyds=—2-ds
=TT G0

Cc



¢, Qué energia elastica almacena una
rebanada sometida a esfuerzo cortante?
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DEFORMACION DE UNA REBANADA POR
MOMENTO TORSOR

(0.

wdz

ds

I\/IZ

do, =wds = ds
GK




¢, Qué energia elastica almacena una
rebanada sometida a momento torsor?

dU==-M,-do, ==—2ds
2 2 GK



En resumen:

AxXil

Flector

Cortante

Torsor

2
dU=2N-du ==
2 2 EA
2
dU=M.dg, == " g5
2 2 El
w=to du =LY g
27 T 260,
M2
dU =M .dg, == gs




¢, Qué energia interna se almacena en una pieza cargada
en la que aparecen todos los tipos de esfuerzos en todas
las secciones de la pieza?

[ N[ 2 2 2( g 2 ]
UZEJ‘B N (5)+M (3)+Qy( )+Mz(3) ik
27  AE El, GQ. GK

La variable “s” del integrando indica que los esfuerzos pueden
variar alo largo de la pieza en funcion del valor de dicha variables



¢,Podriamos calcular ya los desplazamientos en algun
elemento estructural simple que se encuentre cargado?

Supongamos que nos piden los desplazamientos (horizontal y
vertical) del extremo B de la ménsula de la figura sometida a la
cargainclinada que se indica:
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F
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La carga anterior puede descomponerse en sus dos componentes:
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¢, Qué cuantia tienen esos desplazamientos?

Supongamos una viga en ménsula de seccion cuadrada de 20 cm? de hormigoén
(E=20 GPay v=0,2) y de longitud 4 m. Supongamos F=20 kN.

A=0,04 m? 1=1,33.10*% m* 0Q.=A/1,2=0,0333
Desplazamiento segun el eje  Flecha debida a cortante Flecha debida a flexion
de la viga

2 2 2
- 20000 */_4 4 20000 “/_4 4 20000 ‘/_4 . 43

=7,07-10°m v =

- g =20410%m v, —=0,227m
8,33-10°-0,0333

W, = =
5 20.10°-0,04 20-10°-133-10* 3

iLos desplazamientos debidos a flexion son mucho mas grandes que
los debidos a los esfuerzos axil y cortante!
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¢, Como podriamos calcular el giro de la seccion B?
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EL TEOREMA DE CASTIGLIANO
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APLICACION DEL TEOREMA DE
CASTIGLIANO A ESTRUCTURAS
RETICULADAS



Problema de la aplicacién del Teorema de Castigliano:

Este teorema solo proporciona desplazamientos y giros en
aquellas secciones de la pieza en las que actla una fuerza
0 un momento, respectivamente.

Es decir, si en una seccion deseamos determinar el giro que
experimenta no podemos aplicar (como hemos hecho antes)
este teorema.

Para solventar esta dificultad, podemos proceder cOmo se
indica a continuacion:



Obtener el giro en la seccidon B aplicando el Teorema de Castigliano

P

¥

TR

Estado auxiliar (ficticio) de cargas que se propone
(ademas del ya existente): D
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P.L M

¢ 4+ WD )
A JA 3

Z B M

NAANN

(Los momentos flectores los consideraremos positivos si producen
un giro en las rebanadas que induzcan un giro horario en B)

~ oU P L M
0,=—=—-——+

SiM=0 =) 0, =— —



Como vamos a utilizar el teorema de Castigliano a lo largo de este curso
B

2 2 2 2
_1pg N(s) M(s) Q(s) Mi(s) |,
2°'A  AE El GQ. GK

X

)
7
////////A

I N(S)ON(S) . M(s)dM(s) Q(s)dQ(s), 6 M;(s)IM.(s)
El, oP  GQ, 0P GK oP

ON(s) = Variacion del esfuerzo axil por unidad de carga en la direccion y sentido de P

8I\gés) = Variacion del momento flector por unidad de carga en la direccion y sentido de P

ools) Variacion del esfuerzo cortante por unidad de carga en la direccion y sentido de P

—aMaTP( S)_ Variacion del momento torsor por unidad de carga en la direccion y sentido de P



Es practica habitual, en el calculo manual de vigas y estructuras
reticuladas, despreciar los efectos en los movimientos de una pieza
causados por los esfuerzos axil y cortante.

Por otra parte, si la estructura es plana, y las cargas alas que se ve
sometida estan contenidas en el plano de la estructura, no aparecen
momentos torsores en la misma.

Por todo esto, la expresion del Teorema de Castigliano que utilizaremos
serd la que se deriva del ejemplo siguiente:



Veamos como aplicar esto ultimo al problema que acabamos de analizar

P
. L > :‘ L f>M:1
Estado O (estado real) Estado | (estado auxiliar)
P.L M
P
14 14
/1 A /1 A
/ B / B 4
A
/ En el sentido del momento auxiliar unidad
_J‘ N (Z) )+MEI(Z)MI(Z) QG( )Q( ) T( )MTI(Z) dz
PL2
0 “P(L-2)|jdz=—

= 2El



FORMULAS DE NAVIER-BRESSE



FORMULAS DE NAVIER-BRESSE

Giro solido Suma de giros de

rigido las rebanadas Desplazamiento inducido
por los giros de las rebanadas

Desplazamiento Desol : inducid
solido rigido esplazamiento inducido

por los propios de las rebanadas



PIEZA PLANA CON CARGAS EN SU PLANO
\Q B

A \
L,

Esfuerzos y desplazamientos en ejes locales:

Q. =M,=M =0 M,=M , = 0O
u,=6,=6,=0 u, =v u, = w 0. .=06

Giros y desplazamientos en ejes globales: G Momentos
Iros

BM
HB:HA_IAEdS Criterios de signos: & @& (I)










e _
_/ 7 Alargamiento
N por axil
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N BM
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PIEZA RECTA CON CARGAS EN SU PLANO
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Ejemplo: Determinar la flecha en B
Ley de cortantes

P
Pl / tlv
7 A B
4 B E P.I
Ley de flectores
x| L -
;M
1A
W, =W, / B
vo=[ —jBP z)dz
AGQ A
3 z=I
V.= PL _P (|_ z)}
Cortante

@ Q Flexion



Pero, ¢ qué sucede en la practica?

y Vcortante _ PL

Ih A ° GQ,

Vflexi()n _ PL3

-« g ° 3EI

PL 3ElCh3 2

vy e GQ, 3EI 12 h
Vgexién = PL7 = GQCLZ = E | Ch L2 - 0,6 L (1+ V)
SEl 2(1+v) 1,2

Si hacemos, por ejemplo, L/h =50, v=0,2, el cociente
anterior resulta ser 0,000288.

La flecha debida al cortante es despreciable (0,03%)
frente a la de flexion.



e

En Resistencia de Materiales y en Calculo de Estructuras
se suele despreciar la contribucidén a los desplazamientos
y giros debidos a los esfuerzos axil y cortante.

Esto, de ninguna manera, quiere decir que dichos esfuerzos
sean nulos en la pieza.



Pieza recta con cargas en su plano despreciando las
deformaciones inducidas por esfuerzo cortante y esfuerzo axil

M
952 A_IfEle
Vo=V, +0,(z, —2,)+] z—BM(z ~z)dz
B A A\%B A N AElVE
WB=WA—|—%Z

s M
GB= A—jAEIdZ



EJEMPLO:
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Ley de momentos

¢ Flechay giro en B?

ql?/2

M=q.(I-z)%/2
/
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A B

dz=ql

flectores:
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AEI
UV _J.EM (L Z)
2E|

_jq
= 6EI
2 -[9 (L-2)"  _q-L

2El SEl




Otras aplicaciones en problemas isostaticos:

Determinar giros en vigas apoyadas

Sentidos positivos:

D ()

giros Momentos

flectores
6EI sM(2) L_M+T(L_Z)
. 0 =0, — |, 2= —jo = dz=
e MI

0, =- + = ¢, =——ensentidohorario
3El  2El GEl



6, (antihorario) = 8, (antihorario producido por M /1) + & (antihorario producido por M) +
+ 6, (antihorario)

MM M
2EI  El 6El

0, (antihorario) = — = 65 (antihorario) = ?i\/l?ll



APLICACION A PROBLEMAS HIPERESTATICOS
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M
/ BA\
J A Y
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R
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ECUACIONES DE NAVIER-BRESSE PARA UNA PIEZA
RECTA CON CARGAS EN SU PLANO DESPRECIANDO
LA CONTRIBUCION A LOS MOVIMIENTOS DE LOS
ESFUERZOS CORTANTES Y AXILES

¥i

:




TEOREMAS DE MOHR



PRIMER TEOREMA DE MOHR

“ eB=9A+jf%dz HB—QA:K%dZ
+

“El angulo girado por
la directriz entre dos
secciones Ay B de una
pieza prismatica recta
de seccion constante
es igual al area del

Directriz sin
deformar .

Ley de momentos
flectores

---------- _ FSmmmmmmeee- diagrama de momentos
---------- flectores entre ambas
A’ - ._/-Q_A secciones dividido
N por el producto EI”
X
B’ \\\\\ }OB
Directriz deformada N 0g-0 A



EJEMPLO DE APLICACION DEL PRIMER TEOREMA DE MOHR

P
¥h
_ ¢, Giro en B?
n E =
- L -
P.l
/] 69
7 A B
0
1 (PL) 2
2 PL :
0, -8, = = (horario)

El 2El



SEGUNDO TEOREMA DE MOHR

Tvg =Tva-0a(zg —24)- BM(ZB — 7)dz

Directriz sin
deformar

A EI

“La distancia, en direccion
perpendicular a la directriz

sin deformar, entre un punto

B’ de la directriz deformada

a larectatangente ala
directriz deformada en otro (A)
es igual al momento estatico
del area de momentos flectores
entre las secciones Ay B
respecto del eje perpendicular a
la directriz sin deformar que
pasa por el punto B, dividido
por el producto EI”



EJEMPLO DE APLICACION DEL SEGUNDO TEOREMA DE MOHR

AY
q
gJ,J,J”H”HH > . Flechaen B?
/A B Z
L
ql4/2

3/4(L)

1 ) 3
DR

El  8E|




EL DIBUJO DE LA DEFORMADA A ESTIMA

C
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15 kN-m

Ley de flectores
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OTRO EJEMPLO:
237,3 KN.m

7,68 m

¢ >
m’ 28.5 KN.m 5
NG
715kN.m 639 KN.m

294,9 kN.m



Movimientos en barras prismaticas: Teoremas de Mohr (Cont.)
Generalizacion al caso de puntos angulosos en la directriz. Primer teorema
P
C B

4{

A

G

Sentidos positivos (por ejemplo):

B D

Momentos Qiros

flectores
5 A A, A, A
T EDw (B Eeo (B



Ejemplo de aplicacidon: determinar el giro experimentado
por la seccidon A (positivo si horario)

L

PL Al

A :

) C 9 .
B ~N
A2 + o
NE}
| L

o _GPOL (pun PL(Z +h)

y _



Movimientos en barras prismaticas: Teoremas de Mohr (Cont.)

Generalizacion al caso de puntos angulosos en la directriz. Segundo teorema
Caso a): el eje d no corta a la directriz

COSa

M,
d5, = fdo = f —ds
El

SA:jde:jf%ds:%jf M ds




Ejemplo de aplicacion: determinar los desplazamientos en la seccion A

L Gle o
B PL PN Bl

- |
[ A WAG:—QI—') i A y
© H G2 |G2 V
h j———Y
C & 4
. U/
v, =—1|A -dist (G, ,v dist(G ", ,v)|l=—| =PL>-=ZL+PL-h-L|=
A El A 1 )"'Az 2 El{Z 2 + } =
1 : 1 h PLh?
u, =—— -dist (G u :_PLhZ_:
e (©",u) El 2 2El



Movimientos en barras prismaticas: Teoremas de Mohr (Cont.)

Generalizacion al caso de puntos angulosos en la directriz. Segundo teorema
Caso b): el eje 6 corta a la directriz




Sentidos positivos (por ejemplo):

) D

Momentos giros
flectores




Ejemplo de aplicacion: determinar el desplazamiento segun la
direccion 6 de la seccion A

PL ]
o —2 B PL—--—§C “®<’;:® opL
: \@@@ EO
P
] A A )
(-
“w 70T L

3PL°
El

SA:i EPL'L'EL-FPL'ZL'L+£PL°L°EL+1PL'L'EL =
El|2 3 2 3 2 3




TEOREMA DE RECIPROCIDAD DE MAXWELL-BETTI

“En un solido elastico el trabajo realizado por un sistema de cargas | al
aplicar otro sistema de cargas I, es identico al trabajo realizado por el
sistema de cargas Il al aplicar el sistema de cargas I”

Ejemplo

Sobre la ménsula que se observa en la figura pueden actuar, separadamente,
los sistemas de cargas distintos 1y 2 que se recogen en la figura.
Suponiendo constante el producto El, determinar el valor de la flechaen C
correspondiente al sistema 2 de cargas.

P
i M
%A C %A C B
— L/2 —— L/2 — — 2 —+— L/2 —
SISTEMA 1 SISTEMA 2

P .V(s:istema—Z \L: M -Géi“ema'l(horario)

- ML?
— V(s:lstema—Z \L: 8EI

P .V(s:istema—z \L: M - 2EI



ARCOS: PIEZAS DE DIRECTRIZ CURVA

Psen® P cos®

PR cos0
) |

R.cos0




Leyes de esfuerzos
M = PRcos6

7
Esfuerzos cortantes Esfuerzos axiles



Desplazamientos horizontal y vertical de la seccion B (despreciando los
movimientos inducidos por esfuerzos axil y cortante):
M=PRcos 0

y
2 Wy
Ley de momentos
] flectores
Desplazamiento vertical vg
Utilizando Navier-Bresse: Utilizando Castigliano:
debido al giro d6 de una rebanada genérica: ,
M PR?cos” 0 M 1 - 2
V =—dO(RcosO)=——(RcosH)= U= j S= jZ PRcos0) Rd6
( B)de ( ) El ( ) El 0 2E| 2EI 0( )

o 1 -
V, =1 j 2 PR? cos eds—— J:PR:cos?0(Rd0)  V, ¥= = [z PR* cos’ O RdO




Desplazamiento horizontal ug

M=PRcos 0
T
T =
VB
W
: 0/,
D . e

Ley de flectores Estado 0

Utilizando Navier-Bresse:
debido al giro d6 de una rebanada genérica:
(Ug ), =0OR(1-sen0) = % R(1-sen@) =

_ PR%*cosf(1-senb)
El

1 o2
Ug —EL PR“cos0(1-sen6 )ds

Ley de flectores Estado |

Utilizando Castigliano:
_ 1 =
UB :E'[OZ M OM IdS

= éjoz PRcosO R(1— senb )ds



Giro de la seccion B (0;)
M=PRcos 0

M=1
y
; 0",
7 > W — : >
Ley de flectores Estado O Ley de flectores Estado |
Utilizando Navier-Bresse: Utilizando Castigliano:
2 1 o= ong
=—[:M"M" -ds=
I~ = 1 El °
GB:jZde— Mds ——IZ PR cos0ds
0 El

= é J2(PRc0s6)-1-ds



Tratamiento de las cargas téermicas

Deformacion de una rebanada

Alargamiento o acortamiento:

do/2 AT, do/2
A A B B
E
Clet - Fo__l =
C C AT, D D
%/_)
ds

Barras de directriz recta

/1 B 100°C C

1 100°C

EE +FF = qds™ 2 A
Giro:
ads
do =" = (AT, - AT,)




Tratamiento de las cargas térmicas (Cont.)

Barras de directriz curvilinea sometidas a una variacion uniforme de temperatura

A
\ 4

U, = j:( adSAT )cosO = aAT j:cos 0ds = aAT - L

“El movimiento en una direccion definida por un vector,
del extremo de una barra curvilinea en ménsula se
obtiene multiplicando el coeficiente de dilatacion por el
incremento de temperatura y por la proyeccion de la
directriz de la viga en la direccion u”.




APLICACION DEL TEOREMA DE
CASTIGLIANO A ESTRUCTURAS
ARTICULADAS



PROBLEMA PROPUESTO

Determinar, para la estructura articulada de la figura, los desplazamientos horizontal
y vertical que sufre el nudo 3.

NOTA: Considérese que E=200 GPa y A=1.200 mm?

35 kN




ESTADO O



Resolvemos la estructura, obteniéndose los siguientes esfuerzos axiles:




Desplazamiento horizontal del nudo 3

ESTADO |

1 kN

En este estado, solo la barra 2 trabaja, haciéndolo a un exfuerzo axil de traccion
de valor N ,'=1 kN.
Los axiles en el resto de barras es nulo.

L 21.1
AE  200x10°(kN/m?)-1200 x10°(m?)

U, = Z N°N/ -4 =0,00035 m



Desplazamiento vertical del nudo 3

ESTADO Il




Resolvemos la estructura para el caso de carga Il, obteniéndose los siguientes

esfuerzos axiles:

Informacién sobre los elementos
Esfuerz Tensioén
Nudo | Nudo | Longitud | Area o axil axial
Num | . .~ I final Notas
Iniclal Ina N! o
[cm] [cm?] [N] [N/mm?]
1 1 2 565,7 12,00 -606 -0,5 Compresién
2 1 3 400,0 12,00 429 0,4 Traccion
3 2 3 400,0 12,00 1.000 0,8 Traccion
4 2 4 500,0 12,00 -714 -0,6 Compresion
5 3 4 300,0 12,00 429 0,4 Traccion
max 565,7 12,00 1.000 0,8
min 300,0 12,00 -714 -0,6
oS et b L
v, =3 NN, ((=79,196) - (-0,606) - 5,657 + 21-0,429- 4 +

~ T AE T 200x10° (KN/ ) -1200x10°° ()
+84-1.4+(~35)-(~0,714) -5+ 21-0,429-3) = 0,0033146m



Estructura deformada:

Estructura sin deformar y deformada

[m]

-1
-1 -0357 0286 0929 1571 2214 2857 35 4143 4786 5429 6.071 6.714 7.357 8

[m]
©6-© © Estructura deformada

©66 Barras a compresion
©60O Barras a traccion



