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EJEMPLO DE APLICACION DEL TEOREMA T. V.

De la geometria de la Desplazamiento virtual: B —» B~

estructura.
L. =06l L, =08l



Deformaciones
virtuales:




Trabajo virtual W '= Z |f .5: 0

fuerzas exteriores: e

Trabajo virtual desarrollado por las tensiones internas:
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ELEMENTO TRIANGULAR DE TENSION CONSTANTE

ELEMENTO DE TRES NUDOS DE TURNER (1957)



Se consideran en cada nudo dos grados de libertad de traslacion
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F. = fuerzas en los nudos
u; = desplazamientos de los nudos




¢, Qué buscamos para este elemento?

(F}=|k"]{u]

donde: g |
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(R), v,
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e
[K ] = Matriz de rigidez del elemento (6x6)



Hipotesis: los desplazamientos de los puntos del interior
del elemento pueden aproximarse mediante funciones
lineales de las coordenadas del punto que consideremos.

U(X, y)=U=aq +a,X+asy
V(X,Y)=V=ay +agX+agy

uy v = componentes del desplazamiento en un punto genérico del elemento
segun los ejes coordenados

Coeficientes o's = coeficientes a determinar



Logicamente, en los nudos del elemento, dichos desplazamientos deben coincidir
con los desplazamientos nodales que experimentan dichos nudos.

Si las coordenadas de los nudos fueran:

del nudo 1, (x,,y,), del 2, (X,,y,) y del 3, (X5,y;), Se tiene que:

U =a1 +a2X1 +03Y1
Vi =0y ta5X T UgY1
UZ 20[1+0(2X2 -|-0[3y2
Vo =y +A5Xo +0gY?
U3z =1 + 092 X3 +03Y73
V3 =0y +a5X3 +agY3
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ELEMENTO DE TURNER: FUNCIONES DE FORMA

La expresion de los movimientos de un
punto resulta ahora

U=a, +a,X+a,y

1 1 1
=Z—Ejl[a1+b1x+cly]-u1+£[a2 +b,x+c,y|u, +2—a[a3 +bx+¢,y]-u,
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V=a, +a:X+a.y

1 1 1
:Z[a1+b1x+cly]-vl+£[a2 +b,x+¢,y] v, jtg[a3 +h,x+c,y] v,

U J |\ ) (¢ )
Y Y Y
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“Los desplazamientos de un punto cualguiera son una media
ponderada de los movimientos de los extremos”



Es decir:

u=N,(X,y) U+ N,(X,y) u, + N;(X,y) U,

V= Nl(X1 Y)'V1+ Nz(X’ Y)'Vz + Ns(X’ Y)'Vs

N; (X,y) son las denominadas funciones de forma del elemento

Si expresamos lo anterior

matricialmente: u, |
Vl

{u}_{Nl 0 N, 0 N O}u2>

Vv O N, O N, O N;jv,

u3

Vs

La "funcion de forma" i_ésima del elemento es:

1
N; = Ni(x’ Y):g[aﬁ'blx"'clﬂ



Interpretacion geomeétrica de las funciones de forma:




CAMPO DE DEFORMACIONES EN EL ELEMENTO

Deformaciones: ou oN,; oN, ON,
E, =— = u+—=u, +—Uu,
OX OX
ov ON,; ON, ON,
Ey,=—= Vi +—=V, +—V,
oy oy oy
du, v Ny AN N, N,
yxy_ay ox oy . > ox C
Es decir: _ _
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La matriz [B] jjjes constante!!!



o O &
o O o
o O J
(qo]
| N
|
| p— |
m




Campo de tensiones en el interior del elemento
(Hipotesis de tension plana)
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Campo de tensiones en el interior del elemento

(Hipotesis de deformacion plana)
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to}=[Dli¢]
o} =[D]Blu}

{o'} se denomina vector tension en el elemento,
{u}se denomina vector desplazamientos nodales,
[D] es una matriz que depende de las propiedades elasticas del material

Y, finalmente,[B] es una matriz cuyos elementos dependen de las coordenadas

cartesianas de los nudos del elemento.



Aplicacion del P.T.V.

s+ V3 Vector de desplazamientos virtuales
Impuestos al elemento:




Campo de deformaciones virtuales:

e’} =[BJv]

{F}T {u’} = Trabajo delas fuerzas nodales

Fiu)= I{G}T {'} d Vol

Volumen



FiTuy= | (W)™ [8]" [DT )- (B]u})dvol = [{u}" [B]" [O" [B]{u'} d Vo

Volumen Volumen

Como la ecuacion anterior debe verificarse para cualquier
vector de desplazamientos virtuales {u’} impuesto al elemento:

[ \
(FiT={uf"| [ [B]" [D]'[B] dVol

\Volumen Y,




F}' [ _[ B]" [ dVoI]

F)= (e [P [Bvotumen) )
(Fh=[K* [{u}
[ ] [B]" [D][B]Volumen



MATRIZ DE RIGIDEZ DEL ELEMENTO TRIANGULAR

_kll

k-2

ki =dyqf + (133012
kyo = d22012 + d33b12
Kag = dy1b5 + da3C)
Kyq =d5,C5 + dagb)
Kss = dy1b3 + da3c3
Kgs = dppC3 + dgghs
kip =(dyp +dg3 )by
kig = dy1byby +d33ciCy
k4 =d1o01Cy +d33ciby
kis = d110103 +d33C,Cq
kig = d1o0,C3 + 330105

k12
k22

sim

k13 k14 I‘(15
Ky, K, K
k33 k34 k35
K, k
k

Ky = dy,b,C, +dybic,

k24 = dzzclcz + d33b1b2
k25 = dleSCl + dssblcs

kzs = d22C1C3 + d33b1b3
kag = (di, +da3)byC,

Kgs = d130,05 + d33€1C3
Kgg = d120,C3 + d33b3C;
Kgs =d2103C; +d33b,C
Ky = d2CyC3 + d33b3h,
ksg = (dy +d33)bscy

1
aza(a1+a2+a3)

e = espesor del elemento



ENSAMBLAJE

Se establece la relacion entre los nodos de cada elemento y los
nodos de la malla global

Elemento 2

ELEMENTO | Nudo 1 | Nudo 2 | Nudo 3

1 1 2 3

2 2 4 3
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Cada elemento tiene 6 grados de libertad (2 por nudo)



Las condiciones de contorno se incorporan como ya sabemos



EJEMPLO DE APLICACION

AY

Elemento 1 Nudos: 123
Elemento 2 Nudos: 24 3
Elemento 3 Nudos: 345
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ELEMENTO 1

K kb ki
Kz, K3
ks
. p—
Sm.

O O O O O O O

O O O O O O O O

O O O O O O O O O

O O O O O O O O o o

c
|

‘Cc 0o o o <

< C <
N

N




ELEMENTO 2
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MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA

ko ks kg s s 0 0

o, ks K = g 0 0
itk Kotk ket Ktk kg kG
k41f4 + k222 ki5 + k225 klllG + k226 k223 k224

ké5+k'§5+kfl k26+k526+k32 k523+kf3 k524+kf4
Ko +heo oy Koo thos keytk,
Sim K tkas Koyt

2 3
k44 + k44
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Incognitas: 4



Incognitas: 6
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i10 ECUACIONES CON 10 INCOGNITAS!




“CONDICIONES DE USO” DEL ELEMENTO TRIANGULAR DE TURNER

Problemas en los que no haya flexiones

Porgque a los nodos del elemento solo se les ha posibilitado
moverse en su plano

eProblemas en los que la deformacion pueda aceptarse como constante

Porque con las funciones de forma definidas la deformacion
en el elemento es constante

eProblemas en los que la tensidn pueda aceptarse como constante

Porque con las funciones de forma definidas la tension en
el elemento es constante

Ejemplos de problemas en los que puede aplicarse este elemento:
1. Tuberias
2. Tanques cilindricos

3. Tanques esféricos,...



