Tema 2

Calculo Diferencial en una
variable

2.1. Derivadas

La derivada nos proporciona una manera de calcular la tasa de cambio de una funcién

Calculamos la velocidad media como la razén entre la distancia recorrida en un intervalo
de tiempo h y la longitud del intervalo de tiempo.

x(t+ h) —x(t)
Umedia = T»

este valor es la pendiente m de la recta que pasa a través de los puntos (¢,z(t)) y
(t + h,z(t + h)). Si queremos calcular la velocidad en un tiempo ¢ debemos tomar el
limite (t+ 1) (t) p
r(t+h)—x(t
)= lim ——— 7 — (¢
olt) = lim h W
Definicion 2.1.1 Una funcion f se dice derivable en x <=
S )~ f()
h—0 h

existe y es un numero finito.

es la derivada de

Si f es derivable, entonces f'(x) = %f(x) = lim fla+ h}i — /(@)

fen.

Nota. La funcién f’ existe en los puntos del dominio de f tal que el limite existe y es
finito.

Definicién 2.1.2 (Def. alternativa)

Fan) — 1 T@) = F0)

T—zo T — XQ
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Recta tangente

La recta que pasa por (z, f(xg)) con pendiente m = f’(xg) es la recta tangente a f(x)
en xo: y = m(x — o) + f(zo).

Propiedades
L (af+ecg) =caf +cd, c,c2€R
2. (f-9)=Ffg+tg
3 ([)’ _fl9- 14
g g2

Teorema 2.1.3 (Regla de la Cadena) Si g es derivable en x y f lo es en g(z),
entonces la funcion compuesta f o g es derivable en x, y verifica

(fog)(z)=f(g9(x))g (x)
Nota. Con la regla de la cadena podemos demostrar que

1

—1y\/ )= ——
U= 7@y

Podemos utilizar esta identidad para calcular las derivadas (arctanz)’ y (Inz)’.

Derivadas basicas
1. /=0

2. (z") = na"!

1
3. () =€, (logz) = -

1
4. b = 0 = — t / —
(sen x)" = cos, (cosx) senx, (tanx) po—p
5. (arctanz) = ! (arcsenz)’ = !
' T 1+x2 V1 — a2
6. (z)" = cosh, (coshz)’ = senhx

Teorema 2.1.4
f derivable = f continua

Teorema 2.1.5 (Teorema de Rolle) Sea f be derivable en (a,b) y continua en |a, b].
Si f(a) = f(b), entonces existe al menos un nimero ¢ € (a,b) tal que

f'(e)=0.
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Teorema 2.1.6 (Teorema del Valor Medio) Sea f be derivable en (a,b) y continua
en [a,b], entonces existe al menos un nimero ¢ € (a,b) tal que

o, equivalentemente f(b) — f(a) = f'(c)(b—a).

Teorema 2.1.7 (Regla de L’Hépital) Sean f y g funciones derivables en (a,b), ex-
f(z) 0

es la indeterminacion 0’ en-

cepto posiblemente en el punto xg € (a,b). Si lim
v—wo g()
tonces
/
TEPAC TN C)
2 g(@) ~ ook g ()

)

: . f(=)
siempre que lim =
Tr—XT0 g (l’)

exista o sea infinito.

Extensiones
La regla de L’Hoépital se puede aplicar en los casos siguientes:
= Si la indeterminacién es 5: con todos los signos posibles.
= Si el limite es g — £oo

= A los limites laterales

Derivacién implicita

Si la ecuacién viene dada de manera implicita, F'(z,y) = 0, hay que derivarla respecto

d
a r y a partir de ahi obtener d—y
x

Derivadas de orden superior

Podemos hallar la derivada de una derivada:

f
dx?

d? dr
T = @), T )

" dgn

— f//(x)’
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2.2. Extremos

Definicion 2.2.1 Sea f una funcidn definida en un intervalo I:

s f(x;,) es el minimo global (o absoluto) de f en I si f(xy,) < f(z), Ve €1

= f(xpr) es el maximo global (o absoluto) de f en I si f(xzpr) > f(x), YV €1

Nota. Recordemos que si f es continua, en un intervalo cerrado y acotado [a,b], la
funcién siempre alcanza su maximo y minimo global .

Definicion 2.2.2 Sea f una funcion definida en un intervalo I, si tenemos un inter-
valo abierto I conteniendo a xq

s f(x9) es un minimo local de f en I si f(xg) < f(x), Vx € 1
= f(xg) es un maximo local (o relativo) de f en I si f(xg) > f(x), Yx € I1

Definiciéon 2.2.3 Sea f una funcion definida en xg. f tiene un punto critico en xg
5t

f'(z0) =0 o f'(x0) no existe

Teorema 2.2.4 Si f tiene un mdximo o minimo local en xqy, entonces xg es un punto
critico de f.

Célculo de extremos globales de una funcién en un intervalo cerrado [a, b

1. Halla los puntos criticos de f en (a,b): f'(z9) = 0 o f/'(x0) no exista
2. Evalda f en cada punto critico de (a, b)

3. Evalia f en los extremos del intervalo: f(a) y f(b)

4. El menor valor es el minimo global y el mayor, el maximo global

Definicion 2.2.5

s f es una funcién creciente en un intervalo I siVxi,xs € I con x1 < zo tenemos

que f(x1) < f(x2).

s f es una funcién decreciente en un intervalo I si Vxi,z9 € I con r1 < X9
tenemos que f(x1) > f(x2).

Teorema 2.2.6 Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable
en (a,b)

1. Si f'(x) > 0, Vx € (a,b) entonces f es creciente en [a,b].
2. Si f'(x) <0, Vx € (a,b) entonces [ es decreciente en [a,b].

3. Si f'(x) =0, Va € (a,b) entonces f es constante en [a,b].
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Criterio de la primera derivada

x<zo | x>z | o (punto critico)
= L minimo local
4 — maximo local
f(z)
— — no extremo local
= - no extremo local

Definicion 2.2.7 Sea f derivable en un intervalo abierto I. La grifica de f es
» convexa (cdncava hacia arriba) en I si f' es creciente.

» céncava (cdncava hacia abajo) en I si f' es decreciente.

Teorema 2.2.8 Sea f una funcion derivable dos veces en un intervalo abierto I
» Si f'(x) >0, Vo € I, entonces la grifica de f es convera en I.

» Si f"(z) <0, Vo € I, entonces la grdfica de f es concava en I.

Definicion 2.2.9 Sea f una funcion continua en un intervalo abierto I y sea xg € 1.
f tiene un punto de inflexién en xy si la concavidad cambia en xy (convera «—
concava,).

Teorema 2.2.10 Si xy es un punto de inflexion de f, entonces f"(x9) =0 o f"(x0)
no existe.

Teorema 2.2.11 Sea f una funcion tal que f'(xg) = 0 y derivable dos veces en un
intervalo abierto conteniendo a xg

» si f"(xo) > 0, entonces f tiene un minimo local en xg.

w si f"(x0) <0, entonces f tiene un mdzimo local en x.

Si f”(xg) = 0 el criterio no funciona, puede ser cualquier cosa.

(o) | f"(0) grafica
4= = creciente, concava
— — decreciente, concava

+ + creciente, convexa
— + decreciente, convexa
0 e minimo local

0 = maximo local

0 0 ?




Calculo Diferencial en una variable

2.3.

10.

Graficas

. Dominio

. Interseccién con el eje v — f(x) =

0
Interseccién con el eje y — f(0) =y

. Simetrias

f(=2) = +f(x) — par

f(=z) = —f(x) — impar
Periodicidad — f(x +T) = f(x)
Asintotas:

Vertical — gclgg f(z) = £o00

Horizontal — lim f(x)=H
T—Fo00

Oblicua — xgrilmf(m) —(mx+b)=0—-m= lim @, b= lim (f(z) — mz)

r—00 I T—00

. Continuidad: lim f(x) = f(xo)
Tr—XT0

. Derivada: monotonia y puntos criticos

f/(x) > 0— creciente
f'(z) < 0 — decreciente
/() =0 o f'(z) no exista — puntos criticos

Maéximos y minimos locales: g — punto critico

f'(zo) =0, f"(z0) >0 — minimo local

f(x0) =0, f"(x0) <0 — méaximo local

fx): ——+ — minimo local

i) +— — — méximo local
. Concavidad

1" (x) > 0 — convexa
/" (x) < 0 — céncava

. Puntos de inflexién. La concavidad cambia. f”(x¢) = 0 o Bf"(x0)

Méximos y minimos globales
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2.4. Polinomio de Taylor
La idea es aproximar una funcién f(z) por un polinomio P(x). El polinomio de
Taylor es el polinomio que mejor aproxima a una funcién en un punto xg

una constante — P(xz) = f(x0)

Si aproximamos f(x) por { una recta — P(x) = f(x0) + f'(z0)(x — o)

Definicion 2.4.1 Si f es derivable n veces en xq, entonces el polinomio

(o)
2!

Py(x) = f(wo) + f'(z0) (2 — o) + (€ —z0)? 4+ T2

es el polinomio de Taylor de grado n de f centrado en xq.

Nota. Para z¢p = 0 el polinomio también se llama Polinomio de Mac Laurin.

ERROR

El polinomio es una aproximacién de f(z), por lo que se comete un error
|R,(z)| = |f(x) — P(x)|. Existen muchas férmulas para este error, pero la idea es que
todas ellas verifican

1 f(x) — P(z)

im————=

T—T0 (m — ;130)”

=0.

— Ry(x) = o((z — x9)"). Notacion: f(z) = o(g(z)) cuando z — zy <

lim @ =0.

a—ao g(x)

En el siguiente teorema tenemos una férmula para el error | R, (x)|:

Teorema 2.4.2 Sea f(x) una funcion derivable n+ 1 veces en un intervalo abierto I,
entonces VYxo,x € I tenemos que

()

. (x —x0)" + Ru(x),

f(@) = Po(@) + Rn(z) = f(x0) + f'(z0)(x — 20) +-

£t

RSN (x — wo)("+1), & es un punto en el intervalo abierto definido por gy y x.
n !

R, (x) =
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