Tema 3

Sucesiones y Series

3.1. Swucesiones de numeros reales

Definicién 3.1.1 Una sucesién de ntmeros reales {a,} es una aplicacion que
astgna a cada n € N un numero real:

an: N —-R
ai,as,as ... son los términos de la sucesion.

an es el término general.
La sucesion también puede empezar en n = 0: ag, a1, a2 . . ..

Definicién 3.1.2 Una sucesion {a,} se dice convergente si lim a, = L, para L
n—oo

finito.

El limite de una sucesion {a,} es L si para todo e >0 3N € N tal que sin > N =

lan, — L| < e. (Hay una definicién alternativa para L infinito.)

Si la sucesién no es convergente, decimos que es divergente.
Las propiedades de los limites de sucesiones son las mismas que las propiedades de los
limites de funciones.

Para hallar el limite de una sucesién podemos utilizar algunas técnicas como:

= El concepto de limite de una funcién:

Sea f(z) una funcién y {ay} la sucesién f(n) = ay,.

Si lim f(z) = L, entonces lim a, = L
Tr— 00 n—oo

Podemos utilizar todas las herramientas para calcular el limite de una funcion,
como, por ejemplo, la regla de L’Hopital.

= El lema del Sandwich para sucesiones:

Si lim a, = lim b, (finita o infinita) y {¢,} verifica que
n—0oo n—0oo

an < cp <b,, VneN,

entonces lim ¢, = lim a, = lim b,.
n—oo n—oo n—oo
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Definicién 3.1.3 Una sucesion {a,} se dice:
1. acotada superiormente si 3C € R tal que a, < C.
2. acotada inferiormente si 3C € R tal que a, > C.

3. acotada si es acotada superiormente e inferiormente
(301,02 ER, t. q Ch1 < a, < 02)

Definicién 3.1.4 Una sucesion {a,} se dice:
1. mondtona creciente si a, < ant1 (no decreciente si a, < ap41).
2. mondtona decreciente si ap > apy1 (N0 creciente si an > apy1).

3. mondétona, si es uno de los casos previos.

Teorema 3.1.5

{an} mondtona y acotada = {a,} convergente

Teorema 3.1.6 (Criterio de Stolz) Si las sucesiones {an} y {bn} verifican uno de
los siguientes apartados:

1. {b,} es mondtona creciente con lim b, = oo,
n—oo

2. {bn} es mondtona decreciente, con b, # 0 para cada n € N y

lim a, = lim b, = 0.
n—oo n—od

. ,  Op41 — Aan . . . .
Siempre que lim ol L, exista parar L finito o infinito, entonces
n—x 0On41 — bn

lfm S = lfm SnL o0

t=e9 bn W=e9 bn—|—1 — bn

Teorema 3.1.7 (Férmula de Stirling)

|
lfm ——— =1

n—00 nle=N"\/2mn
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3.2. Series de numeros reales

Una serie es la suma de una sucesion de términos

N PN+ _ 1
Por ejemplo — la suma geométrica: E r’t = — 1
r—
n=0
Definicién 3.2.1 Sea {a,} una sucesion, una serie(infinita) es la suma de todos sus
términos:

o0

Zan=a1+a2+a3+a4+'” .

n=1
La suma parcial de n términos es S, = a1 +as + ag + - - - ay,.
Si la sucesion {Sp} de sumas parciales converge al limite S, entonces decimos que la
serie

Y02, an converge, y S es la suma de la serie:

S=1imS,=a+ax+az+ag+---.
n—oo

En otro caso, decimos que la serie diverge.

Propiedades

1. Zan y an conv = Z(clan + coby) = Zan + ¢ an conv.
2. lim a, #0 = > ay div.

3. Zan conv = lim a,, = 0. (Pero lim a, =0 % Zan conv)

n—oo n—oo

Teorema 3.2.2 La suma geométrica converge si 0 < |r| < 1, en este caso
o
n=0 -

Teorema 3.2.3 La serie telescépica (a, = b, — bp11)

o0

Z(bn —bpt1) = (b1 — b2) + (b2 — b3) + (b3 — bg) + (bga — b5) + - -
n=1

verifica que Sy = by — by41.

Esta serie converge <= lim b, < oo y

S =0b; — lim b,.

n—oo

Teorema 3.2.4 La p-serie (p =1 es la serie armdnica)

11 111
lnp_lp r  3p  4p ‘

o0

1. converge st p > 1.

2. diverge st 0 < p < 1.
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CRITERIOS DE CONVERGENCIA PARA SERIES

. Criterio de comparacién directa: {a,} y {b,} dos sucesiones de términos
positivos

Z b, conv = Z Qy CONV

0<ap,<b,, Vn —

Zan div= an div

. Criterio de comparacién en el limite: {a,} y {b,} dos sucesiones de términos
positivos

a
lim — = L, L finito y positivo

n—oo n
4
Z an 'y Z b, tienen el mismo comportamiento

ambas convergen o ambas divergen

. Criterio de la raiz: {a,} sucesién de términos positivos

lim Ya, <1= Zan conv

n—oo
nlingo Ya, > 1= Zan div

lim {/a, =1 el criterio no concluye
n—od

. Criterio del cociente: {a,} sucesién de términos positivos

p An+1
lim 2=
n—oo (A

, a .
lim L > 1= Zan div

n—0o0 (U

< 1:>Zan conv

p An+1
lim —2*

n—oo (@

= 1 el criterio no concluye

. Criterio de Leibniz para series alternadas:
{an} sucesién de términos positivos

Siantr <apy lim a, =0
n—oo

4

La serie alternada ) (—1)"a, converge condicionalmente

( Z(_l)n—i-lan)
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Definicién 3.2.5
AC. > a, es absolutamente convergente si Y |a,| es convergente.

CC. Si ) a, es convergente pero Y. |ay| es divergente, entonces la serie es condi-
cionalmente convergente.

Convergencia absoluta — Convergencia condicional

No convergencia condicional = No convergencia absoluta

ERROR

Cuando aproximamos la suma de una serie alternada por sus primeros n términos,

entonces
N

S:SN+RN=Z(—1n)an+RN = |Ry| < any1

n=1

Nota. Podemos derivar o integrar una serie infinita para obtener otra serie.

3.3. Series de potencias

Definiciéon 3.3.1 Una serie de potencias centrada en xo es una serie infinita de la
forma

[e.9]

f(z) = Zan (x —20)" = ap + a1(z — x0) + az(z —3:0)2 + ag(z — x0)3 4.
n=0

Teorema 3.3.2 (Convergencia de las series de potencias)
Una serie de potencias en xqy verifica uno y solo uno de los siguientes apartados:

1. La serie converge sélo en xg
2. Existe un numero real p > 0 tal que la serie es

= absolutamente convergente en |z —c| < p
= divergente en |z —c| > p
3. La serie es absolutamente convergente para todo x € R
Nota. p es el radio de convergencia de la serie de potencias. p =0, p < 00 6 p = .

El conjunto de todos los valores de x para los cuales la serie converge es el intervalo de
convergencia de la serie. El radio se puede obtener mediante las siguientes formulas:

1
= — = limsup V/|ay|
1% n—oo
1 . 1 B .
= — = lim , si el limite existe
p n—oo | Qp
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Teorema 3.3.3 Si la serie de potencias f(x) =Y -7 gan (x —x0)" tiene radio de con-
vergencia p > 0, entonces f(x) es continua, derivable e integrable en (xo — p,xo + p).
La derivada y la integral se calculan término a término. Ambas tienen el mismo ra-
dio de convergencia que f. El intervalo de convergencia puede ser diferente, debido al
comportamiento en los extremos (x = xg £ p).

Propiedades.
Sean f(x) =3 " ganz™ y g(z) = > )" baa".

L. f(kx) =3 ak"z"
2. f(aN) =0 0 anz™
3. eif(x) + cag(x) = D0 o(cran + cabp)a™

Definicion 3.3.4 Si existen todas las derivadas de f en xq, entonces la serie
X f(n)
> e e
n!
n=0

se llama la serie de Taylor de f centrada en xy (para xo = 0 también se llama la
serie de Mac Laurin de f).

Teorema 3.3.5 Si existen todas las derivadas de f en un intervalo abierto I que con-
tiene a xg entonces

2 F™) (g "
=3 T )
si y solo si existe £ entre © y xq tal que

(n+1)
lim R, (xz) = lim Ll(g)

. n+1 —_ I

SERIES DE TAYLOR

2 3 n

- x x x
e=l+r+5+5++—~, —00<r<0
21 3l n!
senx—x—x—3+$—5—x—7+ +(=1)" L —00 < T <0
- 31 57 2n+1)!
2 4 6 2n
I TRy G B S _
cosw—1—2!+4! 6!+ +(-1) el 00 < x < 00
3 5 7 2n+1
7 i 5 %
" —r— T T () L —-1<z<1
arctanx = x 3—1-5 7+ + ( )(2n+1) ) SES
r 2, .3 n _
T =l+c+a"+2°+---+2"---, 1<z <1
—z
2 3 n
7 43 7
In (1 e e R A e e ]
n(l+z)==x TR + (1) s z <
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