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1. Funciones de variable real.

1.1. La recta real.
Problema 1.1.1
1) Sean los niimeros reales 0 < a < b, k > 0. Demuestra las desigualdades

k
1) a<\ﬁ<—<b 2) %<Zik'

11) Demuestra que |a + b| = |a| + |b] <= ab > 0.

111) Demuestra la desigualdad |a — b| > ‘|a! — |b||, para todo a,b € IR.

1v) Demuestra que:

T+y+ |z —y

+y— |z -yl
2 ’ '

a) méx{z,y} = b) min{z,y} = ) 5

r six>0

v) Expresa con una sola férmula la funcién f(z) = (z)4 = { 0 siz<0°

Problema 1.1.2 Descompdn las expresiones en n en producto de factores para demostrar que
para todo n € IN se tiene

1) n?2 —n es par;
11) n® — n es miltiplo de 6;

1) n? — 1 es miltiplo de 8 si n es impar.

Problema 1.1.3 Utiliza el método de induccién para demostrar las siguientes férmulas:

= 1 - " 1)(2n + 1
Z n+ ), Z2j—1 —n2 iit) n(n+1)(2n + )
7j=1 7j=1 ]:1 6
Problema 1.1.4 Demuestra por induccién
L AR |
1) suma geométrica: ZT‘J =— 1 »para todo ne€ IN, r # 1,
; r—
7=0

11) desigualdad de Bernoulli: (1 4+ h)™ > 1 + nh, para todo n € IN, h > —1.

Problema 1.1.5 Demuestra por induccién que para todo n € IN se tiene

1) 10" — 1 es multiplo de 9;
11) 10" — (—1)" es multiplo de 11.

Problema 1.1.6
1) Demuestra que un nimero es multiplo de 4 si y sélo si sus dos tultimas cifras forman un
nimero multiplo de 4.

11) Demuestra que un niimero es miltiplo de 2" si y sélo si sus k tltimas cifras forman un
nimero multiplo de 2%,
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111) Demuestra que un nimero es multiplo de 3 (6 9) si y sélo si la suma de sus cifras es

N N
multiplo de 3 (6 9). Es decir, n = Zajmj es multiplo de 3 (6 9) si y sdlo si Zaj es

j=0 j=0
multiplo de 3 (6 9).

1v) Demuestra que un nimero es miltiplo de 11 si y sélo si la suma de sus cifras colocadas

en lugar par menos la suma de sus cifras colocadas en lugar impar es multiplo de 11, es
N

decir, Z(—l)jaj es multiplo de 11.
j=0

Indicaciones: ii) escribe el niimero en la forma n = 10%a + b, con @ > 0, 0 < b < 10¥; iii) y iv)
utiliza el problema 1.1.5.

Problema 1.1.7 Demuestra por induccién y utilizando el binomio de Newton, que para todo
n € IN se tiene

1) n® — n es miiltiplo de 6;
11) n° — n es miltiplo de 5.
Problema 1.1.8 Prueba que:

1) sin € IN no es un cuadrado perfecto, \/n ¢ @;

1) V2+v3 ¢ Q.

Indicacion: i) escribe n = z%r, donde r no contiene ningtin factor cuadrado.

Problema 1.1.9 Encuentra el conjunto de los x € IR que verifican:

i) A={|z—3] <8}, i) B={0<l|z—2|<1/2},
iii) C={2>—-5x+6>0}, iv) D={x3(x+3)(x—-5)<0},
2x + 8 4
B={—-—"—— ) F={-
v) {:1:2—i-8:1:+7>0}7 vi) {x<$}’
vii) G={4r <2zx+1<3z+2}, viii) H = {|z? —2x| <1},
ir) I={|lr—1|lz+2|=10}, z) J={|lr—1+|z—-2]>1}.

Problema 1.1.10 Dados dos nimeros reales a < b, definimos, para cada t € IR el ntimero
x(t) = (1 — t)a + tb. Describe los siguientes conjuntos de nimeros:

i) A={z(t):t=0,1,1/2}, i) B={z(t):te(0,1)}
i) C={x(t):t<0}, i) D={xt):t>1}

Problema 1.1.11 Halla el supremo, el infimo, el méximo y el minimo (caso de existir), de los
siguientes conjuntos de nimeros reales:

1) A={-1}U[2,3);
1) B={3}u{2}u{-1}u]0,1];
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) C={z=2+4+1/n:nelN};

) D={z=n>+1)/n:necIN};

V) E={z€R:32>-102+3<0};

vi) F={zeR: (r—a)(x—b)(zx—c)(r—d) <0}, con a<b<c<d fijados;
vii) G={x=2"P+517:pqge N}

viin) H={z=(-1)"+1/m : n,me IN }.

Problema 1.1.12 Representa en el plano IR? los siguientes conjuntos:

i) A={|lzr—y| <1}, ii) B={z’<y<ua},
i) C={z+yeZ}, iv) D={]2x|+ |yl =1},
v) E={(z-1)+y+2)?* <4}, vi) F={l-z=ly-1[},
vii) G = {4 +y?> <4, 2y >0}, viii) H={1<2?>+3y?><9,y>0}.
Problema 1.1.13 Demuestra que las rectas y = mx+0b, y = nz+c son ortogonales si mn = —1.

Problema 1.1.14 Sea el tridngulo en el plano formado por los puntos (a,0), (—b,0) y (0,c¢),
con a,b,c > 0.

1) Calcula el punto de corte de las tres alturas.
11) Calcula el punto de corte de las tres medianas.

111) ;Cuédndo coinciden estos dos puntos?

Problema 1.1.15

1) Sea la pardbola G = {y = 2%}, y el punto P = (0,1/4). Halla A € IR tal que los puntos
de G equidistan de P y de la recta horizontal L = {y = A}.
11) Inversamente, el conjunto G tal que sus puntos equidistan de un punto P = (a,b) y de
una recta L = {y = A}, es la pardbola y = ax? + Bz +~. Halla «, 3, 7.
Problema 1.1.16
1) Halla el conjunto de puntos del plano cuya suma de distancias a los puntos F} = (¢,0) y
Fy = (—¢,0) es 2a, (a > c).

11) La misma cuestién sustituyendo suma por diferencia (con a < ¢).
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1.2. Funciones elementales.

Problema 1.2.1 Encuentra el dominio de las siguientes funciones:

1
i) flz) = 25516

i) f(z) =V1—a24 Va2 -1,

i) @)= — i) @) =\1- Va2,

0 1) = T vi)  f(x) = log(z — a?),
vit)  f(z) = lig_x””, viii)  f(x) = arcsen(log z).

Problema 1.2.2

1) Si fy g son dos funciones impares, jcémo son f+g¢, f-gy fog?

11) Y si f es par y g impar?

Problema 1.2.3 Estudia la simetria de las siguientes funciones:

i) f@)= 5, i) @)= 5
i) f(x) = 86;11" iv)  f(x) = (cosz®)(sen xz)e_x4,

1 .
v)  f(2) :m, vi) f(z)=log(Va?+1—ux).

Indicacion: vi) es impar.

b
Problema 1.2.4 ;Para qué numeros a,b,c,d € IR se tiene que la funcién f(x) = aazi—d
cr
satisface f o f = I (la identidad) en el dominio de f7
3
Problema 1.2.5 Comprueba que la funcién f(z) = {U:Q es biyectiva definida de IR—{—1/2}
x

en IR — {1/2} y calcula su inversa.

Problema 1.2.6

1) Estudia cudles de las siguientes funciones son inyectivas, hallando su inversa en caso de
que lo sean, o un ejemplo de dos puntos con la misma imagen en caso de que no lo sean.

a) flx)="Tr—4, b) f(x)=sen(7x —4),
) f@)=@H1Pez 4 f@) =T
e) f(z)=a2—3z+2 £ flx) = x;i -
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11) Demuestra que la funcién f(z) = 22 — 3z + 2 si es inyectiva en (3/2, 00).

111) Demuestra que la funcién f(z) = sf es inyectiva en (1, 00) y encuentra f~1(1/2/3).

T

x?2+1

1v) Estudia si las funciones anteriores son sobreyectivas y si son biyectivas definidas en su
dominio D(f) en IR.

Problema 1.2.7 Demuestra que asenx 4 bcosz se puede escribir como Asen(z + B), y en-
cuentra Ay B.

Problema 1.2.8 Calcula

. 1 1
i) arctg§ + arctg 3’

i7) arctg 2 + arctg 3,

1 1 1
1i1) arctg B + arctg 5 + arctg 3

Indicacion: utiliza la férmula de la tangente de la suma y estudia los signos.

Problema 1.2.9 Simplifica las siguientes expresiones

i) f(x) =sen(arccosx), i)  f(xz) =sen(2arcsenz),
iii)  f(x) = tg(arccosx), iv) f(x) =sen(2arctgz),
v)  f(z) = cos(2arctgz), vi) f(x) = etloer,

Problema 1.2.10 Resuelve el sistema de ecuaciones, para x,y > 0,

¥ =9y”

y = 3z.
Problema 1.2.11 Describe la funcién g en términos de f en los siguientes casos (¢ € IR es
una constante). Dibtjalas para f(z) = 22 y f(x) = senx.

) g@) = fla)+e i) gla) = fla+o0),
i) g(x) = f(cx), iv)  g(x) = f(1/2),
W) g(@) = f(lel), vi)  gl@) = |f(@),
vil)  g(a) = 1/f(a), vii)  g(a) = (f(2))+ = méx{f(x),0}.

Problema 1.2.12 Esboza, con los minimos calculos posibles, la grafica de las siguientes fun-
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ciones:

fl@)=(z+2)* -1,
flz) =2 + 1/,
f(z) = min{z, 2},
@)= Vo —[a],
fz) = la? = 1],

f(l') = 1Og($2 - 1)7

i)
i)
vi)
viii)
z)

flz) = V4 -,
fl@) =1/(1+a?),

f((L') = ‘em - 1’7
flz) =1/[1/x],
fla)=1-c,

f(z) = zsen(1/x).

Indicacion: [x] = n denota la parte entera de x, es decir, el mayor entero n < x.

Problema 1.2.13 Definimos las funciones hiperbdlicas

—X X —X
e’ —e e’ +e
senhz = — coshy = ——

1) Estudia su simetria.

11) Demuestra las férmulas

a) cosh? z —senh?z = 1, b) senh 2z = 2senh x cosh x.

11) Simplifica la funcién f(z) = senh™! 2.

1v) Esboza la gréfica de las funciones senh x y cosh z.

Problema 1.2.14 Esboza las siguientes curvas dadas en coordenadas polares:

) r=1, 6elo,7, i) 0=3m/4, r>2
i1i) r=2senf, 0 ¢€|0,r], iv) r=460, 0¢c]|0,2n],
v) r=e 0e[-2m 27, vi) r=sech, 0¢€]l0,7/2],
vii) r=1-—senf, 0€]|0,2n], viii) 1= (cos20)y, 0 €]|0,2n],
ir) r=|cos20|, 6¢€]0,2n], x) r=(sen30)y, 6¢€][0,2n/3].

Problema 1.2.15 Esboza los siguientes conjuntos en el plano dados en coordenadas polares:

i) A={l<r<4}, ii) B={m/6<60<m/3},

i) C={r<0,0<6<37/2}, iw) D={r<sech, 0<O<m/4}.
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1.3. Limites de funciones.

Problema 1.3.1 Utilizando la definicién - de limite prueba que:

i) lim 2% = 4, ii)  lim (5z — 1) # 16,
r—2 z—3
. , x - , , -
) T etz ) V=3

Problema 1.3.2 Calcula los siguientes limites simplificando los factores comunes que puedan

aparecer:
n_ .n _
i) lim i) 1im YEZ YO
r—a I — q r—a I —a
—3 1—v1—22
i) lim ve-8 w) lfm— YT
r—64 Jxr — 4 z—0 2
1
1
. (1—h)3 ) , 1 2
1 1 — .
o) fim vi) xlﬂ%(\/gf—l x—1>

T

. . ,  senx ., ef— .
Problema 1.3.3 Utilizando los limites hH(l) =1, hr% = 1, calcula los siguientes
limites: -
sen 2x 1 —coszx
i) lim g, i)  lim ———,
z—0 6 z—0 x?
. tga? 427 , . sen(z+a) —sena
iti)  lim =—— iv) lim ,
-0 X+ x2 z—0 T

log(1
‘n og(1+ )

1 ) lm(1+z)'/"
O T ) lgea
log(1 —2
vii)  lim M, viii) 1im (1 +senx)?/*,
z—0 sen xr r—0
. . et — et , tgx —senx
iz) lim ———, x) lim —
z—0 x —senx z—0 T

sen xr

xi) lim ( ° )Senxw , zii)  lim (cosz)Y/**,
z—0 \ senx z—0
1- 2 r—b*
vii)  lfm 52 ziv) lim T
a—=r (z—m) =0 T

Indicacion: sera preciso utilizar algiin cambio de variables y el limite de la composicién.
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Problema 1.3.4 Calcula los siguientes limites:

4 T 3 +4x -7 i) 1 x + sen a3
2 200 722 — /226 + 25’ "B T 5r 16

i) lim Ve : w)  lim (\/xQ Tdr — a:)

r—00 r—00
X x
. © . , ©
v) lim , vi)  lim ,
z—o0 T — 1 z——oc0 et — 1
g ) r—2 ; r—2
vit)  lim ———— viid)  lim

v—00 \/4g? 41’

Problema 1.3.5 Calcula los limites laterales:

i) lim (l)m, i) lim (l)m,

t—0t+ \t t—0— \t
iii)  lim e/, iv)  lim e/t
t—0t t—0—

Problema 1.3.6 Calcula los limites

2z + 7)\/4m2+x73 . 1—ellt

i) im (T i) Mo

Problema 1.3.7
1) Determina la relacién entre a y b para que

lim %/ (=) = Ifm (cos :c)b/r2.

r—1 z—0

11) Si f(x) =log(logz) y a >0, halla lim (f(z) — f(ax))y lim (f(z) — f(z%)).

Tr—00 Tr—00
Problema 1.3.8
1) Demuestra que si h’n% f(z) = 0 entonces h'mo f(z)senl/x = 0.
T— T—s

T
lcula lfim —————.
1) Cacuaxli%2—|—senl/:r

1.4. Continuidad
Problema 1.4.1

1) Prueba que si f es continua en un punto a y g lo es en f(a), entonces g o f es continua
en a.
11) Demuestra que si f es continua, entonces |f| también lo es. ;Es cierto el reciproco?

111) {Qué puede decirse de una funcién continua que toma valores sélo en @7
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1

Problema 1.4.2 Halla A € IR para que la funcién b(x) = JYERNTy v sea continua en:
x? —2\x

) IR, ii) [0, 1].

Problema 1.4.3 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

—5z -
U @) = g
1) g(z) = e3/® + 2% — 9;
1) h(z) = 23 tg(3z + 2);
1v) j(x) = Va2 — bz + 6;
V) k(x) = (arcsen z)3;
vi) m(z) = (z — 5)log(8x — 3);

Problema 1.4.4 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

) f(x) =z —[];

2 .
n) flz) = { r Sef(l)(l/x) :i i i 8;

t
% sixz >0
x
m f@ =9 siz=0
el/x six < 0

T size@Q

) @) = { —x siz ¢ Q.

Problema 1.4.5 Demuestra los siguientes teoremas de punto fijo:

1) Sea f:[0,1] — [0, 1] una funcién continua. Entonces existe ¢ € [0,1] tal que f(c) = c.

11) Sean f, g : [a,b] — IR dos funciones continuas tales que f(a) > g(a), f(b) < g(b).
Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = g(c).



