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2. Calculo diferencial de una variable.

2.1. Derivabilidad

Problema 2.1.1 Sean f, g funciones derivables en todo IR. Escribe la derivada de las siguientes
funciones en su dominio:

) b = VE@ TR, i) h@):mg(gg),
i) () = f(g(2))ef@, iv)  h(z) = log(g(z) sen(f(2)),
v) hx) = (F(x))9@), vi) ) !

~ log(f(z) + 2(x))
Problema 2.1.2

1) Construye una funcién continua en todo IR tal que se anule para |z| > 2, y valga uno
para |z| < 1.

11) Construye otra que ademds sea derivable.

Problema 2.1.3 A partir de las funciones hiperbdlicas senh x y cosh z, definimos las funciones

h
tghzx = SOl y sechz = . Demuestra las férmulas
cosh x coshx
i) (senhz) = coshuz, ii) (coshz) = senhuz,
iii) (tghz) = sech?z, iv) (sechz)’ = —sechztghuz.

Problema 2.1.4 Comprueba que las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones diferenciales
especificadas, donde ¢, c1 y ¢o son constantes.

i) )=, zf +f=0;
i) f@)=eige, nff — f - 2=

iii)  f(x) = ¢y sen 3z + co cos 3z, f"+9f =0;
iv)  f(x) = c1e3® + coe 37, f"—9f=0;
v)  fla) = c1e® + e, =T +10f =0;

vi) f(x) =log(ci1e” + e %) + ¢, "+ (f)?=1

Problema 2.1.5 Demuestra las identidades

1
i) arctgzr+arctg— = —, x> 0;
r 2
1+x s
ji tg —— — arctgx = — 1;
i1) arc gy, —arctgr =, x < 1;
i) 2arctgx + arcsen 1 =, x> 1.

+ 2
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Indicacion: deriva y sustituye en algin punto del intervalo. El resultado no es cierto fuera de los
intervalos especificados.

Problema 2.1.6 Calcula el valor de a € IR para el cual la pardbola f(x) = az?

la curva g(z) = log x, y escribe la ecuacién de la tangente comun.

es tangente a

Problema 2.1.7 Calcula en qué puntos la grifica de la funcién f(z) = x + (senz)'/3 tiene
tangente vertical.

Problema 2.1.8 Calcula el angulo que forman las tangentes por la derecha y por la izquierda
en el origen a la grafica de la funcién

T .
flz) =14 1+4el/e siz#0
0 six=0.
Problema 2.1.9 Dada la funcién

f($)={ (3 —22)/2 six <1

1/x sixz>1,

1) estudia su continuidad y derivabilidad;

11) ;se puede aplicar el teorema del valor medio en [0,2]? En caso afirmativo halla el punto
(o puntos) de la tesis del teorema.

Problema 2.1.10 Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcién
f(z) = vx + 2 arccos(z + 2).

Problema 2.1.11 Calcula el minimo valor de a para el que la funcién f(x) = |ax? — 2+ 3| es
derivable en todo IR.

Problema 2.1.12 La funcién f(z) = 1 — 22/3 se anula en —1 y en 1y, sin embargo, f'(z) # 0
n (—1,1). Explica esta aparente contradiccién con el teorema de Rolle.

a+br? sz <e

|~ sifz] > e con ¢ > 0, calcula a y b para

Problema 2.1.13 Dada la funcién f(z) = {

que sea continua y derivable en todo IR.
Problema 2.1.14 Utilizando el teorema del valor medio aproxima 26%/3 y log(3/2).

Problema 2.1.15

1) Si f es una funcién derivable, calcula

oy @+ ph) = fla—qh)
h—0 h

11) ;Puede existir el limite anterior para una funcién no derivable en x = a?

111) Si f es una funcién derivable y par, calcula f/(0).
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1v) Si f es una funcién dos veces derivable, calcula

o S+ B+ fla—h) — 2f(a)
h—0 h?

Problema 2.1.16 Calcula los limites de los problemas 7?7 y 7?7 utilizando la regla de L’Hopital,
escribiéndolos previamente en la forma adecuada.

Problema 2.1.17 Calcula los siguientes limites:

_ , e’ —senx —1 g . log|sen7zx|
i) lim ————, i1) —
250 z a—0 log | sen z|
, . . . . 1/x
1i1) J}}_}m1 log x - log(z — 1), iv) Ihﬂn(}oa: ,

T 1+ _ 1 _ T — ZE2
v) lim L) ! : vi)  lim x(tg(2/z) - te(1/z)).

z—0 x3 T—00

Problema 2.1.18 Calcula los siguientes limites:

; . a*! .. , l+senz —e”
Z) lim — ZZ) m ——
z—00 (z — 1)* z—0  arctgx
’LZZ) lim w’ ZU) h’m(l 4 x2>3/(2arcsenx)’
z—0 .T3 z—0
) lfim (222 + 3 2) tg(ra) )i 2zsenz
v 1m i r — T vl m--———--—,
z—1/2 & ’ z—0secx — 1
vid)  lim (Va2 +1— V22 —4x), viii)  lim x!/los®.
r——00 r—0t

Problema 2.1.19 Sea h una funcién dos veces derivable, y sea

{ h(z)/z? six#0

1 six=0.

Sabiendo que f es continua, calcula h(0), h’'(0) y h”(0).

axr T

Problema 2.1.20 Halla a para que h’n}J T sea finito y calcula el valor del limite.
T—

72
Problema 2.1.21 Calcula los siguientes limites:

i) dim a((1+1/n)7 —e), i) o (1)

)
T—00 el

N ARt v e (L& ey
iii) leII;O (f) , iv) leI& (p;ai ) ,peIN, a; > 0.
1=
g : . . f(22%)
Problema 2.1.22 Dada una funcién f derivable, que satisface lim =1,

z—0 b3
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1) justifica que f(0) = 0;
11) prueba que f/(0) = 5/2;
(f o f)(2x)

111) calcula lim ~———"——=.
z—0

f1(3z)
Problema 2.1.23 Utilizando el teorema del valor medio calcula el limite

lim [(1 —|—x)1+1+% — it

T—00

Problema 2.1.24

1) Sea f(x) = senz. Calcula los valores de = para los cuales se tiene (f~1)(z) = 5/4.
11) La misma cuestién con g(x) = log(z + Va2 +1) y (971 (z) = 2.
Problema 2.1.25 La ecuacién

e ff =2+tga
f(0)=1,

define una funcién f uno a uno en el intervalo [—7n/4,7/4], derivable. Se define la funcién
g(x) = f~Y(x +1). Calcula el limite

Problema 2.1.26
1) Sea f : [a,b] — IR derivable. Si f admite k > 2 raices en [a, b], entonces f' admite al
menos k — 1 raices en [a, b].

11) Si f es n veces derivable en [a,b] y se anula en n + 1 puntos distintos de [a, b], prueba
que f(™ se anula al menos una vez en [a, b].

Problema 2.1.27 Calcula cuantas soluciones tienen las ecuaciones siguientes en los intervalos
especificados:

i) 27 + 4z =3, en IR; ii) a® = 5x — 6, en IR;
iii) 2*—42> =1, en IR; iv) senx =2x—1, en R,
v) at =2, en [1,00); vi) x?=1log(1/x), en (1,00).

2.2. Extremos de funciones.
Problema 2.2.1 Sea la funcién f(x) = |23(z — 4)| — 1.
1) Estudia su continuidad y derivabilidad.

11) Calcula sus extremos relativos.

111) Prueba que la ecuacién f(z) = 0 tiene una tnica solucién en el intervalo [0, 1].
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Problema 2.2.2 Una empresa de tomate en salsa quiere fabricar latas cilindricas de volumen
fijo V. ;Cual deberd ser la relacién entre el radio r de la base de la lata y su altura h, para que
la construccién requiera el minimo gasto de material?

Problema 2.2.3 Halla el drea del rectangulo, de lados paralelos a los ejes e inscrito en la elipse
(r/a)? + (y/b)? = 1, de drea maxima.

Problema 2.2.4 Halla el 4rea del tridngulo, formado por la tangente a la parabola y = 6 — 22
v los semiejes positivos, que tiene drea minima.

Problema 2.2.5 Un tridngulo rectangulo ABC' tiene el vértice A en el origen, B sobre la
circunferencia (z — 1)2 4+ y? = 1, y el cateto AC sobre el eje horizontal. Calcula C' para que el
area del tridngulo sea maxima.

Problema 2.2.6 Sea P = (xg,yp) un punto del primer cuadrante. Traza una recta que pase
por Py corte a los ejes en A = (z9 + «,0) y B = (0,y0 + () respectivamente. Calcula «, 5 > 0.
de manera que sea minima:

1) la longitud de AB;
11) la longitud de OA més la de OB;
111) el drea del tridangulo OAB.

Indicacion: B = zoyo/ .
Problema 2.2.7

1) Demuestra la desigualdad de Bernoulli: (1 4 z)* > 1+ ax, para todo a > 1, x > —1.

11) Demuestra que e* > 1 4 z para todo x € IR.

x
111) Demuestra que
) que Ty

<log(l + z) < z para todo x > —1.
x

Indicacion: minimiza las funciones apropiadas.

Problema 2.2.8 Demuestra que si a > 0, la funcién f(x) = (1 + g)w crece, para x > 0, desde
x

1 hasta e“.
Indicacion: utiliza las estimaciones anteriores.

Problema 2.2.9 Demuestra por induccién la desigualdad n™ < n!le”, para todo n € IN.

Problema 2.2.10

logx 1
1) Demuestra que & < — para todo z > 0, z # e.
e

11) Concluye que e* > z¢ para todo = > 0, © # e.

Problema 2.2.11 Calcula los méximos y mfnimos absolutos de la funcién f(z) = 2%/ +52%/3
en el intervalo [—2,1].
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2.3. Representacién grafica.

Problema 2.3.1 Demuestra que si f y g son funciones convexas dos veces derivables, y f es
creciente, entonces h = f o g es convexa.

Problema 2.3.2

1) Esboza la gréfica de la funcién f(z) = x + log |22 — 1].

11) A partir de ella dibuja la grafica de las funciones
@) g(x)= o] +logle” — 1. b) ()= |o +logla® ~1]|

Problema 2.3.3 Representa graficamente las funciones siguientes:

i) y=e"senz, W) y=vVar—-1-1,  iii) y=aze'/?,
1
w) y=a’e, v) y=(z—2)2?3 vi) Y= (x2—1)10g1+x7
.. T 2?2 —1 . el/z
Vi) y_logac’ vii1) y—x2+1, i) V=1
e.’E
x) y=logl(x —1)(x —2)], ri) Y= 2@ =1) xit) Yy = 2senx + cos 2z,
i) T —2 ) | 1 ) 1
xiii = — xiv =/|x —4], v = —)
Y Vaz? +1 Y y 14e*
er
xvi) Y= L xvii) y=e Tsenz, rviii)  y = x%sen(1/xz).
e [R—

Problema 2.3.4 Representa la grafica de las funciones siguientes:

1 1
el =1 1)

i) f(z) =min{log|z? — 3|, log |z + 3|}, i) g(x)

1 1
S () — _ . F(a) — ]
) M) = e @30 ) k) =[]
v)  p(x) = arctg(log(|z? — 1|)) vi) w(x)=2arctgx + arcsen (27%>
’ 1+ a2

Problema 2.3.5 Representa la gréafica de la funcién

el/=

fa@) =

x #0; f(0)=0.

y estudia razonadamente cudntas soluciones tiene la ecuacién f(x) = z° en IR.
e

C 3+ a?
i) g(x)=supf(y), i) h(x)=inf f(y).

y>x y>x

Problema 2.3.6 Dada la funcién f(x) representa la grafica de las funciones
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Problema 2.3.7

1) Calcula la imagen de la funcién f(z) = 1+ (arctgz)?.
11) Calcula los valores de A € IR tales que la funcién

1

9(x) = A+log f(x)’

sea continua en todo IR.
111) Calcula el supremo y el infimo de g si A = 1.

1v) Esboza la grafica de g en este tltimo caso.

Problema 2.3.8 Se considera la funcién f(x) = log(1 + z?).
1) Calcula las rectas tangentes en sus puntos de inflexién y esboza la grafica de f y de estas
rectas.

11) Demuestra que la funcién g(z) = max{ f(x), |x|+ « } verifica las hipStesis del Teorema
del Valor Medio en cualquier intervalo [a,b] C IR si y s6lo si a =log2 — 1.

111) Para el anterior valor de «, obtén el punto o puntos cuya existencia garantiza el men-
cionado teorema aplicado a la funcién g en el intervalo [—1,2].

2.4. Polinomio de Taylor.

Problema 2.4.1 Escribe el polinomio de Taylor de orden 5 alrededor del origen para las
funciones siguientes:

—T

. .. 2
i) evsenx, i) e " cos2x, 4ii) senxcos2z,

1
iv) e“log(l—x), wv) (senz)? Vi) T3
—x

Problema 2.4.2 Escribe el polinomio 2* — 523 + 22 — 3z + 4 en potencias de x — 4.

Problema 2.4.3 Escribe el polinomio de Taylor de orden n alrededor del punto que se indica,
de las siguientes funciones:

1) f(x) =1/ en a=—1;
1) f(x) =ze"?® en a=0;

) f(x)=(1+¢%)? en a=0.

Problema 2.4.4 Demuestra las férmulas

i) senx =o(z%), Va<l, cuando z — 0;
ii) log(1+ 2?%) = o(x), cuando x — 0;
iii) logx = o(x), cuando x — o0;

iv) tgx —senz = o(x?), cuando x — 0.
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Problema 2.4.5 Demuestra las férmulas

i) Vitrz=1+ g + o(z), cuando = — 0;
ii) sen(o(z)) = o(x), cuando x — 0;
ii1)  sen(f(z) + o(x)) = sen(f(x)) + o(z), cuando x — 0.
Indicacion: ii) significa que si g es tal que i{r%) g(;) = 0, entonces }}L% n(i($)) = 0.

Problema 2.4.6 Calcula los siguientes limites utilizando el Teorema de Taylor:

e’ —senx — 1 senz —x + 23/6

Vo DomT e
, cosr—+1—=x . , tgxr—senx
iit)  lim —————, ) lim ———e——
z—0 senx z—0 x
)i T —senzx )i cosr+et —x—2
v)  lim —m—— vi) lim
2—0 (1 — cos 3z)’ z—0 a3 ’
1 1 1/1
vii)  lim ( - > , viig)  lim — ( — cot a:) ,
z—0 \ T senx z—=0x \T
. ’ 3/2 — _ ’. _ 2
iT) lim Wz +1++Vr—1-2x), x) lim [ —a?log(1+4 1/2)] .

Problema 2.4.7 Calcula el polinomio de Taylor de orden 4 en el origen para la funcién f(x) =
1+ z3senx y decide si f tiene en ese punto un méaximo local, un minimo local o un punto de
inflexion.

Problema 2.4.8

1) Calcula aproximadamente el valor de utilizando un polinomio de Taylor de grado

1
JI1
3. Cudl es el error cometido?

11) Aproxima +/28 utilizando un polinomio de Taylor de grado 2. Evaltia el error cometido.

Problema 2.4.9

1) Aproxima la funcién f(z) = cosx + e mediante un polinomio de tercer grado alrededor
del origen.

11) Estima el error cometido cuando se utiliza la aproximacién anterior para z € [—1/4,1/4].

Problema 2.4.10 ;Cuéantos términos hay que tomar en la féormula de Taylor alrededor del
origen de la funcién f(z) = e” para obtener un polinomio que la aproxime en [—1,1] con tres
cifras decimales exactas?



