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3. Sucesiones y series.

3.1. Swucesiones de nuimeros reales.

Problema 3.1.1

1) Sea {z,} una sucesién convergente e {y,} una divergente; ;qué se puede decir de la
sucesion producto {x,y,}, suma {x, + y,}, y cociente {y,/x,} (suponiendo que z, # 0
para todo n € IN)?

11) Prueba que si {x,} es convergente, entonces la sucesién {|z,|} también es convergente.
L Es cierto el reciproco?

111) ;Qué se puede decir de una sucesién de nimeros enteros que es convergente?

1v) Demuestra que toda sucesién convergente es acotada.

Problema 3.1.2 Dadas las siguientes sucesiones en forma recurrente, escribe el término general
y calcula el limite.

i) by =1, bpp1=/2by.

i)ag =0, apy1=
Problema 3.1.3 Calcula los siguientes limites:

i) lim /a, (a>0), i) lim n=3/",

n—oo n—oo

n n b
i) lm Yam + o7, (a,b > 0), ) lim (M)" (a,b>0),
n—00 n—00 2
v) lim n(x/n2+1—n), vi) lim (Vn2+1—+vn+1),
n—oo n—oo
n271
vid) lm ——T° vit)  lim [ 2
n—oo 2N 4 37 n—oo \ n? — 3n

Problema 3.1.4 Calcula los siguientes limites:

. ) n N ) n(el/n _ gSen l/n)
i) lim —sennm, 1) lim
n—00 T n—oo 1 —msenl/n
141441
i) lim —2 n iv)  lm ——,
n—00 logn n—oo /nl
) on . ) 77,2
v) m =, vi)  lim oo,
n—1 3
14+2vV2+3v3+--- v
R vid)  1fm V24 3VB 4t ny/n
n—00 (n — 1)” n—00 n2

Problema 3.1.5 Calcula los siguientes limites:

N b byn N |a—bu .
i) lim (cos — + asen —) ; ii) lim “f/ ——=, si lim u, =0, a > 0.
n—oo n n n—oo a + Uy n—oo
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Problema 3.1.6 Calcula los siguientes limites:

™

Z sen - " n 2 .

. , k=1 .. 1/n P , o -

i) nh_}ngo Tlogn i7) nh—>ngo 1:[ ii1) nh_)nolo]; —3 sen .

Problema 3.1.7 Sabiendo que lim a, = ¢, halla
n—oo

ai + & + o+ n
2 n

i
00 log(n + 1)

Problema 3.1.8 Sea {a,} una sucesién de términos positivos que verifica Jim (an, —n) = L.

a
1) Demuestra que Iim — =1.

11) Demuestra que lim nlog(a,/n) = L.
n—oo

1
Problema 3.1.9 Sea {a,} una sucesién de nimeros positivos que verifica lim Intl _ oy,
n—oo  q,

Calcula, utilizando el criterio de Stolz, el limite

n

n2 aTL

lim _—
n—oo ai-ag---Qap

Problema 3.1.10 Demuestra las férmulas, para n — oo,

) (L),

2n n

1) sen(mn + o(1)) = o(1), i1) sen(rvn?+1) = (—1)"sen(=—
Indicacion: utiliza el problema ?7.

Problema 3.1.11 Demuestra que las siguientes sucesiones son mondtonas, estudia si son aco-
tadas, y calcula el limite caso de existir.

i) W\W\f f\/2+\f\/2+ 2+f

i0)  Upy1 =3+ — 'v) Unt+1 = 3+ 2uUp,
ul +6
7 )

V) Uppl = a)ugp=1/2, b)ug=3/2, ¢)uy=3.

Problema 3.1.12 Se considera la sucesién definida por an4+1 = /1 + 3a, — 1, ag = 1/2.
1) Demuestra que es convergente y calcula su limite.

-1
11) Calcula lim Intl = 2
noo gy — 1

b
Problema 3.1.13 Sea la sucesion definida por b,11 =1 — ?n, con by = 0.

1) Comprueba que se trata de una sucesion oscilante, signo(b,4+1 — by,) = —signo(by, —b,—1).

11) Calcula el posible limite 2.
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111) Demuestra que se tiene b1 — ¢| = (b, — £.

1v) Demuestra que efectivamente nh'nolo by, =¢.

Indicacién: iii) [by, — €| = (3)™ |bo — £.

Problema 3.1.14 Considera la sucesién definida por ¢,11 = f(c,), donde f(z) = T
T
co = 0. Demuestra que es convergente mediante los pasos siguientes:

1) Calcula el posible limite /.
11) Demuestra que si x € [1/2, 1] entonces f(z) € [1/2,1].
111) Demuestra que ¢, € [1/2,1] para todo n > 1.

1v) Comprueba que se tiene |f/(x)| < k < 1 para todo z € [1/2,1]. Esto implicard
|Cn+1 - £| S k‘n|61 — f| — 0.

Problema 3.1.15
1) Utiliza la técnica del problema anterior con la sucesién

1 4
do==, dpy1=2+—,n>
0 27 7’L+1 + dn’ n - 07
y el intervalo [3,10/3].
dn+1 —/

Calcula lim ———.
11) alcula lim -

Problema 3.1.16 Se considera la sucesién de ntmeros reales definida de forma recurrente

Tp—1(1 4+ 2p—1)
1+ 2xn_1 ’

1 =1, Ty =

Demuestra que es convergente y calcula su limite.

Problema 3.1.17 Describe el comportamiento de las sucesiones recurrentes de los problemas
anteriores, representando en dos ejes cartesianos cada par de términos consecutivos (diagrama
de la telarana).
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3.2. Series de numeros reales

Problema 3.2.1 Estudia la convergencia de las siguientes series de términos positivos:

> n+1\" > 1 s 1
7 , 2 T ——— 21 _—
) 2(5o) ) X ) X
iv) ié, v) 3 |S;nn|, vi) Zsen =)
n=1 n(n+1) n:ln +n n=1 n

o 1 © 3,1 = n
vi1) Zarcsen(%), Vi) i) Z 3l

5 S (Y- ) 3 (1+ l)"23—n, vil) 3 (1+ %)" e,

) Z: 10 e xiv) Z: #, xv) Z[\/ n?+1—n),
g g
n=2 n=2
n + 1 =1 > 1
xvi) Z TUii) nZ::l —logn” Vi) nz:; Tlogn)ioen

Indicaciones: (en general se puede aplicar mas de un criterio); @), viii), x), xi), xiii), ziv),
criterio de la raiz; ix), criterio del cociente; i7), iii), iv), v), vi), vii), xv), TVL), TVIi), TVIiL),
comparacién; zii), calcula el limite (ver 77 i7)).

Problema 3.2.2 Demuestra que la serie

o b
nzl(%a—l _2n+1>

es convergente si y sélo si a = b.

Problema 3.2.3
oo
1) Estudia la convergencia de la serie Z n(l+ a)"e™ ", segin los valores de a > —1.
n=1
o n
11) La misma pregunta para la serie Z ——, segun los valores de a > 0.
“= a™n!
nlem
111) La misma pregunta para la serie Z segun los valores de a € IR.
n=1

pnta’
Indicaciones: ii) y i) utiliza la férmula de Stirling.

Problema 3.2.4 Estudia la convergencia absoluta y condicional de las siguientes series alter-
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nadas:

i) Z(_l)n, i7) Zsen(ﬂn—i—l/n),

n=2 n=2

i11) Z(—l)”(arctg 1/n)?, iv) Z(—l)"(arctgn)2,

v) Y ()" VnE 1, vi) Y (1) log( ),

vii) > (=1)"(1 = cos(1/n)), viii) Yy mgé;in)'

Problema 3.2.5 Utilizando el desarrollo de Taylor de la funcién arctgz, estudia la conver-
gencia de la serie

> 1 1
nz::l (arctgﬁ - %)

Problema 3.2.6 Calcula cudntos términos hay que tomar para aproximar las siguientes sumas
con un error menor que 1073:

3

y
n=1

Problema 3.2.7 Calcula la suma de las siguientes series:

. >, gntl —gn=3 . = n o= An+1
i) 2 — i7) g o0 ) nZ::O g
=V 1— 2
iv) Z L\/i v) Z o [ n+ )} _
— vn(n+1) +1)2
Problema 3.2.8 Calcula la suma de las siguientes series:
i) i alV2pl 172 ((ap| < 1) i7) L cos %—W
’ ’ 2n 3

n=0 n=1

Indicacion: descompén las sumas en dos y tres sumandos respectivamente.
Problema 3.2.9

oo

1) Demuestra que la serie anlo_", donde b, € {0,1,...,9} paran > 1y by € Z,
n=0

converge. {Qué representa esta serie y cudl es su importancia?

11) Calcula la suma anterior para los casos:
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Problema 3.2.10 Sea {a,} una sucesién de términos positivos que verifica lim (ay,
n—oo
L>0.

e}

1) Demuestra que la serie Z n®log(a,/n) converge si y sélo si a < 0.
n=1

11) Calcula los limites

n

P = lim [H(%)r/", Q = lim []ﬁ[(ﬁ)’}”".

n—00
i=1 =1

Indicacion: utiliza el problema 3.1.8.

Problema 3.2.11
1) Demuestra que la ecuacién tgxz = x tiene una dnica solucién A, en cada intervalo

(2n—1)m/2,(2n+ 1)7/2), n=1,2,3,--

11) Prueba que la serie Z es convergente.

n= 1

Problema 3.2.12 Estudia la convergencia de las series
o0 1 %)
2
a) ;sen(ﬂn(l + 2n2))’ b) nz::lsen (ﬂm)

Indicacion: utiliza el problema 3.1.10.

Problema 3.2.13 Sea la sucesion definida por xp 11 = /1 + 2z, — 1, ¢ = 1.

1) Demuestra que es convergente y calcula su limite.

11) Calcula los limites

, Tntl ,
lim = b) lim nax,.
n—oo I, n—00

a)
111) Estudia la convergencia de las series
o o
2
a) Z T, b) Z x5
n=0 n=0
Indicacion: ii.b) aplica Stolz en forma conveniente; iii) aplica el apartado ii).

3.3. Series de Taylor.

_n)

Problema 3.3.1 Halla el intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias:

n n

x = nla? o =T
2nn2’ ”) Zl nn ’ “Z) Z nlon—l’
n—=

gk

i)

3
Il
i

n=1

iv) Z % v) —2z)" vi) Z Vo

n:l n=1

Mg
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Problema 3.3.2 Desarrolla en serie de potencias la funcién fi(z) = 7 parak =1, 2, 3.

1
(1—-x)
Problema 3.3.3 Calcula el radio de convergencia y la suma de las siguientes series de poten-
cias:

oo xn o
DY —, i) > (n+1)27"2™
n=1 n=0

Problema 3.3.4 Desarrolla en serie de potencias, indicando el dominio de validez del desar-
rollo, las funciones:

x
a+ bz’

i) f@)=log\[ 1w, i) f@)=go g o) @)=

Problema 3.3.5 Calcula la suma de las siguientes series

0 1) 0 .
IR =D Y

con a,b > 0,

i) f(z) =sen’z, i) f(z) =

n=1 n=1
| , = (—=1)"
ii1) Z@’ iv) ZQn—I—l'
n=1 n=1

Problema 3.3.6 Sea Cj un circulo de radio 7.

1) Obtén un rectangulo Qq, inscrito en Cp, de drea maxima.

11) Sea ahora C el circulo maximo interior a ese rectdngulo, concéntrico con Cj, e inscribe
un rectangulo ()1 de drea maxima en Cj. Calcula la suma de las dreas de la sucesién
{Cn}22, de circulos obtenidos iterando el proceso.

,n/$

Problema 3.3.7 Dada la funcién f(x) = , calcula los valores de f(0), f(1) y f(2).

08

1 n!
Problema 3.3.8 Halla una funcién f(x), desarrollable en serie de potencias, que verifique

fla)=flx)+z,  f(0)=2.



