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4 Integracion en una variable 1

4. Integracién en una variable

4.1. Calculo de primitivas.

Problema 4.1.1 Calcula las siguientes primitivas:

1
1. /xtgz(Zx) dx, 2. /tggajsecA‘xdx, 3. \/5_:3 dx,
x

(=}

L / (z+3)3 . / x2 J x2 +1
. — = dx, .
1 — ;U—I—l (x—1)3 1/

/ s’ o’z s [EmEoenty g [etsenmads,
tge x senx + cosx
dl‘ ) 4
10. / T 11. /sen rdr, 12. /sen rdz,
cos*x
13. /COSQZL'd$, 14. /COSGZL‘CZ$, 15. /SenszOSQxdx,
dx z—1
16. /7, 17. / dx, 18. /arct v/ dx,
312z +5 \Vz+1 g Ve
Vo +2
19. /\/ T+ 1ldz, 20. dx, 21. /\/2+ez dx,
Ve 1+vVz+2
22, /esem”cos?’:zrdx7 23. /sen5xdac, 24. /cos3a:sen2xdx,

25. /tg2xdm, 26. /tggmda:, 27. /:c3\/1 —x2dx,

3 < ~ 3 5
28. / ST HICST 29. / SNTHICOST 3, / tg2(3) sec3(3z) dx,
senzrcosx + 2senzx senx + 2cosx
4zt — 23 — 4622 — 202 + 153 et
3]. / xS — 2‘@2 — gx + 18 dﬂj, 32 /COS(].Og l‘) dl‘, 33 / m diU,

1+ Y 2 2
34. /e/g\rda:, 35. /xid:c, 36. /7@,

(22 4+ 1)5/3 z2 — 22+ 2
dx dx T
37. 38. _ 39. —d
/cos%:’ /(x+1)«3/x+2’ /(x2+1)5/2 L,
9 2
40. /x2(1 — 2%)73/2 4, 41, /\/ew —1da, 4. /Mdac,
22(x—1)



4 Integracion en una variable 2

14+4/1—y/x 1
43, /de, 44, /ﬂd:g, 45, /a:%/ﬁdx,
X

1+ cosx
3
6 x dx
46 /SGC CBdl’, 47 /(1_'_1.2)3(117, 48 /m,
dx dx
49. /—, 50. /7, 51. /ex cos 2z dx,
2+2z)V1+x 1+v1—=z
52. /nr:2 log x dzx, 53. /Sen?’x cos’z dx, 54. /cos4x dx,
4 3 dzx
55. tg x dr, 56. sec’x dx, 57. _
1—senx
58 / (log 2)d 59 dz 60 / T g
. sen(log x)dzx, . —_— . —dx,
& x2y/1 — 22 V1422
dx et b — 223
61. —_— 62. ————dz, 63. /7d ,
/\/6299—1 /e2x+2ew+2 o A 221"

64 / dz R 66 / dz
' YA -2x)2-y1—-22" 229 — 22’ ' (x =122+ z+1)

cos® x 9

67. /:Um log z dz, 68. / i dz, 69. /:L’ sen V z3 dx,
sen?

70. /COSQ(IOgI) dz, 71. /(logaz)3 dz, 72. /x(logaz)2 dzx.

Indicaciones: aqui IPP significa integracién por partes y CV cambio de variable.

1. IPP con dv = tg?(2x)dx. 20. CVt=+Vx+2.

2.CV t=tgx. 21. CV t =+/e* + 2.
3.CVt=/z. 22. CV t = sen z y luego IPP dos veces con
4.CVit=41-(z+1)2 dv = e'dt.

5. Fracciones simples. 23. CV t =cosz.

6. CV x = sect. 24. CV t =senz.

7. CV t =cosz. 25. tg?x =sec?x — 1.

8. La derivada del denominador casi estd en el 26. CV t = tgx.

numerador. 27. CV t =1 — 22

9. IPP dos veces con dv = e*dx. 28 y 29. CV t = tg(z/2).

10. CV t = tgu. 30. CV t = sen(3z).

11, 12, 13, 14 y 15. Usa las féormulas del angulo 31. Fracciones simples.

doble. 32. IPP dos veces con dv = dx.
16. CV t = v/2z + 5. 33. CV t =¢€".
17.CVi=/(z—1)/(x+1). 34. CV t = /1 + 21/3.

18. CV z = t? y luego IPP con dv = t2dt. 35. CV z =tg t.

19. CV t =/Vz + 1. 36. Completa cuadrados.
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37. Es inmediata. 55. CV t =tgu.

38.CVz+2=1¢. 56. CV t = senz.

39. CV t = (22 +1)V/2. 57. Multiplica y divide por 1 + sen x.
40. CV z = sent. 58. CV t =logx.

41. CV t = Ve? — 1. 59. CV t = sen z.

42. Fracciones simples. 60. CV t? =1 + 2.

43.CV t=4/1- vz 61. CV 12 = 2 — 1.

44. Multiplica y divide por 1 — cos z. 62. CV t =e”.

45. CV t = /z — 1. 63. Fracciones simples.

46. CV t = tg . 64. CV 12 =1 — 2z.

47.CV t =1+ 2% 65. CV x = 3sent.

48. CV t = €*. 66. Completa cuadrados.

49. CV 2 =1+z. 67. IPP con dv = z3x.

50. CV 2 =1 — . 68. CV t = senz.

51. IPP dos veces con dv = e*dzx. 69. CV t? = z3.

52. IPP con dv = z%dz. 70. CV t = logzx y las férmulas del dngulo
53. CV t = cosz. doble.

54. Usa las férmulas del dngulo doble. 71. IPP con dv = dz.

72. IPP con dv = zdx.

Problema 4.1.2 Halla una funcién continua f tal que f(0) =0y

4 — g2
Fay={ @t °<°
eve x> 0.

b

Problema 4.1.3 Calcula / x dx mediante sumas superiores e inferiores asociadas a parti-
a
ciones regulares del intervalo [a, b].

Problema 4.1.4

a

1) Demuestra que si g es una funcién impar e integrable en [—a,a], entonces, / g = 0.
—a
Aplica este resultado para calcular

10
/6 senfsen{(z — 8)3}]dx .

a a
11) Demuestra que si h es una funcién par e integrable en [—a, a], entonces, h=2 / h.
—a 0
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Problema 4.1.5 Demuestra e interpreta las siguientes afirmaciones:

.
~—

b+c
/ flx)dx = . f(x—c)

1) /f dx—/ch-b—x

i) [ 1#(a) - f(-a))dz =0,

/ ' fo)de| < / | (@) d,

dﬁ bdx /“b dx

~—

W

v)

1

Problema 4.1.6 Sea f una funcién periédica de periodo T', integrable en [0, 7. Prueba que :
b b+nT
/a /II+TLT
a+T T
[ =[x
a 0

Problema 4.1.7 Calcula los siguientes limites asociandolos a alguna integral definida:

) [ L }
1/ lm CEEEEY —
n=oo |n24+1 n24+4 n2 +n?|’

. , 1 1 1
i1) lim [ + + 4 },
n—oo |n + 1 n-+2 n—+mn

1) para todo entero n, se tiene

11) para todo a € [0,7), se tiene

R R
iit) lim ,
n—00 n

1 1 1
w lim + L )
) n—oo l\/RZ \/TL2 —12 n2 — (n _ 1)2]

Problema 4.1.8 Calcula el limite
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xX
Problema 4.1.9 Calcula F(z) = / f(t)dt con x € [—1,1], para las siguientes funciones:
-1

7) f(a:)={_11 61;;;? i) fz) = |x]e

i) f(e) = e —1/2] iv) f(w):{xe Vet

21 0<z<1;

1 1<z<0 x4+ 2 2<x<—1

v fl@)= { z+1 0O0<z<l; vi)  f(z) = _x1+ ) _11<<mw<<2'1

vii) f(z) = méx{sen(nz/2),cos(rz/2)}.

Problema 4.1.10 Calcula las integrales definidas siguientes, cambiando los limites de inte-
gracion si se realiza algiin cambio de variable:

log 2 2\ /pr2 _
i) Ver —1dx, i) / vam =1
0 1 xT
4.2. Teorema fundamental del calculo.

Problema 4.2.1 Sea F(z) = / f(t)dt con f integrable.

1) Demuestra que si |f| < M entonces |F(x) — F(y)| < M|z — y|, de donde se deduce la
continuidad de F'.

11) ;Es F necesariamente derivable? ;Bajo qué condiciones se puede asegurar que es deriv-
able?

Problema 4.2.2 Deriva las siguientes funciones:

) F) = /:Setdt, i) F(z) = / dt

2t _z3 1 +sen?t’
1:2
flz sen? tdt dt efl te Vidt ds
o _ / ’ . r _
i) () 3 1+ senSt + ¢2 i) (z) 9 log s

v) F(z)= /0 22 f(t)dt, con f continua en IR,

vi) F(x) =sen </03U sen (/Oy sen® tdt> dy) .

Problema 4.2.3 Calcula el maximo y el minimo en [1,00) de la funcién:

f(x) = /Ox_l (e_t2 - e‘2t> dt.
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Problema 4.2.4

1) Demuestra que la ecuacién

X
/ et2dt:1
0

tiene una tdnica solucién en IR y que se encuentra en el intervalo (0,1).
11) Halla y clasifica los extremos relativos en (0, 00) de la funcién

2

G(z) :/ sent eSM! dt
0

VT/2
Problema 4.2.5 Calcula la recta tangente a la curva y = / tg(t?) dt en 2 = /7/4.
x2
Problema 4.2.6 Calcula los siguientes limites:
v * 3
/ e dt—x cosa:/ sent” dt
. , 0 .. , 0
R LN T

Problema 4.2.7 Calcula los limites laterales en el origen de la funcién

1’2
x —senx + / tg(Vt) dt
0

213

fz) =

dt.

*® sent
Problema 4.2.8 Se considera la funcién f(z) = / ;
0

1) Utilizando el desarrollo de la funcién seno, escribe el desarrollo de Taylor de f alrededor
del origen.

11) Calcula lim G

01—cosz

oo
111) Estudia la convergencia de la serie Z f(1/n).

n=1

z dt
Problema 4.2.9 Si la integral / no depende de z, di sin calcular la integral cudnto

“1/x a2 + t2
vale a.

x
Problema 4.2.10 Se consideran las funciones f(z) =e® — 2% — 1, g(z) = 3 + / f(t)dt.
0

1) Escribe el polinomio de Taylor de g alrededor del origen.

11) Determina si g tiene en el origen un maximo, un minimo o un punto de inflexién.

Problema 4.2.11 Sea g una funcién derivable que verifica la ecuacion

(9(1))?
t:/ senxdx‘
0 x

1) Escribe ¢/(t) en términos de g(t).
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11) Calcula (g71)'(x).
Problema 4.2.12 La ecuacion
/Og(%)(et2 + e_tQ) dt —2® — 3arctgz =0,
define una funcién g derivable y uno a uno en IR. Calcula:

1) 9(0), ¢'(0) ¥ (971)'(0);
-1

o gg(g@ '

Problema 4.2.13 Halla la férmula explicita de una funcién continua, f : IR — IR, que verifique

16 1,18

T 1 ) -
[ rwa= [ ermas T e

Calcula a continuacién el valor de C.

4.3. Aplicaciones.

Problema 4.3.1 Calcula el drea delimitada por las curvas siguientes:

) y=a* y=(z-2) y=(2-1)/6
1) 2?2 +9y? =1, 22 +9? = 2z;

1—=2 2—zx
1+2 7 " 1+a
1v) bucle de la curva 32 = (z — a)(x — b)?, con a < b.

1) y= y=0, y=1;

z(z? - 1)

Problema 4.3.2 Halla el drea acotada comprendida entre la grafica de f(x) = m y
T

el eje horizontal.

Problema 4.3.3 Calcula el drea delimitada por las siguientes curvas dadas en paramétricas y
polares:

1) bucle: x =12+ 1, y =t(t> —4), —-2<t<2;

11) cicloide: = =a(t —sent), y =a(l —cost), 0<t<2m yelejeX;

111) espiral de Arquimedes: r =afl, 0<60 <27y el segmento {0 <z < 27a, y = 0};
1v) un pétalo de la rosa de tres pétalos: r =acos36, —n/6 <6 <m/6;

v) la mitad de la lemniscata: r = av/cos20, —n/4<6 < /4.

Problema 4.3.4

2
—4
1) Calcula el drea entre la grafica de la funcién f(z) = 5172 i y su asintota.
x
1
11) Calcula el drea del recinto limitado por la gréfica de la funcién f(z) = T7e= 0
e

asintota para x — 400 y el eje vertical.
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1—=x

G

111) Calcula el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) =

sus asintotas.
-4
1v) Calcula el drea del recinto limitado por las graficas de las funciones fi(x) = (iw
x x
o) = >4
xr) = —= para x > 4.
Yy J2 NG p 2

Problema 4.3.5 Sea A el conjunto limitado por las curvas y = 2% e y = /z. Calcula el drea

de A y el volumen de revolucién obtenido al girar A alrededor del eje horizontal.

Problema 4.3.6 Calcula los voliimenes generados al girar los siguientes conjuntos alrededor
del eje X:

1) 0<y<l+senz, 0<z<2m,

1) 22 + (y — 2a)? < a® (la figura es un toro);

) R? < 2%+ y? <4R? (un anillo esférico);

1v) superficie encerrada por las curvas y = senx e y = x, con z € [0, 7J;

V) z=t—sent, 0 <y<1-—cost, 0<t<2m.

Problema 4.3.7

2 2
1) Calcula los voliimenes generados al girar la elipse — + ‘7;—2 < 1 alrededor de los dos ejes.
a
11) Calcula el volumen del sélido de base la elipse anterior cuyas secciones perpendiculares

al eje OX son triangulos isésceles de altura 2.

Problema 4.3.8

) ‘ 2?2 g2
1) Calcula el drea de la elipse 2 + 72 <1.
22 2 22
11) Calcula el volumen del elipsoide — + -5 + — < 1.
a b2 2

111) Comprueba el resultado del problema anterior (apartado 7)) como un caso particular.

Indicacion: observa que al cortar el elipsoide por planos paralelos a los coordenados se obtienen
elipses.

Problema 4.3.9 Calcula la longitud de los siguientes tramos de curva:

1) catenaria: y =e%/24e %2 0<z <2

11) cicloide: z(t) = a(t —sent), y(t) = a(l — cost), 0<t <2

111) hipocicloide o astroide: 223 49213 = 4;

JaZ — 2
V) tractriz: y = alog (M) —Va?—2% a/2<z<uq
x
v) cardioide: r =1+cosf, 0<6 <2m;
v1) hélice circular: z(t) = acost, y(t) = asent, z(t) =bt, 0<t<2m.



