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Introduccién

® Detras de todo algoritmo con capacidad de aprendizaje o de
adaptacion estd siempre un algoritmo de optimizacion.

e Existen diferentes clasificaciones o axonomias de los algoritmos de
optimizacién.
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Introduccién

Taxonomias de los algoritmos de optimizacién

® Otra clasificacion los divide en deterministas y estocasticos o

probabilistas
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Métodos

En nuestro caso haremos una separacién en dos grandes grupos:

® Métodos mono-punto.
Existe un amplia variedad de métodos que exploran el espacio de
posibles soluciones mediante la evolucién controlada por algin
criterio de un Gnico punto que va siendo desplazado hasta alcanzar
el minimo de la funcién de coste que se explora.

® Métodos multi-punto o basados en poblaciones.
Estos métodos utilizan maultiples puntos que exploran en paralelo el
espacio de soluciones para buscar el minimo de la misma.



Métodos de blsqueda mono-punto

Métodos de biasqueda mono-punto



Métodos de blsqueda mono punto

® Existe un amplia variedad de métodos desarrollados para resolver el
problema de la minimizacién de funciones.

® Estos métodos pueden ser agrupados en dos grandes familias
dependiendo de si estdn basados en la derivada o no.



Métodos basados en la derivada

® | os métodos basados en la derivada constituyen la aproximacion
clasica al problema de optimizacién. La idea basica de estos métodos
puede formularse del siguiente modo. Se expande una funcién

arbitraria f(x), donde x = (xo, 1, ...,%,), en una serie de Taylor
Vf V2f
Flx) & h(x) = Fro) ) ) x-x0) T ) () .

(1)
donde xg es el punto alrededor del cual la funcién f es expandida,
V£ es el vector gradiente de f y V2f es la matriz Hessiana de f.

® La funcién h(x), considerando el desarrollo hasta segundo orden, es
una funcién cuadratica, cuyo minimo Xxp,;, puede obtenerse
resolviendo Vh(x) = 0.



Métodos basados en la derivada

® Obteniendo el gradiente de la funcién aproximada h(x) tenemos que
Vh(x) = Vf(xo) + Vf(x0)(x — Xo) (2)
® y como en el minimo Vh(x,i,) = 0 tendremos que
V£(xo) + V2f(x0).(Xmin — X0) = 0 (3)
® y de esta expresiéon obtenemos que

Xmin = X0 — (V2f(x0)) .V f(xo) (4)



Métodos basados en la derivada

® | os métodos basados en la derivada son extremadamente potentes
en aquellas aplicaciones donde la funcién objetivo es cuadratica. En
estos casos, la ecuacién 4 se aplica iterativamente para obtener el
minimo de la funcién objetivo, desafortunadamente la mayoria de los
problemas de optimizacién carecen de esta favorable propiedad.

® Para que sean efectivos, este grupo de métodos requieren algunas

propiedades en la funcién objetivo: debe de ser diferenciable y
uni-modal, es decir, la funcién debe de tener un Gnico minimo.



Métodos basados en la derivada

® Funcién objetivo derivable y uni-modal




Métodos basados en la derivada

® Entre estos métodos tenemos:

® Maxima pendiente (Steepest descent)
Newton-Raphson

Quasi-Newton

Gradiente conjugado (Conjugate gradient)



Maxima pendiente

® E| método de maxima pendiente es el mas simple de los métodos
basados en el gradiente para encontrar el minimo de una funcién
(diferenciable y uni-modal).

® Para una funcién arbitraria f(x), donde x = (xg, x1,...,%,)", el
método de méaxima pendiente (steepest descent method) busca el
préximo punto de acuerdo a la siguiente expresion

Xi41 = Xk — Vi - VF(xk) (5)

donde V£ (xy) expresa el valor del vector gradiente de f en el punto
Xk.

® Esta expresion puede obtenerse directamente a partir de 4
reemplazando V2f(xx) por la matriz identidad.

® Dado que el gradiente es negativo, los puntos funcién abajo xx11
estaran mas préximos al minimo que x, a menos que el paso sea
demasiado grande.



Maxima pendiente

e El término xq es la hipétesis inicial. El factor v4 (74 > 0) nos
permite tener control sobre el tamafio del paso de avance usado, y
puede ser especificado a priori (a menudo es una constante ~y, = )
o se elige iteracién-a-iteracién en base a una solucién a

miny>o{f(xk — - VF(xi))}. (6)

® Este problema secundario de optimizacién se denomina bisqueda
lineal (line search).



Maxima pendiente

Este método clasico nos permite ver la existencia de un problema de
determinacion del tamafio del paso de avance (step size).

El papel del factor v es regular la longitud del paso de avance que
da el algoritmo. Si es demasiado grande o demasiado pequefio puede
llegar a dificultar que el algoritmo converja al valor correcto x*,
incluso aunque los pasos se den en las direcciones correctas.

A pesar de las ventajas que desde un punto de vista formal de la
convergencia del algoritmo a la solucién correcta, es un método
relativamente ineficiente en comparacién con otros métodos basados
en el gradiente.

Ademas es muy sensible a las transformaciones y cambios de escala.



Newton-Raphson

® E| método de Newton-Raphson se basa en la ecuaciéon basica de
recursion 5

Xi41 = Xk — Y- VF(xk) (7)

en la que se introduce un escalado via la inversa de la matriz
Hessiana. Esto tiene la ventaja potencial de acelerar la convergencia
de forma muy significativa, pero tiene el inconveniente de que puede
ocasionar que el algoritmo sea mas inestable

Xkr1 = Xk — V2F(xx) "LV F(x4) (8)

® Si la funcién de coste f() es una funcién cuadratica, el método de
Newton-Raphson convergera en un sélo paso desde cualquier
punto de partida (ningan otro algoritmo puede converger mas
rapido). En la practica, ésta no es una situacién muy comin ya que
pocas funciones de coste son funciones cuadraticas.



Newton-Raphson

Pese a todo, en las proximidades de la solucién x*, f() sera casi
cuadratica para cualquier funcién dos veces diferenciable por lo que
se puede esperar que el método de Newton-Raphson sea rapido una
vez que esté cerca del minimo x*.

Para funciones de coste no lineales de tipo general (no-cuadréticas),
el Hessiano V2f puede no ser definido positivo, lo que puede
ocasionar el estancamiento o la divergencia.

No hay garantia de que f(xx+1) < f(xk).

A diferencia del método de maxima pendiente, el de
Newton-Raphson es invariante a transformaciones y no se ve
afectado por grandes diferencias en el escalado en los elementos de
X.

Si denominamos dy = —V2f(xx) 1.V f(xx) el tamafio del paso
puede optimizarse si se hace una bisqueda lineal de f(xx + a.dy)
para encontrar un valor éptimo del tamafio de paso «.



Quasi-Newton

e Esta familia de métodos aproxima, en la ec 4, la matriz V?f(xo) por
un mecanismo mas elaborado que en el método del maximo
gradiente.

® En este grupo encontramos los métodos de: Gauss-Newton,
Fletcher-Reeves, Davidon-Fetcher-Powell y Levenberg-Marquard.

e Este grupo de métodos aproxima la inversa de la matriz Hessiana
por esquemas que requieren diferentes calculos con matrices.

X1 = xk — (V2F(x)) ™ VF(xk) (9)



Gradiente conjugado

® El método del gradiente conjugado (conjugate gradient) usa una
optimizacion lineal en las direcciones conjugadas para evitar el
calculo de la segunda derivada que implica el Hessiano.

® Todos estos métodos requieren que la funcién objetivo sea
diferenciable, y si usan funciones de tipo cuadratico, exhiben una
capacidad de convergencia extremadamente répida.

e Esta caracteristica no ocurre necesariamente si la funcién objetivo
no es cuadratica.



Métodos no derivativos (direct search)

Los métodos derivativos presentan problemas ya que muchas
funciones no son diferenciables, y en estos casos la ausencia de una
derivada hace que sean necesarios métodos diferentes que permitan
determinar el minimo de la funcién objetivo sin usar la derivada.

Los métodos no derivativos son conocidos como métodos de
basqueda directa (direct search methods) y estan menos basados en
el calculo diferencial que los métodos derivativos.

Estas técnicas usan reglas heuristicas y saltos condicionales para
explorar la funcién objetivo.

La idea general de estos métodos consiste en generar un punto en el
espacio de estados donde se busca la solucién y comprobar el valor
de la funcién objetivo en dicho punto, es decir es un esquema de
generacién-comprobacion de posibles soluciones.



Métodos no derivativos (direct search)

® Entre estos métodos tenemos:

® Basqueda por fuerza bruta (brute force search)
Paseo aleatorio (Random walk)

Hooke-Jeeves

Simulated Annealing



Método de fuerza bruta (Brute force
search)

® | os métodos de basqueda directa comienzan con un punto de
arranque inicial.

® En el caso particular del método de fuerza bruta, el punto
seleccionado sigue un patrén de exploracion reticulado pre
establecido que cubre una regién acotada.

® Se almacena el mejor de los resultados obtenidos hasta cada
momento (Fig. 1).



Método de fuerza bruta
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Figura: Brute force search trajectory.



Método de fuerza bruta

Este método presenta un problema de tamafio del paso de avance, la
razén se debe a que el tamafio de la reticula es definido a priori y no
tiene en cuenta la funcién objetivo que se estad evaluando.

Si el tamafio de la reticula (grid size) es pequefio el coste
computacional explota (O(NP), donde N es el nimero de puntos en
cada dimensién, y D es el namero de dimensiones)

Si el tamafio de la reticula es grande es posible que no encontremos
el minimo verdadero.

Obviamente, estos métodos enumerativos son muy escasamente
utilizados por su alto coste computacional.



Paseo aleatorio (Random walk)

El método del paseo aleatorio (Random walk) se debe a Gross y
Harris (1985), introduce un muestreo aleatorio para generar nuevos
puntos donde evaluar la funcién de coste objetivo. .

Los nuevos puntos son generados mediante a adicién de una
perturbacién aleatoria A(x), al punto de basqueda actual x.

La perturbacién aleatoria en cada dimensién A(x;) sigue una
distribucién Gaussiana.

El criterio de seleccion en el paseo aleatorio es extremadamente
simple, se acepta el nuevo punto de ensayo si el valor de su funcién
de coste es menor que el valor de la funcién de coste en el punto
base, en otro caso el punto antiguo se mantiene y es generado un
nuevo punto tentativo.

En la figura se muestra el comportamiento de este método 2 .



Paseo aleatorio (Random walk)

Al igual que en el método anterior, la técnica del paseo aleatorio no
tiene una forma adecuada de ajustar el paso de avance del algoritmo
(step size), porque la desviacién standard usada en la generacion de
la perturbacién aleatoria Gaussiana es, por lo general, mal conocida.

Figura: Paseo aleatorio.



Hooke-Jeeves

El método de Hooke-Jeeves (pattern search method) es un método
de basqueda directa mono-punto que tiene en cuenta el problema
del tamafio del paso de avance (Hooke yJeeves 1961, Pierre 1986,
Schwefel 1994).

La idea basica de este método consiste en explorar en cada eje de
coordenadas. En cada punto de prueba, y con un paso de avance
determinado, se exploran todas las D dimensiones en las direcciones
positivas y negativas.

La funcién objetivo en dichos puntos es comparada y se determina el
mejor de los puntos probados. Si el mejor de los puntos probados es
mejor que el punto base previo x;, entonces se hace un intento de
movimiento en la misma direccion.

Si el mejor de los puntos probados es peor que el punto base previo,
el paso de avance ha sido demasiado grande y se repite el
procedimiento con un paso de avance menor (se usa un factor F de
reduccién).



Hooke-Jeeves Method
while (h > hmin) {
for (i=0;i<D;i++){
if (f(xi +ei+xh)<f(x;))
Xi =Xx; +e; xh;
elseif (f(x,' — e * h) < f(X;))
X; =Xx; —e; xh;

}
if (F(xit1) < f(x))
Xit2 = Xit+1 + (Xit1 — Xi);

if (f(xir2) < f(xit1))

Xj = Xj4+2;
else
Xj = Xj+1;
else
h=hxF;

Hooke-Jeeves



Hooke-Jeeves

® E| método de reduccion del paso de avance que implemanta el
algoritmo de Hooke-Jeeves lo hace mas eficiente que los métodos de
fuerza bruta y paseos aleatorios.

® Pero debido a que el tamafio del paso nunca es incrementado existe
una alta posibilidad de quedar atrapado en un minimo local.

o

Figura: Hooke-Jeeves.



Optimizacién Local versus Optimizacién

Global

e Cuando existe mas de un minimo local, es decir en funciones
multi-modales aparece el problema del punto de partida.

f(x1,x2)

Figura: Funcién con minimos locales.



Optimizacién Local versus Optimizacién

Global

El problema del punto de partida se refiere a la tendencia de un
cierto método de optimizacién con un criterio de seleccién de tipo
greedy a encontrar s6lo el minimo de de la cuenca de atraccién en la
que fue inicializado.

Este minimo puede no ser el minimo global, por lo que muestrear
una funcién multimodal en la vecindad de un éptimo global es
esencial evitar este problema.

Dado que la distribuciéon Gaussiana no esta acotada, existe una
probabilidad finita de que el paseo aleatorio pueda genera un punto
nuevo y mejor en una cuenca de atraccion distinta de la que
contiene al punto base actual. En la practica estos saltos
inter-cuencas con éxito tienden a ser muy escasos.

Un método que incrementa la posibilidad de que un punto salte a
otra cuenca de atraccién es el método del Simulated Annealing (SA).



Simulated Annealing (SA)

¢ El método de Simulated Annealing (SA) fué propuesto por
Kirkpatrick et al. en 1983 (Press et al. 1992), muestrea la superficie
de la funcién objetivo mediante la modificacién del criterio usado
para aceptar algiin movimiento hacia arriba mientras se continfa
para aceptar todos los movimientos funcién de coste abajo.

® |a probabilidad de aceptar un vector o punto tentativo que tiene
mayor valor de la funcién de coste que el punto base actual decrece
a medida que la diferencia entre los valores de sus funciones de coste
aumenta.

® |3 probabilidad de aceptacion también se decrementa con el niimero
de evaluaciones de la funcién de coste (puntos explorados), es decir,
después de un tiempo razonablemente largo, el criterio de seleccion
se vuelve greedy (&vido, ansioso).



Simulated Annealing (SA)

® E| método de paseo aleatorio ha sido usado tradicionalmente en
conjuncién con el método de Simulated Annealing para generar
nuevos vectores o puntos a explorar, pero en principio cualquier
método de blsqueda puede ser modificado e incorporar el esquema
de seleccién SA.



Simulated Annealing (SA)

® El término annealing (recocido) se refiere al proceso de enfriamiento
lento al que se somente a una substancia fundida para que sus
atomos tengan la oportunidad de alcanzar una configuracién de
energia minima.

® Si la substancia se mantiene cerca del equilibrio a temperatura T,
entonces la energia de sus atomos, E, se distribuye de acuerdo con
la ecuacion de Boltzmann

E

P(E) ~ e* (10)

donde k es la constante de Boltzmann.

® |gualando la energia al valor de la funcién de coste, el algoritmo SA
intenta explotar un proceso natural de minimizacién via el algoritmo
de Metrépolis (Metrépolis et al. 1953).



Simulated Annealing (SA)

® El algoritmo de Metrépolis implementa la ecuacién de Boltzmann
como una probabilidad de seleccién. Mientras que el movimiento es
hacia valores menores de la funcién de coste estos se aceptan
siempre, pero cuando los movimientos son hacia valores mayores de
la funcién de coste estos son aceptados solamente si un nimero
aleatorio generado segiin una distribucién de probabilidad uniforme
en el intervalo [0,1] es menor que el término exponencial:

g

©=eT (11)

® donde:

® |a variable, d, es la diferencia entre el valor de la funci6n objetivo
con coste creciente (uphill) y el de la funcién objetivo en el punto
base actual, es decir, su diferencia de energia .

® |a variable, ©, nos da la probabilidad de aceptacin que decrece a
medida que d aumenta y/o que T decrece.

® El valor de 3 es una variable de control que depende del problema y
debe determinarse empiricamente (prueba y error).



Simulated Annealing (SA)

Simulated Annealing
fbest = f(xo); // start with some base point
T = To; // and some starting temperature
while (convergence criterion not yet met) {
Ax = generatedeviation(); //e.g., a Gaussian distribution
if (f(xo+ Ax) < f(x0)) {
// if improvement can be made
fbest = f(xo + Ax);
Xo = xo + Ax; // new, improved base point }
else {
d = f(xo + Ax) — f(x0); //positive value
r = rand(); //generate uniformly distr. variable ex [0, 1]
if (r < exp(—dx*beta/T)){
// Metropolis algorithm
Xo = xo + Ax; // new base point derived from uphill move }

h
T = T * reductionfactor;

}



Simulated Annealing (SA)

® Uno de los inconvenientes de la técnica de Simulated Annealing
consiste en el esfuerzo que debe dedicarse para encontrar un
esquema de annealing que disminuya T a alta velocidad.

® Si T se reduce demasiado deprisa, el algoritmo se comportard como
un optimizador local y quedara atrapado en la cuenca de atraccién
del minimo local en el que comienze.

® Si T no disminuye suficientemente rapido, los calculos se hacen muy
costosos computacionalmente.



Simulated Annealing (SA)

® Se han realizado muchas mejoras sobre la version estandar del
algoritmo SA algorithm (Ingber 1993) y este algoritmo ha sido
utilizado en lugar de criterios greedy en algoritmos de bisqueda
directa como el método de Nelder-Mead (Press et al. 1992).

® E| problema del tamaiio del paso de avance persiste en este
algoritmo, sin embargo, y posiblemente es la razén por la que este
método es poco usado en la minimizacién de funciones continuas.

® Por el contrario, este método ha sido muy aplicado junto con
cualquier método de bisqueda directa en optimizacién combinatoria
(Syslo et al. 1983; Reeves 1993).



Métodos de bisqueda multi-punto

Métodos de basqueda multi-punto



Métodos de bisqueda multi-punto

La mayoria de los métodos mono-punto tienen tendencia a encontrar
el minimo de la funcién en la cuenca de atraccién en la que se
encuentran situados cuando han sido inicializados.

Este minimo, en el caso de funciones objetivo multi-modales puede
ser un minimo local. En la técnica del paseo aleatorio debido a que
la perturbacién es Gaussiana y no acotada, existe una probabilidad
de encontrar el minimo verdadero de la funcién.

Pero esta probabilidad es extremadamente pequeiia, y tiene
tendencia a fallar si el minimo verdadero esta situado lejos del area
de exploracién actual.

Una forma de tratar de resolver el problema de la localidad de los
algoritmos mono-punto es usar métodos multi-punto o multi-start
(multi-inicio).



Métodos multi-punto derivativos

Dentro de los métodos multi-punto basados en el uso de la derivada
tenemos:

® Técnicas multi-start (multi-inicio)

e Métodos de Clustering (agrupamiento)



Técnicas multi-start (multi-inicio)

Las técnicas multi-start (multi-inicio) usan puntos obtenidos
mediante muestreo para iniciar el proceso de optimizacion desde
diferentes puntos iniciales.

Cada una de los puntos iniciales obtenidos por muestreo sirven como
punto de arranque de un método derivativo mono-punto que hace
una biasqueda local en la cuenca de atraccion en la que comienza el
punto muestreado (Boender and Romejin 1995).

Esta técnica incrementa la probabilidad de encontrar el minimo
verdadero, pero aun tiene ciertos problemas. Por una parte requiere
que la funcién objetivo sea diferenciable, ya que en caso de no serlo
los métodos locales de tipo derivativo no pueden usarse.

Por otra parte, resulta dificil de determinar a priori cuantos puntos
de arranque o inicio son suficientes para encontrar el minimo
verdadero de la funcién.



Métodos de Clustering

® Los métodos de Clustering fueron propuestos por Torn and Zelinkas
1989 y Janka 1999, aplican técnicas de clustering para identificar los
puntos de muestreo que corresponden a la misma cuenca de
araccién (el mismo cluster).

® Estos métodos requieren que todos los puntos visitados previamente
sean almacenados, lo cual en el caso de funciones altamente
multi-modales puede ser muy costoso desde el punto de vista de los
requisitos computacionales.

® Como resultado, los algoritmos de clustering se suelen limitar a
problemas con un nimero pequefio de dimensiones.



Métodos multi-punto no-derivativos

Entre los métodos multi-punto no-derivativos, también denominados
métodos basados en poblaciones (population-based methods), nos
encontramos los siguientes:

e Método Nelder-Mead.

® Método de basqueda aleatoria controlada (Controlled Random
Searh, CRS).

® | os algoritmos evolutivos (Evolutionary algorithms ,EAs) constituyen
un grupo muy amplio de métodos multi-punto no-derivativos,
reciben este nombre debido a que imitan la evolucién Darwinista.
Entre estos tenemos:
® | as estrategias d evolucion (Evolution strategies , ESs) propuestas
por Rechenberg (1973) y Schwefel (1994),
® | os algoritmos genéticos (Genetics algorithms, GAs) propuestas por
Holland (1962) y Goldberg (1989).
® E|l método de Differential Evolution, DE, propuesto por Storn and
Price (1999).
® | os métodos de tipo PSO (particle swarm optimization)
® Los métodos de tipo ACO (ant colonies).



Nelder-Mead

El método de bisqueda poliédrica de Nelder-Mead (Nelder-Mead, 1965)
trata de resolver el problema del tamafio del paso de avance permitiendo
que el tamafio de paso se expanda o contraiga segin sea necesario. El
algoritmo opera del siguiente modo:

® Se comienza formando un poliedro de dimensién (D + 1), o simplex,
de (D + 1) puntos, x;,i =0,1,...,D, que son distribuidos
aleatoriamente por el espacio del problema (ej.; cuando D = 2, el
simplex es un triangulo).

® | os puntos son ordenados en sentido ascendente del valor de la
funcién objetivo, de forma que xq es el mejor punto y xp es el peor
punto.



Nelder-Mead

® (cont).
® Para obtener un nuevo punto de prueba, x,, el peor punto, xp, es
reflejado a través del lado opuesto del poliedro usando un factor de
ponderacién, Fi:
xr = xp + F1(Xm — xp) (12)

donde x,, es el centroide de la cara opuesta al punto xp;

1 D—1
Xm = 5[2 Xi] (13)

® Si la reflexion a través del centroide mejora el valor de la funcién
objetivo, f(xm) < f(xo), entonces el algoritmo da otro paso en la
misma direccién basandose en la hipétesis de que una mejora
adicional en esta direccién es todavia posible. Este segundo punto a
explorar se obtiene como una expansién del punto previo con un
segundo factor de escala Fz,

Xe = X, + Fa(xm — xp) (14)



Nelder-Mead

® (cont).

Si este punto de expansién mejora el valor de la funcién objetivo,
entonces x. reemplaza a xp. Este nuevo conjunto de D + 1 puntos es
usado para repetir el procedimiento.

En el caso de que x. no mejore el valor de xq, entonces xp es
reemplazado por x, (obsérvese que xp es el peor valor de la funcién
objetivo de los D + 1 puntos después de la ordenaci6n)

Si x, no mejora al punto xo en primer lugar, x,, entonces x, es
comparado con el siguiente peor punto,xp_i.

Si x, es mejor que xp_1, entonces x, se reemplaza xp.

Si, sin pese a todo, x, es peor que xp_1 , se usa un tercer factor de
escalado, F3, para encoger el simplex entero.



Nelder-Mead Method
while(not converged) {
sort(x;, D 4+ 1);
Xm =0
for (i=0;i<D;i++){
Xm = Xm + Xj;

Xm = Xm/D;

Xr = Xm + F1(Xm — Xo0)

if (f(x) < f(xo0)) {
Xe = Xm + F2(Xm — Xo);
if (f(xe) < f(xo0))

XD = Xe;
else
Xp = Xr;

}
else if (f(x;) < f(xp-1)) {

}

}

Nelder-Mead

else {

if (f(x:) < f(xp)) {
ch:_x;,+ F3(xm — xp);
}

else {

Xc = Xm — F3(xm — xp);

}
if (f(xc) < f(xp0)) {

XD = Xc;

else {
for (i=1,i<D;i++){
x;i = 0,5 * (xo + xi);
}
}



Nelder-Mead

® En la figura se muestra los mecanismos basicos de reflexién y
expansion del método de Nelder-Mead para una funcién objetivo en
un espacio de 2D y en la fig 1 de la transparencia siguiente se
muestra un secuencia de puntos de bisqueda .

Figura: Nelder-Mead: mecanismo de reflexion y expansion para D = 2.



Nelder-Mead

Nelder-Mead secuencia de biasqueda.
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Nelder-Mead

El método de Nelder-Mead fué uno de los primeros métodos de
optimizacién que han usado de forma extensiva el vector diferencia
para explorar el landscape de una funcién de coste.

Una de las ventajas de este método es la posibilidad de expandir y
contraer el simplex para adaptar la basqueda a la superficie local
actual de la funcién objetivo. Esto permite que el algoritmo adapte el
tamafio de su paso de avance a las condiciones locales de la funcién.

El método de Nelder-Mead restringe el namero de puntos de
muestreo a D + 1 puntos (D es la dimensién del espacio de
basqueda).

Esto limita sus ventajas cuando la funcin objetivo es compleja.



Controlled Random Search (CRS)

® El método de la basqueda aleatoria controlada (Controlled Random
Search, CRS) fué propuesto por Price en 1978.

® Este método también usa el vector de diferencias para operaciones
de reflexion.

® Emplea el simplex de Nelder-Mead de D + 1 puntos obtenidos por
muestreo aleatorio de una poblacién de N, > D + 1 vectores tal y
como se puede ver en la figura siguiente.



Controlled Random Search (CRS)

® La reflexion a través del centroide genera un nuevo punto a explorar
X;.

® Si este punto es mejor que el peor de los puntos de la poblacién
actual x,,, entonces x, reemplaza a x,, en el conjunto de la poblacién

Figura: El método CRS usa la reflexion de Nelder-Mead a partir de una
poblacién de puntos.



Controlled Random Search (CRS)

Nelder-Mead Method
while(not converged) {
sort(x;, N);
j=rand(N,);
Xm = Xj;
for (i=0;i<D;i++){
j=rand(N,);
Xm = Xm + Xj;
}
Xm = Xm/D;
Xr = Xm + F1(Xm — X;);
if (bounds-ok(x, == TRUE))

{
if (F(x,) < f(x0))
{
XD = Xr;
}
}

}



Controlled Random Search (CRS)

En el método CRS la generacion del vector de diferencias través de
la reflexion puede considerarse como una forma aritmética de
obtener la recombinacién.

El reemplazo continuo del peor punto posible en el conjunto de la
poblacién introduce un mecanismo de presion selectiva que tiende a
forzar al método a una répida convergencia.

Esta convergencia rapida tiene el inconveniente de que puede ser en
ocasiones prematura.

Se han propuesto diversas mejoras sobre el algoritmo CRS basico (
Ali et al. (1997) y Ali y Torn (2004) ).



Algoritmos evolutivos

® Estos métodos utilizan en la bisqueda de soluciones mejores
operaciones del tipo:
® recombinacién,
® mutacién
® supervivencia o seleccion del mejor.
® Debido a que imitan a la evolucién Darwinista en la naturaleza se les
denomina algoritmos evolutivos (evolutionary algorithms) (EAs).

® Aunque se les agrupa en una misma clase de métodos existen
diferencias muy significativas entre ellos,



Estrategias de evolucién (Evolution
strategies, ESs)

® Las ES muestrean la funcién objetivo en muchos puntos diferentes,
pero a diferencia de los enfoques multi-start donde cada punto base
evoluciona aisladamente, los puntos de una poblacién en las
estrategias evolutivas se influyen uno a otro mediante la
recombinacion.

® Se comienza con una poblacién de p vectores progenitores (puntos),
el algoritmo ES genera una poblacién de vectores descendientes
A > 1 mediante la recombinacién entre vectores progenitores
escogidos aleatoriamente.



Estrategias de evolucién (Evolution
strategies, ESs)

La recombinacién puede ser discreta (algunos pardmetros son
seleccionados de uno de los progenitores y los otros se toman del
otro progenitor) o intermedia (promediando los parametros de
ambos progenitores ) (Back 1996).

Después de la recombinacién, cada uno de los puntos descendientes
es mutado mediante la adicién de una desviacién o perturbacién
aleatoria Ax, tipicamente una desviacién Gaussiana aleatoria con
media cero y covarianza conocida.

Después de la mutacién, todos los A\ puntos descendientes son
evaluados, y de los puntos descendientes la estrategia evolutiva

(, A) — ES selecciona los 11 mejores descendientes que seran los que
pasaran a ser progenitores en la préxima generacion.

Otros enfoques alternativos selecionan los . mejores vectores de las
poblaciones combinadas de progenitores y descendientes, se
denomina estrategia (1 + \) — ES .



Estrategias de evolucién (Evolution

Evolution strategy Method

Initialization();
while (not converged)

for (i=0;i<Xi++4)

p1(i) = rand(p);

pa(i) = rand();

c1 (i) = recombine(py (i), p2(1));
. c1 (/) = mutate(ci (1))
selection();

}

strategies, ESs)



Estrategias de evolucién (Evolution
strategies, ESs)

® Las ESs constituyen uno de los mejores optimizadores globales, pero
siguen sin resolver el problema de la adaptacién del tamafio del paso
de avance, al menos en las implementaciones mas simples.

® Si se permite que la distribucién Gaussiana simétrica se convierta en
una distribucién Gaussiana elipsoidal, el ES puede asignar diferentes
tamafios de paso en cada dimensién.

® Ademas, la matriz de covarianza permite a la distr. Gaussiana
elipsoidal de mutacién rotar para adaptarse mejor a la topografia de
las funciones objetivo non-descomponibles.



Estrategias de evolucién (Evolution
strategies, ESs)

Un funcién descomponible siempre puede reescribirse en la forma

(Salomon 1996)
D

f(x) =) fi(x) (15)

i

|
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Debido a que las funciones descomponibles no tienen términos
cruzados, sus parametros pueden ser optimizados de
independientemente.

Por tanto, la descomponibilidad reemplaza la tarea de optimizar una
funcién con D dimensiones en el problema mucho mas simple de
optimizar D funciones unidimensionales.



Estrategias de evolucién (Evolution
strategies, ESs)

Descomponibilidad

e El hiper-elipsoide es un caso simple de funcién descomponible:

D—-1

f(x) = Z QX (16)

i=0

® Si se rota el hiper-elipsoide en todas las dimensiones, se hace
imposible el optimizar un sélo parametro independientemente de los
otros.

® Esta dependencia entre parametros, se denomina a menudo como
epistasis, una expresién tomada de la biologia. Salomon (1996)
demostré que a menos que un optimizador enfoque el hecho de la
dependencia de parametros sus prestaciones en funciones objetivo
epistaticas se degradaran sustancialmente.



Algoritmos Genéticos (Genetic Algorithms,
GAs)

Los mas conocidos y usados de los métodos evolutivos son los
algoritmos genéticos (GAs) propuestos por Goldberg en 1989.

En estos métodos el conjunto de puntos que forma la poblacién S
evoluciona de una generacién a otra mediante el reemplazo de
subconjuntos de S sucesivamente.

En los algoritmos genéticos, toda solucién x es codificada por lo
general usando una representacién mediante una cadena binaria que
se asemeja a la forma en la que los cromosomas codifican la
informacién genética.
Es posible también utilizar una versién de los algoritmos genéticos
denominada real coded GA que representa variables continuas. Los
tres conceptos basicos implicados en la versién basica de un
algoritmo genético son:

® Evaluacién.

® Seleccion estocastica

® Reproduccién



Algoritmos Genéticos (Genetic Algorithms,
GAs)

Un vistazo rapido

® Pioneros: J. Holland, K. DeJong, D. Goldberg
® Se han aplicado tipicamente en:
® Optimizacién discreta (combinatoria)
® Entre sus caracteristicas estan:
® No es demasiado rapida.
® Buen heuristico para problemas combinatorios.
® Enfatiza la combinacién de informacién entre buenos progenitores
(crossover)
® Existen muchas variantes, €j., diferentes modelos de reproduccién, de
operadores, etc.



Algoritmo Genético Simple o Candnico

(SGAs, CGAs)

Se denomina asi a la version original del Algoritmo Genético que
propuso Holland y que se conoce como Algoritmo Genético Simple
(simple genetic algorithm, SGA).

Los algoritmos genéticos codifican las soluciones potenciales en los
cromosomas y les aplican operadores genéticos a los mismos.

Esto equivale a transformar el problema original de un espacio a otro.
La representacion genética es importante en el éxito del algoritmo
genético, ya que puede hacerlo mas facil o mas dificil de resolver.
Las poblaciones que maneja consisten en soluciones codificadas de
problemas.

La basqueda de buenas soluciones es realizada en el espacio de
soluciones codificadas.

La manipulacién de poblaciones usa los operadores de: seleccion,
cruce y mutacion.



Algoritmo Genético Simple o Candnico

(SGAs, CGAs)

Caracteristicas importantes:
® No trabajan con los objetos, sino con una codificacién de los mismos.

Los GA realizan una bisqueda mediante toda una generacién de
objetos, no buscan un anico elemento.

Utilizan una funcién de salud que nos da informacién de lo
adaptados que estan.

Las reglas de transicién son probabilisticas no deterministas.



Algoritmo Genético Simple o Candnico

@ Generar la poblacion inicicial P(0) aleatoriamente y poner i = 0;
® Repetir
® Evaluar la salud de cada individuo (fitness) en P(7)
® Seleccionar los padres de P(i) en base a su salud del siguiente modo:
Dados los valores de salud de n individuos f1, fa, ..., f,. Seleccionar
un individuo i con probabilidad

pi = 7fi
B Y

Este método se denomina seleccién de la ruleta y es un método de
seleccién proporcional al fitness.

® Se aplica el operador cruce a los padres seleccionados.

® Se aplica el operador de mutacién a los nuevos individuos credos
después del cruce.

® Se reemplazan los padres por los descendientes para producir la
generacién P(i + 1).

(17)

hasta que la condicién de parada se verifique.



Algoritmo Genético Simple (SGAs)

Conceptos involucrados:
® Representacion de la informacién: mediante cadenas binarias (Binary
strings)
® Recombinacién: mediante de N-puntos o uniforme.
® Mutacién: de bit (bit-flipping) con probabilidad prefijada
® Seleccién de progenitores: proporcional al valor de salud (fitness)

® Seleccion de supervivientes: todos los descendientes reemplazan a
sus progenitores

® Especialidad: enfatiza el cruce (crossover)



Algoritmo Genético Simple (SGAs)

Espacio de bisqueda
de soluciones
Espacio de
soluciones
Codificacién codificadas

Decodificacién



Algoritmo Genético Simple (SGAs)

Términos usuales utilizados en los algoritmos genéticos.

Cromosoma Gen Fenotipo
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= (xy2)
Decodificacién
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\ ‘ Evaluacién
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Algoritmo Genético Simple

Ciclo basico

Offspring Decoded strings
He gemerhion Population
| - | -
A L
(chromosomes)
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Genetic Fitness
Operators \ Evaluation
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Parents
Selection
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Manipulation




Algoritmo Genético Simple

Operador de cruce o recombinacién

La idea basica de cualquier operador de recombinacién (cruce) es la
herencia de informacién (genes) desde dos o mas progenitores a sus
descendientes. Aunque la mayoria de los operadores de recombinacién
usan dos progenitores, pueden usarse multiples padres. Por lo general se
producen dos descendientes en el operador de recombinacién pero pueden
ser multiples.
® Recombinacién de Real-Valued Vectors.
Este tipo de operador se usa en el caso de tener vectores de nameros
reales. Se usa mucho en algoritmos ES y RCGA.

® Recombinacién de Binary Strings.
El operador de recombinaciéon mas comdn para arrays binarios
(binary strings) incluye el cruce de k puntos (k > 1) y el cruce
uniforme, si bien existen otras variantes.



Recombinacién de Real-Valued Vectors
GAs
® Recombinacién discreta.
® Un vector descendiente tiene componentes que provienen de dos o
mas vectores progenitores. No hay cambios en ninglin componente

elemental. Por ejemplo, dados dos padres x = (x1,...,xs) €
y=(y1,...,yn). Los descendientes x' = (x{,...,x}) e
y' = (1,.-.,ys) pueden obtenerse como:
o — x; con probabilidad de recombinaciéon p, (18)
"7 1 yi en otro caso

y donde y’ es el complementario de x'.
® Recombinacién intermedia.
® Cada componente del vector descendiente se obtiene como
combinacién lineal (promedio) de los componentes correspondientes
de los progenitores. Por ejemplo, dados dos padres x e y, los
descendientes x’ e y’ pueden obtenerse como:

xi = x; + alyi — xi) (19)

donde « es un parametro de ponderacién en el intervalo (0,1),
tradicionalmente se toma 0,5, pero puede ser generado
aleatoriamente.



Recombinacién de Binary Strings
GAs

® Cruce multi-punto.
® Este cruce puede aplicarse a strings de cualquier alfabeto. Dados dos
padres de longitud n, se generan k nimeros aleatorios ry, ra, . .., rg
segan una distribucién uniforme (sin repeticién). Se originan
entonces unos descendientes tomando segmentos (separados) de los
padres alternativamente, €j., el primer segmento del primer padre, el
segundo del segundo padre, el tercero del primer padre y asi
sucesivamente.
® Por ejemplo, para un cruce de 3 puntos en 1,4,6 de dos padres
00000000 y 11111111 producird dos descendientes 01110011 y
10001100.

e Cruce uniforme.,
® Este cruce es aplicable también a strings de cualquier alfabeto. Se
generan los descendientes tomando cada bit o caracter de uno de sus
padres correspondientes. El padre del que se toma el bit o caracter se
escoge aleatoriamente seglin una distribucién de probabilidad
uniforme.



Ejemplo

Operador de cruce

® QOperador de cruce para cadenas binarias mono-punto
® Se escogen dos individuos de la poblacién mediante el operador de
seleccién.
® Se escoge aleatoriamente un lugar o punto de cruce.
® |os valores de las dos cadenas se intercambian en este punto.
Recombinando porciones de buenos individuos se van creando
individuos alin mejores .
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Algoritmo Genético Simple

Operador de mutacién

Los operadores de mutacion pueden ser:

® QOperadores de mutacién para Real-Valued Vectors.
Los operadores de mutacién para vectores de valores reales suelen
basarse en ciertas distribuciones de probabilidad, tales como la
distribucién uniforme, la lognormal, la normal o Gaussiana y la de
Cauchy.

® Operadores de mutacién para Binary Strings.
Los operadores de mutacién para cadenas binarias suelen ser mucho
mas simples. Usualmente es una mera operacién de cambio de bit
(bit-fliping operation).



Mutacién de Real-Valued Vectors
GAs

® Mutacién Gaussiana.
® |os descendientes se generan afiadiendo un namero aleatorio
distribuido segiin una Gaussiana con media 0 y una desviacién
estandar o a los progenitores. Por ejemplo, dado un padre
x = (x1,...,Xn) el descendiente se produce de la siguiente forma

X,-/ = Xj + N;(O, 0’;) (20)

donde N;(0,0/) es un niamero aleatorio distribuido segin una normal
7

con media 0 y desviacién estandar o;. Los n nimeros aleatorios son

generados de forma independiente para cada una de las dimensiones.

® Mutacion Cauchy.

® |a Mutacién Cauchy difiere de la gaussiana en la distribucion de
probabilidad usada para generar los nimeros aleatorios.



Mutacién de Binary Strings
GAs

® Mutacién binaria (bit-flipping).

® | a mutacién binaria (Bit-flipping mutation) consiste simplemente en
cambiar el bit de 0 to 1 o de 1 a 0 con una cierta probabilidad. Esta
probabilidad a menudo se denomina probabilidad de mutacién o tasa
de mutacion.

® La mutacién binaria puede ser generalizada a strings o cadenas de
cualquier alfabeto. Esta mutacion generalizada opera del siguiente
modo: para cada caracter (alelo) en una cadena, se reemplaza con
cualquier otro caracter aleatoriamente elegido del alfabeto (distinto
del que se va a reemplazar) con una cierta probabilidad de mutacién.

® Mutacion aleatoria.
® | a mutacién aleatoria (Random Bit) no conmuta un bit. Reemplaza
un bit por 0 o 1 con igual probabilidad (es decir, 0,5
respectivamente). En su versién generalizada cada caracter (alelo) en
una cadena, se reemplaza con un caracter aleatoriamente elegido
(puede ser el mismo que va a ser reemplazado) del alfabeto con una
cierta probabilidad de mutacién.



Ejemplo

Operador de mutacién

® Para una cadena binaria
® Con una cierta probabilidad, muy baja, una cierta porcién de los
nuevos individuos pueden mutar sus bits.
® Su propdsito es mantener la diversidad dentro de la poblacién y
prevenir la convergencia prematura.
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Algoritmo Genético Simple

Operador de selecciéon

El esquema de seleccion determina la probabilidad de que un individuo
sea seleccionado como progenitor para producir descendientes mediante
los operadores de recombinacién y/o mutacion.
Para buscar individuos progresivamente mejores, los individuos mas
adaptados deberian tener mayores probabilidades de ser seleccionados (y
viceversa).
Los tres métodos mas usados en los esquemas de seleccién son:

e Meétodo de la ruleta (roulette wheel selection) también denominado

seleccion proporcional al fitness.

® Seleccion basada en el rango (rank-based selection).

® Seleccion por torneo (tournament selection).



Seleccion por el método de la ruleta

GAs
® Método de la ruleta
® Dados los valores de salud de n individuos f1, f2, ..., f,. La
probabilidad de seleccionar un individuo i se calcula segin
fi
pi = (21)
2k

® Es decir se calcula la probabilidad de seleccion directamente a partir
de los valores de fitness de los elementos de la poblacién.

® Este método puede originar problemas en ciertos casos. Por ejemplo,
cuando en la poblacién inicial algunos valores son significativamente
mejores que los demas (pero no necesariamente los mejores) lo que
hace que predominen con rapidez pero no exploran otras soluciones
potenciales.



Seleccién basada en rango
GAs

® Seleccién basada en rango

® La seleccién basada en rango no calcula la probabilidad de seleccién
directamente a partir de los fitness. Ordena a los individuos en
primer lugar de acuerdo a su valor de fitness y después selecciona de
acuerdo a su rango en vez de los valores de fitness.

® Asi se puede mantener una presion selectiva constante y evitar los
problemas del método de la ruleta.

® Hay diferentes esquemas basados en el rango, dos de ellos son:

® Suponer que el mejor individuo de la poblacién se ordena en la
primera posicién. La probabilidad de seleccién puede calcularse
linealmente del siguiente modo (Baker, 1985):

1 i—1
pPi = — (Vmax - (Vmax - Vmin)*) (22)
n n—1
donde n es el tamafio de la poblacién, vmax y Vmin son dos
parametros tal que Vmax = Vmin 2 0 Y Vmax + Vmin = 2
® Un esquema de presién selectiva no lineal (Yao, 1993):
’ (23)
Pi= =
Zf:lj



Seleccién por torneo
GAs

® Seleccién por torneo

® | as seleccién de ruleta y basada en rango se basan en la informacién
global de toda la poblacién lo que incrementa las comunicaciones en
el caso de que se desee paralelizar el algoritmo.

® El sistema de torneo sélo requiere conocer parte de la poblacién para
calcular la probabilidad de seleccién de un individuo, por lo que
diferentes individuos pueden calcular la suya en paralelo.

® En el esquema de torneo de tamafio 3, primero se selecciona un
individuo 7 aleatoriamente. Entonces se selecciona i» también
aleatoriamente pero debe diferir del iy por una cantidad de fitness 6.
De forma aleatoria se selecciona i3 que debe también diferir de i1 y la
mitad de las veces diferir de i también, todos por 6.

® j, compite con i3 primero. Posteriormente el ganador compite con /1.
El ganador es identificado por la probabilidad de aceptacion de
Boltzmann. La probabilidad de que un individuo x gane sobre y es:

1
P(x,y) = 1_ eth—h)/T (24)

donde T es la temperatura. (Se busca maximizar el fitness)



Ejemplo

Método de Iseleccién de la ruleta.

Método de la ruleta.

)
./
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1,52,82,1,1,7



Funcién a optimizar: f(x) = x

2

Ejemplo

Funcién de fitness simple

Individuo Codificado | Valor(Fenotipo) | Salud asociada Individuo | Probabilidad | N® Copias Esperado
01101 13 169 01101 169/634=0,27 1.1
10100 0 400 10100 | 400/634= 0,63 25
00100 4 16 00100 16/634=0,02 0,1
00111 7 a9 00I11 | 49/634=008 03

Tab. 2.1: Fenotipos y salud asociada.

Tab. 2.2: Nimero de copias esperado.

Fig. 2.7: Funcion de salud.

Olnd: 10100
M Ind: 01101
OInd: 00111
OInd: 00100




Ejemplo de funcién dificil

® Rastrigin.

Global minimum ot [0 0]




Differential Evolution

Introduccién

Idea intuitiva del método:
® Generacién de una poblacién inicial
® Repetir
® Generar una nueva poblaciéon mediante perturbaciones (una especie
de mutacién).

® Cruzar la poblacién perturbada .
® Realizar la seleccién de los elementos que pasan a la nueva poblacién.

hasta que se verifica la condicién de parada



Differential Evolution

Introduccién

® Se genera en primer lugar una poblacién inicial (inicializacién).

B Jma

X2 min

------------------------ A vector population is
generated such that the
allowed parameter region
i entirely covered.

T contour lines
! of flx,.%,)
All vedtors get a

uniqué index for bookkeeping
becaupe each of them has to

X1, min Xl mi



Differential Evolution

Introduccién

® Se genera la perturbacién x,, — x,,, a partir de dos vectores de la
poblacion que se eligen aleatoriamente (pero distintos).

X2

+ difference
vector X,;-Xz Xy and x;; are two
randomly selected vectors

from the vector population

X




Differential Evolution

Introduccién

® |a perturbacién se escala por un factor F y se suma aun tercer
vector x,, escogido aleatoriamente (distinto de x,, y x,,, con lo que
se crea un nuevo vector pertubado o por similitud una mutacién .

% weighted difference
& vector F-(X,1-X,5)

=Xt (X

1™

X, 8 another randomly
selected vector which,
together with the weighted
difference vector, yields
the trial vector ug.

> x|




Differential Evolution

Introduccién

® Se realiza la seleccion.

X2
4

ug competes against
the vector no. 0 of the
population.

The vector with the
lower objective function
valie gets marked as
vector no. 0 of the next

population,

X



Differential Evolution

Introduccién

® Se genera un segundo vector perturbado .

X weighted difference
Y veetor F-(X,-X,)

X, X, and x5 are
generated anew and
u, is the new trial vector

U =X (XX )

X1




Differential Evolution

Introduccién

® Se realiza la seleccién, que en este caso no resulta favorable
manteniéndose el elemento anterior de la poblacién y descartandose
el nuevo.

4 u; competes against

vector no. 1 of the
population and loses.

Vector no. 1 of the old
population i marked so
that it survives into the
next population.

X1




Differential Evolution

Esquema basico

DE Method
Initialization();
while (convergence criterion not yet met) {
// xi defines a vector of the current vector population
// yi defines a vector of the new vector population
for (i =0;i <NP;i++){
ri = rand(NP); //select a random index from 1,2, ..., N,
ro = rand(NP); //select a random index from 1,2, ..., N,
rs = rand(NP); //select a random index from 1,2, ..., N,
Ui = Xpy + F % (Xey — X )

if (f(ui) <= f(x))

yi = uj;
else
Yi = Xi,

}
} //end while



Differential Evolution

Estructura de la poblacién

® En DE se suelen mantener un par de poblaciones de vectores, las
cuales tienen N, vectores D-dimensionales de parametros de
nameros reales.

® La poblacién actual, Py, estd compuesta por aquellos vectores, X g,
que han sido encontrados aceptables en la inicializacion o en la
comparacién con otro vector en una iteracién anterior.

Px,g = {Xi%g}v i:0717"'aNP715 g:0717---agma)<7 (25)
Xi.g = (Xj,i,g)7 J: 0717' "7D -1

® | os indices se han comenzado por 0 para simplificar su trabajo con
arrays y la arimética de médulos. El indice, g = 0,1,..., gmax, indica
la generacion a la que pertenece el vector. A cada vector se le asigna
un indice de poblacién, i, que va desde 0 a N, — 1. Los parametros
en los vectores estan indexados con j, que va desde 0 a D — 1.



Differential Evolution

Estructura de la poblacién

e Cont.

® Una vez inicializado, DE muta mediante los vectores elegidos
aleatoriamente para producir una poblacién intermedia, P, g, de N,
vectores perturbados o mutados, v; g:

PV7g = {Vivg}, i:0717"'7NP_17 g:0717"'7gm3><7 (26)
vie = (vjig), j=0,1,...,D—1.

® (Cada vector en la poblacién actual se recombina posteriormente con
un vector mutado para producir la poblacién nueva a probar, P,, de
N, vectores de prueba, uj,:

Pug = AHuig}, i=0,1,...,N,—1, g=0,1,..., gmax, (27)
ug = (Uig), j=0,1,...,D—1
® Durante la recombinacién, los vectores de prueba sobreescriben la

poblacién mutante para que un Gnico array pueda contener las dos
poblaciones.



Differential Evolution

Inicializacién

® Antes de que se inicialice la poblacién, deben especificarse los limites
superior e inferior de cada parametro.
® Estos 2D valores se guardan en dos vectores, D-dimensionales, de
inicializacién, by y by, donde los subidices L y U indican los limites
inferior y superior respectivamente.
® Una vez definidos los limites, un generador de niameros aleatorios
asigna a cada pardmetro de cada vector un valor situado en el rango
preestablecido. Por ejemplo, el valor inicial (g = 0) del j-ésimo
pardmetro del vector i-ésimo es

Xj,i,0 = randj(O, 1).(bjyu — bj’L) + bj7L (28)

® El generador de nimeros aleatorios, rand;(0,1), devuelve un namero
aleatorio distribuido segiin una distribucién uniform en el rango
[0,1), es decir, 0 < rand;(0,1) < 1.

® Incluso si la variable es discreta, debe ser inicializada con un valor
real dado que el método DE internamente trata a todas las variables
como valores en coma flotante independientemente de su tipo.



Differential Evolution

Mutacién

® Una vez inicializado, DE muta y recombina la poblacién para
producir un poblacién de N, vectores de prueba N,.
® Se genera una mutacién diferencial mediante el vector de diferencia
(aleatoriamente obtenido) que escalado se afiade a un tercer vector
para crear el vector mutado o perturbado, v;,:

Vig = Xro.g + F(Xry.g — Xz ) (29)

® El factor de escala, F € (0,1+4), es un nimero real positivo que
controla la tasa a la que la poblacién. Si bien no existe un limite
superior para F, los valores efectivos no suelen ser mayores que 1,0.

® El indice del vector base, ro, puede determinarse de diferentes
formas, pero puede suponerse que es aleatoriamente elegido y que es
diferente del iindice del vector objetivo, /. Los indices usados en el
vector de diferencia son distintos entre si, del vector base y del vector
objetivo, y son elegidos aleatoriamente, r1 y r2, para cada vector que
se muta.



Differential Evolution

Mutacién

® En la figura se muestra la construccién del vector mutante, v; ¢, en
un espacio de dos dimensiones
X1

A

vig = XrO,g+F(Xr1,g'xr2g)

‘ F’(Xrl,g'xr2,g)

Xpg

-._XD

»




Differential Evolution

Cruce

® Para complementar la estrategia de bisqueda de la mutacién
diferencial, DE utiliza ademas una estrategia de cruce uniforme.

® La recombinacién discreta, construye los vectores de prueba a partir
de los parametros tomados de dos vectores diferentes. En el caso
particular de DE se cruzan los vectores de la poblacién inicial con los
vectores mutantes :

oy vide i (randi(0,1) < Cr) o1 (j < jiuna)
i = Uji,g = Xji,g Otherwise

(30)

® |a probabilidad de cruce, Cr € [0, 1], es un valor definido por el
usuario que controla la fraccién de valores de los parametros que son
copiados desde el vector mutante.

® Para determinar que fuente contribuye a un parametro dado, el cruce
uniforme compara Cr con la salida de un generador de nameros
aleatorios, rand;(0,1).



Differential Evolution

Cruce

e Cont.

® Si el nimero aleatorio es menor o igual que Cr, el parametro a
probar se hereda del mutante, v; z; de otro modo, el parametro es
copiado desde el vector, X .

® Ademas, el parametro de prueba con un indice elegido
aleatoriamente , jang, €s tomado del mutante para asegurar que el
vector vector de prueba no duplica a xj .

® Debido a esto, Cr sélo aproxima la probabilidad verdadera, pc,, de
que un pardmetro de prueba serd heredado del mutante.



Differential Evolution

Cruce

® En la figura se muestra los posibles vectores de prueba que pueden
resultar a partir del cruce uniforme del vector mutante, v; ¢, con el
vector xi, g.

\‘\__ F'(Xrl,g' r2,g)

X2¢g

» X0




Differential Evolution

Seleccién

® Estrategia de seleccion.

® Si el vector de prueba, uj g, tiene un valor de la funcién objetivo igual
o menor que el valor de la funcién para el vector objetivo, x; g, se
reemplaza el vector objetivo en la préxima generacién;

® En otro caso, el objetivo retiene su lugar en la poblacién por al
menos una generacién mas.

® Al comparar cada vector de prueba con el vector objetivo del cual
hereda sus parametros, DE integra de forma mas estrecha las
operaciones de seleccién y recombinacion que otros algoritmos
evolutivos:

wig i (F(u) < () (31)

Xi,g+1 =
Xi,g otherwise

® Una vez que la nueva poblacién sustituye a la previa, los procesos de
mutacién, recombinacién y seleccién se repite hasta que se localiza el
optimo, o se satisface un criterio de terminacién preespecificado, por
ejemplo que se alcanza un cierto nimero de generaciones maximo,

8max-



Differential Evolution

Differential Evolution Method
while(termination criteria not met) {
// generate a trial population
for (i =0;i < Np;i++) {
do rp = floor(rand(0, 1) * N,); while (ro == i);

do r, = floor(rand(0,1) x N,); while (n == rg or n == i);
do r» = floor(rand(0,1) * N,); while (r» ==r1 or n == rp or » ==);
Jjrand = floor(D % rand(0,1));

// generate a trial vector
for (j=0;j < D;j++){
if (rand(0,1) <= Cr or j == j,and) {
Ui = Xjo + F % (X1 — %j,2) 5
//check for out-of-bounds 7 }
else { uj; =xj,i; }
}
}



Differential Evolution

Differential Evolution Method (cont)

// select the next generation
for (i =0;i < Np;i++) {
if (f(u,-) <= f(x,-))x; = uj; }



Particle Swarm Optimization (PSO)

Concepto

® |dea basica:

® E|l método conocido como Particle Swarm Optimization (PSO), fue
propuesto por Eberhart y Kennedy en 1995, es una forma de imitar
la inteligencia grupal (swarm intelligence) en la cual se simula el
comportamiento de un sistema social biolégico como puede ser una
bandada de pajaros.

® Cuando un grupo busca comida, sus individuos se extienden por el
entorno y se mueven por él, independientemente.

® Cada individuo tiene un cierto grado de libertad o aleatoriedad en sus
movimientos lo cual les permite encontrar acumulaciones de comida.

® De esta forma, antes o depués, alguno de sus miembros encontrara
algo comestible y, siendo sociables, anunciaran a sus vecinos que se
aproximaran también a la fuente de alimento.



Particle Swarm Optimization (PSO)

Cooperacion versus competicion

® En general los algoritmos genéticos y otros de la familia de los
algoritmos evolutivos presentan una caracteristica notablemente
diferente de los PSO al menos en la versién clasica de estos: y es
que en los PSO no se utiliza seleccion.

® |3 idea subyacente es que las particulas con menos éxito en un
momento dado pueden ser las que mas éxito tengan en iteraciones
futuras. Por lo que las particulas con peores prestaciones se
preservan. Bastantes experimentos justifican esta decision.

® No obstante se han desarrollado versiones del PSO que utilizan
mecanismos de seleccién.



Particle Swarm Optimization (PSO)

Propagacion de un rumor

Es bastante intuitivo, y tradicional, el modelar una red de
transmision de informacién entre individuos como un grafo, a veces
denominado grafo de influencia. Cada nodo del grafo representa un
individuo, y un enlace entre nodos A y B representa el enlace o flujo
de informacién entre los dos individuos, es decir A informa a B.

Estos enlaces pueden no ser constantes. En particular en los
enjambres o bandadas (swarms) pueden cambiar en cada momento
(imaginemos que se informa a los tres mas cercanos a uno dado).

Se ha estudiado el fenémeno de avalanchas de informacién y su
influencia en fenémenos de aprendizaje.

No obstante un modelo muy simple es suponer que con cada
incremento de tiempo (ciclo) cada particula elige aleatoriamente un
cierto nimero de otras particulas a las que informar. Se puede
calcular el valor minimo de este nimero para tener una alta
probabilidad de que cualquier informacién es recibida al menos una
vez cada cierto tiempo.



Particle Swarm Optimization (PSO)

Concepto de sitio o lugar interesante

En PSO, un sitio interesante corresponde al menos a un éptimo local
de una cierta funcién definida en el espacio de estados.

En PSO el punto de partida de la conducta cooperativa es que: cada
particula es capaz de comunicar a algunas otras la posicién y calidad
de la mejor solucién (pose, site) que conoce, la calidad se interpreta
como el valor de la funcién.

Denominemos descendientes a las particulas conectadas a una dada
en sentido descendente de los enlaces de informaciénel grupo de
receptores. En un cierto momento una particula puede pertenecer a
varios grupos receptores y tener varios informantes que le informan
de varios lugares mas o menos buenos.

Esta informacion se puede usar para definir el préximo
desplazamiento de la particula. En la naturaleza la sintesis de estas
informaciones no esta claro como se realiza pero es facil
componerlas de forma lineal. Y ademas ha demostrado funcionar de
fiorma muy efectiva. en problemas de optimizacion.



Particle Swarm Optimization (PSO)

® Conceptos de velocidad y posicion.

® En el método Particle Swarm Optimization, se simula un grupo de
particulas (individuos) en un espacio de busqueda n-dimensional,
donde cada particula i tiene una posicién x; € R" y una velocidad
VvV, € R"

® La posicién x; se corresponde con los genotipos, y, en la mayoria de
los casos, también con las soluciones potenciales al problema.

® Sin embargo esto no es estrictamente necesario, y de forma general,
se podria introducir cualquier forma de mapeo de genotipo-fenotipo
en el Particle Swarm Optimization.

® El vector de velocidad v; de un individuo / determina en que
direccién se continuara la blsqueda y si esta tiene un caracter
explorativo (alta velocidad) o explotativo (baja velocidad).



Particle Swarm Optimization (PSO)

® Los enlaces de informacién, se redefinen aleatoriamente en cada
iteracién: cada particula informa a otras k particulas elegidas
aleatoriamente (una particula puede ser elegida en varios grupos).

® Cuando nos referimos a la mejor posicién global nos referimos a la
mejor posicidén encontrada en el grupo de los informantes de una
particula dada.



Particle Swarm Optimization (PSO)

® |3 versién basica del método PSO puede ser descrita mediante las
siguientes ecuaciones:

vi(t+1) = avi(t) + bin(pM — xi(t)) + bara(p®) — xi(2)),
xi(t+1) = x(t)+vi(k+1)
donde:

® v;(t) denota la velocidad de la particula /, que representa la distancia
a ser recorrida por esta particula desde su posicién actual, esto es, la
diferencia entre dos posiciones sucesivas de la particula.

® x;(t) representa la posicién de la particula.

o o1
p;

o pfz) es el mejor valor obtenido hasta el momento por cualquiera de

las particulas vecinas.

representa su mejor posicién previa.

2

i

En la versién global del algoritmo, p
global entre todo el grupo.

representa la mejor posicion



Particle Swarm Optimization (PSO)

® | as particulas cambian su posicién (o estado) de la siguiente forma:
® En la iteracion t, la velocidad vi(t + 1) es actualizada en base a:

vi(t +1) = avi(t) + bina(p{Y — xi(1)) + bara(p — xi(t))  (32)

® su valor actual esta afectado por el parametro de ajuste a,
® y por un término que atrae a la particula hacia posiciones mejores
encontradas previamente.
® |a fuerza de la atraccion es controlada por los coeficientes by y bs.
® La posicién de la particula x;(t + 1) se actualiza en base a:

® el valor actual de posicién x;(t) y la velocidad recientemente
calculada v;(t +1).

X,‘(t—|—1) :X,'(i‘)-i- V,'(k—‘rl) (33)



Particle Swarm Optimization (PSO)

® Los tres parametros de ajuste del algoritmo, a, by, and by, ejercen
una gran influencia sobre las prestaciones que ofrece el algoritmo.

® El peso del factor de inercia a es un parametro especificado por el
usuario, un factor de inercia grande presiona al algoritmo hacia
exploraciones globales en nuevas areas de busqueda mientras que
factores de inercia pequefios fuerzan al algoritmo a explorar méas
cuidadésamente el area de basqueda actual.

® Los coeficientes constantes y positivos de aceleracion o factores de
aprendizaje by y by controlan el tamafio del maximo paso de la
particula, son usuales valores by = by = 2.

® Una adecuada seleccion de los factores de ajuste a, b1, and b,
permiten equilibrar la capacidad de bisqueda global (es decir, la
exploracién del espacio de estados), y local (es decir, la explotacién
del espacio de estados) del algoritmo.

® Los nimeros aleatorios r1 and rz son seleccionados en el rango [0, 1]
e introducen una aleatoriedad atil en la explotacién de la basqueda
en el espacio de estados.



Particle Swarm Optimization (PSO)

PSO Method
t — 0 // iteration
Initialize a D-dimensional swarm, S
Evaluate fitness of each particle of swarm
while(termination criteria not met) {
// generate a trial population
for (i=1,i<S+1;i++){
for (d=1,i<D+1;i++){
Update velocity using basic velocity update equation;
Update Position using basic position update equation;

Evaluate fitness of updated positions
Update pfl) (pi best) and pfz) (p best in S)

}

t—>t+1

}



Ant Colony Optimization (ACO)

Conceptos generales

Ant Colony Optimization (ACO) es una técnica probabilistica para la
resolucién de problemas de optimizacion que pueden reducirse a
encontrar el mejor camino en un grafo.

Se inspira en las trayectorias que describen las hormigas durante la
basqueda de comida, en su camino hasta el hormiguero.

Es una algoritmo con una heuristica constructiva.

Inspirado por el experimento con hormigas reales de Goss et al. en
1989.

Fue propuesto por Marco Dorigo en 1992 en su Tesis Doctoral.



Ant Colony Optimization (ACO)

Concepto natural

® En la naturaleza las hormigas vagan aleatoriamente (inicialmente) por el
entorno a la bisqueda de comida y una vez que encuentran comida en la
vuelta al hormiguero van depositando feromonas a lo largo del camino de
vuelta.

® Si otras hormigas encuentran este camino (huelen las feromonas), ellas es
probable que dejen de moverse aleatoriamente por el entorno, y que
comiencen a seguir la pista, volviendo después y reforzando la pista
quimica con nuevas feromonas si es que encuentran comida.

® Con el tiempo, la pista de feromonas comienza a evaporarse, reduciendo la
fuerza de su atraccién. Cuanto mas tiempo le lleva a una hormiga el viajar
a lo largo del camino y volver mas tiempo se estan evaporando las
feromonas. Por un camino corto se viaja méas frecuentemente que por otro
mas largo y por tanto la densidad de feromonas es mayor en los caminos
mas cortos que en los mas largos.

® |a evaporacion de las feromonas tiene la ventaja de evitar la convergencia
hacia soluciones localmente 6ptimas. Si no hubiera evaporacion el camino
elegido por la primera hormiga tenderia a ser excesivamente atractivo para
las siguientes.



Ant Colony Optimization (ACO)

Conceptos generales

Observando los caminos de ida y vuelta hasta el hormiguero que
hacian las hormigas. Se vié que el camino de vuelta se hacia por la
trayectoria mas corta.

Esto se produce debido a la liberacién de feromonas por parte de las
hormigas durante el camino, lo que hace que otras hormigas puedan
posteriormente seguir el rastro de feromonas.

Se comprobé empiricamente que tras un tiempo transitorio las
hormigas seleccionan el camino mas corto para llegar a la comida y
volver.

La probabilidad de seleccionar el camino mas corto se acentia mas
cuantas mas diferencias hay entre varios caminos.



Ant Colony Optimization (ACO)

Experimento de Goss el al.




Ant Colony Optimization (ACO)

Algoritmo

Algoritmo  Optimizacion por Colonias de Hormigas
{Xpest:(hormiga) } = ACO(V: integer.F":(Trazo de Feromonas))
var
/%N es el mimero de hormigas*/
/*F es el trazo inicial de feromonas*/
C: (Estructura de vecindad de una hormiga):
M: (Estructura de memoria colectiva de las hormigas):
P: (Estructura de probabilidad para cada movimiento de una hormiga):
pos: (Posiciones de las hormigas):

begin
repeat
/*Construir una solucién para cada hormiga*/
fori:=1toNdo
{M} := ActualizarMemoria(M):
while not Solucionconstruida do
{C} := MovimientosPosibles(pos): // Mtos. posibles de una hormiga
{P} := EvaluarMovimientos(C,M): // Evaluar los movimientos
{pos} := MovimientoHormiga(P): // Nuevo movimiento de la hormiga
{F} := DepositarFeromonas(pos): // Depésito de feromonas
{x} := AmnadirComponente(pos): // Aladir componente a la solucién
end while
{x} = AcrualizarSoluciones(x).
end for
{F} := EvaporacionFeromonas(x,F ):
{F} := AccionesDemonio(x,F):
until terminacion
{Xpest } = SeleccionarMejor(x): //Seleccionar la mejor solucion encontrada

end
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Ant Colony Optimization (ACO)

Eleccién del siguiente vértice en el recorrido

[Z-I'S ]” ' [771‘5‘ ]ﬂ
p(rys)=1 2070,

uely (r)

sisel, (1)

0, en otro caso

p«(r,s): probabilidad de que la hormiga k, estando en r, elija irse
al vértice s, es decir que recorra la arista a,.

Trs: feromona de la arista ays.

Jk(r): conjunto de vértices alcanzables desde r no visitados por
la hormiga k.

Ns: informacion heuristica de la arista as (visibilidad: inverso de
la distancia).

a, B: pesos que establecen un equilibrio entre la importancia de
las informaciones memoristica v heuristica respectivamente.



Ant Colony Optimization (ACO)

Actualizacién de feronomas

m

7,()=(1=p)7,(t=1)+ ) Aty

o 1,(t): feromona del arco a,s en el instante t (nuevo valor).
o 75(t—1): feromona del arco as en el instante t — 1 (valor actual).
o p: factor de evaporacion de feromonas.
O m:ndmero de hormigas.
o Ar,‘;: aportacion de feromonas de la hormiga k:
o Una cantidad constante o ponderada si la hormiga k ha visitado la

arista as.
o 0 en caso contrario.



Ant Colony Optimization (ACO)

® Algunas caracteristicas del algoritmo:
® Se emplean hormigas artificiales que iterativamente afiaden una
componente a la solucién teniendo en cuenta:
® Informacién heuristica.
® Rastros de feromonas que cambian dindmicamente (memoria).
® Ventajas:
® La componente estocastica de ACO hace que las hormigas
construyan una amplia variedad de soluciones.
® La informacidn heuristica guia a las hormigas hacia soluciones
mejores.
® |a experiencia de las hormigas se puede utilizar para construir
soluciones mejores en futuras iteraciones.



Ant Colony Optimization (ACO)

® Algunos parametros de blsqueda:

Factor de aportacién de feromonas. Realimentacion positiva, cuanto
mejor sea la solucién, mas feromonas se aportan en el camino.
Factor de evaporacién de feromonas. Permite olvidar las malas
decisiones (estancamiento local) producidas en el pasado.

Pesos que establecen un equilibrio entre decisiones heuristicas y
basadas en feromononas.

Cantidad de feromona inicial de cada arista.
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