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Razonamiento Aproximado

® Es |la forma mas conocida de I6gica borrosa y cubre una amplia
variedad de reglas de inferencia cuyas premisas contienen
proposiciones borrosas.

® La inferencia en el razonamiento aproximado es el calculo con
conjuntos borrosos que representan el significado de un cierto
conjunto de proposiciones borrosas.
® Por ejemplo:
® Dadas las funciones de pertenencia pa y g que representan los
significados de la proposicion borrosa X es A y el del condicional
borroso if X es A then Y es B,
® Es posible calcular la funcién de pertenencia que representa el
significado de la conclusién, Y es B.



Variables Lingiiisticas

® El concepto de variable lingiiistica fue introducido por Zadeh. Las
variables lingiiisticas permiten el acercamiento de la légica borrosa al
lenguaje natural, facilitando la utilizacién légica del lenguaje
ordinario y eludiendo las deficiencias del lenguaje preciso en el drea
del control.
® Esta idea presente en los primeros trabajos de Zadeh, y se formalizé
finalmente en el conocido Principio de Incompatibilidad:
® A medida que la complejidad de un sistema aumenta, disminuye
nuestra capacidad para hacer afirmaciones precisas, incluso
significativas, sobre su comportamiento, hasta que se alcanza un
umbral mas alld del cual precisién y relevancia son caracteristicas
casi mutuamente excluyentes.



Variables Lingiiisticas

® | 3 unidad de representacién de conocimiento fundamental en
razonamiento aproximado es la nocién de variable lingiiistica. Que en

palabras de Zadeh es:

® Por variable lingliistica entendemos una variable cuyos valores son
palabras o sentencias en un lenguaje natural o artificial. Por ejemplo,
edad es una variable lingiiistica si sus valores en vez de numé ricos
son por ejemplo: joven, no joven, muy joven, bastante joven, viejo,
no muy vigjo, no muy joven, etc , en vez de 20, 21, 22, 23, ... .
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Variables lingiiisticas

® Una variable lingiiistica podemos representarla por el siguiente
conjunto de elementos

<X7LXaAX7MX>

donde:

® X representa el nombre simbélico de la variable lingiistica (edad,
altura, velocidad, error, etc).

® [ X representa el conjunto de valores lingiiisticos que Xpuede tomar
(la temperatura T podria tomar los valores

LT={frio, fresco, confortable, templado, caliente}

® Ax es el dominio fisico real sobre el que la variable lingiiistica X
toma sus valores cuantitativos (o precisos) (para la temperatura
podria ser el intervalo [-10°C,25°C]). También se suele denominar
universo de discurso y se representa por U.

® Mx es una funcién semantica que da un significado a un valor de la
variable lingiiistica en funcién de los elementos cuantitativos de X,
por ejemplo:

Mx = LX — LX



Variables lingiiisticas

e Cont:

® donde LXes una notacién para un conjunto borroso definido sobre X
de forma que para X discreto

LX =3 jux(x)/x
X
y para para X continuo

LX = [ pux(x)/x
X



Variables lingiiisticas
Ejemplo

® Supongamos la variable lingiiistica E, que significa error.
® El marco de referencia de esta variable E es (E, LE, Ag, Me), donde:

LE = {NB,NM, NS, ZO, PS, PM, PB}
Ar = [-6,6]
Mg : LE — LE

y las funciones de pertenencia de los términos lingliisticos son las
siguientes:

NB = LE = [°, L(x; —6,-3)/x

NM = LE, = [° N(x;~7,—4,—1)/x

NS = LEs = [°  A(x;—5,-2,-1)/x

PB =LE = [° T(x;3,6)/x



Variables lingiiisticas

® Ejemplo:
® Graficamente
w
NB NM NS PB
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Variables lingiiisticas

® Notas:

Un mayor nimero de términos lingiisticos en la representacion de
una variable permite mayor precision.

Un ndmero mayor de etiquetas lingiiisticas permite mas precisién;
pero a costa de una mayor complejidad.

El nimero de valores que suele discriminar un ser humano varia entre
cinco y nueve.

Conviene escoger un nimero impar de etiquetas. De esta forma
existird una etiqueta central, que hara las veces de neutral, y el resto
se distribuira a sus lados.

Si la dimensionalidad del espacio entrada-salida es grande, el namero
de reglas crece exponencialmente (problema de la dimensionalidadde
los sistemas borrosos).

Para reducir este problema se emplean procedimientos de seleccion
de reglas que tienen mas precisién en las zonas que lo requieran sin
aumentar excesivamente el nimero de éstas.



Proposiciones borrosas

® El razonamiento aproximado es utilizado para representar y razonar
con conocimiento expresado en primitivas atémicas, las cuales
estan expresadas por medio de lenguaje natural.

® Por ejemplo:
el error tiene valor negative-small
su traduccién en términos de variables lingiiisticas es de la siguiente
forma:
E es NS

e Esta expresion se denomina proposicion borrosa atémica. El
significado de esta expresion atémica estd definido por el conjunto
borroso NS o por la funcién de pertenencia s , definidos sobre el
dominio fisico normalizado Ag = [—6, 6] de la variable fisica error.



Proposiciones borrosas
Significado

e El significado de la expresién simbdlica "E es NS'"nos ayuda a
decidir el grado en el que esta expresién simbdlica se verifica para un
valor del error.

® Supongamos que el valor del error (preciso) es -3.2, este valor se le
asigna al simbolo E , con este valor de E se entraria en la funcion de
pertenencia pys y obtendriamos el grado en el que se satisface la
expresion simbélica "E es NS", es decir uns(—3,2) = 0,7.
u
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Proposiciones borrosas compuestas

Basado en la nocion de proposicion borrosa atomica y las conectivas
lingtiisticas del tipo and, or, not, e if then es posible formar
proposiciones borrosas de mayor complejidad denominadas
proposiciones borrosas compuestas.
® Por ejemplo:
X es Aand X es B,
XesAor X es B,
X es not A,
(X es Aand X es not B) or X es C,
if X es A then Xes B.

El significado de estas proposiciones compuestas borrosas se obtiene
por la interpretacién de las conectivas and, or y not, como
conjuncién, disyuncién y negacion respectivamente.



Conjuncién
Si py g son dos proposiciones borrosas atémicas de la forma: p: X
es Ay g: Xes B donde Ay B son dos conjuntos borrosos definidos
sobre el mismo universo de discurso U.
La conjuncién se define como X es AN B, y el significado de la
conclusién X es AN B viene dado por pans -
En el caso de que la proposiciones borrosas tengan sus variables
lingiiisticas definidas sobre dominios diferentes, sean: p: E es NB y
q:E es PS donde su significado esta representado como

NB = [y, nne(e)/e
PS = [, nps(é)/é

En este caso. los dominios son diferentes, Ag y Ag. Aqui el
significado de la conjuncién en la proposicién compuesta r: E es NB
and E es PS esta representado como una relacion borrosa definida
sobre AgxA gcomo sigue:

(1)

ir(e, €) = /A  min(uns(e). nrs(@))/(e,)



Disyuncién

® La disyuncién se define como "X es AU B", y el significado de la
conclusién "X es AU B"viene dado por paug -
® En el caso de que los universos de discurso sean diferentes como en
el caso de
s: Ees NB or E es PS

tendremos que:

pste.d) = [ max(ua(e). mos(é))/(e. )



Negacién

® La negaciéon "X es not A"de una proposicién borrosa "X es A'viene
dada por pa/, donde A’ es el complemento de A.



Reglas If-then borrosas

® Una clausula condicional borrosa o regla de produccién if-then se
expresa simbodlicamente como:

if <proposicién borrosa> then <proposicién borrosa>
® donde:

® |a premisa de la regla, es decir, la condicién, se conoce como
antecedente, mientras que la consecuencia se conoce como
consecuente.

® E| consecuente de una regla puede ser un conjunto borroso, un punto
borroso, o una funcién dependiente de las entradas.

® El operador que relaciona la premisa con la consecuencia se conoce
como operador de implicacion, y se representa lingliisticamente con
el adverbio entonces (then). Existen muchas maneras de definir el
concepto de implicacién y se pueden generar distintas funciones en
base a T-normas y S-normas.



Operadores de implicacién

Representacién del significado de las reglas if-then

® Es posible representar el significado de la regla if X es A then Y es
B por medio de diferentes operadores (relaciones) de implicacién.

® En primer lugar, podriamos considerar que el significado de la regla
if A then B
es el mismo que el de la proposicién borrosa compuesta
not Aor B

® La operacién or se realiza mediante la operacién de unién, pero para
realizar la operacién de unién es necesario la extensién de not Ay
de B, la negacion se realiza con la operacién 1— . y la unién
mediante la operacién maximo. Es decir

HnotAorB = MaX (Nce(A/) (X7 y)a Hce(B) (X7 y))
= max (1 - /Lce(A)(Xv }/)7 Nlce(B)(Xv )/))



Operadores de implicacién

¢ Implicacion Kleene-Dienes. Es la relacion que acabamos de ver.
Podemos denotarla por R, y se define por

Ry = ce(Ar) U ce(B)
1R, (%, y) = max (1 — pa(x), us(y))

® Implicacion Zadeh. Esta implicacion se basa en la equivalencia que
tienen en légica binaria las tablas de verdad de las expresiones
p—qy(p N q)V —p. Basandose en esta equivalencia Zadeh
propuso la siguiente relacién

R = (ce(;\) N ce(é)) U ce(Ar)
1R, (%, y) = max (min (pa(x), ua(y)) ;1 — pa(x))



Operadores de implicacién

¢ Implicacion Mamdani. Esta implicacién es la mas importante y
utilizada en control borroso. Su definicién se basa en la operaciéon de
interseccion, es decir p —q = (p A q). La relacién R, , (c de
conjuncién) se define como:

R. = (ce(/z\) N ce(é))
(R, (X, y) = min (pa(x), pe(y))



Operadores de implicacién

® Nombre : /Uflmp/icacion(xa)/)-

Mamdani (minimo): min{ua(x), us(y)}

Larsen (producto): pa(x)us(y)

Reichencach: 1 — pa(x) + pa(x)ue(y)

Lukasiewicz: min{1,1 — pa(x) + ps(y)}
Zadeh-Willmott: max{1 — pa(x), min{pa(x), ps(y)}}
Kleene-Dienes: max{1 — pa(x), us(y)}

® De estos los mas importantes y utilizados son los operadores de
Mamdani y Larsen.



Sistema de inferencia borroso

Estructura

® | os sistemas de inferencia borrosos se componen basicamente de dos
elementos: el motor de inferencia y la base de conocimiento.

® Si la aplicacién es sobre datos crisp se requieren: el borrosificador y

el desborrosificador que permiten conectar al sistema de inferencia
borroso con el mundo real

Sistema Borroso

‘ Base de Conocimiento

|Buscchalm|Buscch.chus|

|
Entradas —{ Borrosificador |——+{Mator de Inferencia |— | Deshorrosificador |- Salidas
| |




Borrosificacion (Fuzzyfication)

® Si la entrada al sistema borroso es un valor preciso es necesario
emplear un borrosificador se necesita convertir el valor preciso de
entrada en un conjunto borroso.

® El sistema de borrosificacion méas simple consiste en sustituir el valor
numérico por un conjunto borroso de tipo singleton, o punto
borroso. Esta borrosificacién simplifica de forma notable los calculos
necesarios para la aplicacion posterior de la norma de composicion.
® Por ejemplo, un valor de entrada no borroso x = 11 puede ser
representado por el conjunto borroso A = 11, cuya funcién de
pertenencia se corresponderia con la ecuacién.

1 six=11
palx) = { 0 en otro caso (2)



Borrosificacion (Fuzzyfication)

® Asignar a cada entrada una representacion borrosa mediante
términos lingiiisticos definidos en su correspondiente universo de
discurso.

® Este esquema es mas complejo y aporta poco al sistema, por lo que
no es frecuente su utilizacién.

® Sustituir la variable numérica de entrada por un conjunto borroso
que represente mediante una distribucién de posibilidad (funcién
de pertenencia) los posibles valores que ésta podria tomar
realmente.
® Este esquema es atil si hay que tratar con un continuo de medidas
dentro de un rango, o si se desea incorporar la incertidumbre de
medida; sin embargo, supone una mayor complejidad del sistema de
inferencia.



Inferencia borrosa

® E| motor de inferencia borrosa es el mecanismo que permite obtener
la salida de un sistema borroso en funcién de sus reglas y las
entradas que le sean aplicadas. Se requieren los pasos siguientes:

@ Calcular el grado de cumplimiento de cada antecedente en funcién de
la entrada del sistema.

® Composicién de todos los antecedentes de cada regla segun la
definicién lingiiistica de la misma .

© Mediante el operador de implicacién, se obtiene el consecuente
resultante de cada regla.

@ Mediante la regla composicional u operador de agregacién se
combinan los resultados de todas las reglas en un Gnico conjunto
borroso.

@ Si la aplicacion requiere que la salida sea numérica, se necesitara
aplicar un desborrosificador a la misma.



Inferencia borrosa

1 Calcular el grado de cumplimiento de cada antecedente en funcién
de la entrada del sistema.

® Para un borrosificador tipo singleton el valor se obtendra
directamente de la interseccién de la entrada con la funcién de
pertenencia del antecedente; mientras que si la entrada esta
representada por una funcién de pertenencia no singleton, sera
necesario aplicar un operador de interseccién, una T-norma, sobre
dichos conjuntos.

2 Composicién de todos los antecedentes de cada regla.

® Segn la definicién lingiistica de la misma aplicando los operadores
de interseccién (YY), unién (O) y complementacién.

® Esta medida proporciona un valor que representa la calidad con la
que las reglas son satisfechas por la condicién de entrada del sistema
borroso, esto es, su grado de activacion.



Inferencia borrosa

3 Obtencién del consecuente resultante de cada regla.
® En aplicaciones relacionadas con el control de procesos, los
operadores de implicacién mas utilizados son las T-normas minimo y
producto.
® Al emplear el operador minimo, la funcién de pertenencia del
consecuente es recortada a la altura definida por el grado de
veracidad de la regla; mientras que si se emplea el operador
producto, la salida es escalada segin dicho grado de veracidad.
4 Combina los resultados de todas las reglas en un Gnico conjunto
borroso.
® El maximo y la suma acotada suelen ser las S-normas mas utilizadas
para obtener el conjunto borroso de salida.

5 Se desborrosifica la salida en el caso de que sea necesario.



Inferencia borrosa
Ejemplo 1

® En la figura se muestra un ejemplo de inferencia para una entrada

borrosa pura (Entrada 1).
® El grado de activacién de la primera regla se obtiene mediante el
maximo valor de la interseccién clasica entre el conjunto borroso de
entrada y el del antecedente.
® Este valor es propagado hacia el consecuente de la regla,
obteniéndose el conjunto borroso de salida de ésta mediante el

operador de implicacién producto.

1} Antecedence 1 Entrada 1 1 Cnn?ssmennﬂ 1
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Inferencia borrosa
Ejemplo 2

® En la figura se muestra un ejemplo de inferencia para un punto
borroso (Entrada 2).

® Para la segunda regla, el grado de activacién se obtiene evaluando la
funcion de pertenencia del Antecedente 2 en el punto dado por la
Entrada 2.

® Este grado de activacién es propagado hacia su consecuente,
obteniéndose mediante el operador de implicacion minimo el
conjunto borroso de salida de la segunda regla.

® E| conjunto borroso final resultado de las dos reglas, obtenido con el
operador de conjuncién maximo,

Entrada Antecedente 2 Consecuente 2
1 i 1 o
! / \ VAR
0.5 1/ 08 A
Regla 2 i | Grado de activacion d
06 1 I = 05
T ooa /) ! = o4
o
02 P 02
I
0 L L 0
[/} 02 04 0.6 08 1 o 02 04 05 08 1

T .



Inferencia borrosa
Ejemplo 3

® Un controlador simple puede ser
® R1:if ees N then ues N.
® R2:if e es ZO then u es ZO.
® R3:if e es P then u es P.
e Con antecedentes y consecuentes definidos como:
if ees __ thenues __

w u
1 [NV z0 P 1|N z0 P

00 0 @0



Inferencia borrosa

Mediante composicién

e Componiendo todas las reglas en una anica relacién borrosa.




® Disparando
individualmente todas
las reglas.

® Componiéndo los
resultados individuales
en un Gnico conjunto
de salida.

Basada

Inferencia borrosa

en el disparo de reglas individuales

if ees __

Z0

thenues __




e Salida del
controlador en las
zonas 1,3 y 5.

® Solo se activa una
regla en cada zona

Inferencia borrosa

Disparo de reglas individuales

-6 0e —3$ 0 +3 y
w n
1 20 1 70
6 0 o 6e |3 lo 3 4
[ [
1 P 1 P
-6 0 et +6 e -3 o J} +3




e Salida del
controlador para
entrada en zona 2

Inferencia borrosa

Disparo de reglas individuales

n
1N N
-6 | e* e -3 0 +3 y
n
1 z0 zZ0
-6 | o* e* +6 e -3 0 +3 4
N z0
-3 0 +3




Inferencia borrosa

Disparo de reglas individuales

+3
® Curva global de —

respuesta del

controlador (ley de 6 0 16
control).




Base de conocimiento

® |a base de conocimiento (knowledge base) almacena las relaciones
existentes entre las entradas y salidas del sistema. Basandose en este
conocimiento, el proceso de inferencia obtendra las salidas asociadas
a las entradas del mismo.
® Este elemento puede subdividirse en dos partes:
® | a base de datos (data base) contiene la definicién de las variables
lingiiisticas empleadas en las reglas, es decir, las funciones de
pertenencia que definen cada una de las etiquetas lingiiisticas.
® | a base de reglas (rule base) contiene la coleccién de reglas
lingiiisticas del sistema. Esta puede representarse como una lista de
reglas, que es la forma mas habitual, o mediante una tabla o matriz
de decision, que proporciona un formato mas compacto si existen
pocas variables.



Base de conocimiento

Obtencidn de las reglas

e Existen varios métodos para la obtencién de las reglas de un sistema
borroso, entre los que cabe destacar:

® Basados en el conocimiento de un experto, o heuristicos.
Generalmente se obtiene su conocimiento mediante unos
cuestionarios cuidadosamente organizados que permitan la
generacién de reglas del tipo Si-Entonces.

® Basados en las acciones de control de un operador, en funcién de
los datos de entrada- salida observados durante un periodo
suficientemente amplio de operacién.

® Basados en aprendizaje mediante algoritmos automaticos.



Desborrosificador (Defuzzifier)

e Cuando la salida del sistema de inferencia es un conjunto borroso
pero la aplicacién requiere que sea un valor numérico concreto, es
necesario emplear un desborrosificador (defuzzifier).

® Este elemento convierte dicho conjunto en un valor numérico del
universo de discurso de salida que sera representativo de la
conclusién obtenida



Desborrosificador (Defuzzifier)

e Existen muchos métodos de desborrosificacién, entre los mas usados
estan:

® Método del centro de gravedad o del centroide.
® Método del centro de sumas.

Método de la altura.

Método de la maxima pertenencia.

Método del centroide indexado.



Desborrosificador (Defuzzifier)

Método del centro de gravedad o del centroide
® Método del centro de gravedad o del centroide.
® | a salida numérica se obtiene calculando el centro de gravedad del
conjunto borroso de salida (es muy empleado por generar variaciones
suaves y continuas de los valores de salida).
® Siendo D(y) el conjunto borroso de salida, su valor desborrosificado
mediante este método ,y,, se obtiene a partir de la ecuacion

~ Jywo(y)dy
Y= T un(y)dy G)

y para valores discretos

_ S ypo(y)dy
Yo = S ho(y)dy “)

J Dominic



Desborrosificador (Defuzzifier)
Método del centro de sumas
e Meétodo del centro de sumas.

® El conjunto borroso de salida, su valor desborrosificado mediante
este método ,y,, se obtiene a partir de la ecuacion

_ [y S mdy

= - (5)
2y (y)dy

o

y para valores discretos

S Vi ey t(¥i)
27:1 22:1 (i)

Yo =

se suma dos veces

Dominia




Desborrosificador (Defuzzifier)

Método de la altura

® Método de la altura.
® Este método toma el valor de pico de cada consecuente y calcula una
suma ponderada de estos valores de pico, donde los pesos son los
grados de pertenencia de la regla disparada. Su valor desborrosificado
mediante este método ,y,, se obtiene a partir de la ecuacion

2;71 wily)yi @
Z,‘:1 Ni(.)/)

Yo =

I v Dominic



Desborrosificador (Defuzzifier)

Método de la maxima pertenencia

® Método de la maxima pertenencia.
Siendo D(y) el conjunto borroso de salida, el valor numérico y,
obtenido mediante el desborrosificador del maximo se corresponde
con el valor de y para el que pp(y) alcanza su maximo valor.
® Puesto que pueden existir miltiples valores para los que up(y) tenga
un mismo valor maximo, se hace necesario alglin método para elegir
el valor de yo.
® Estos métodos son:
® E| menor de los maximos,
® E| centro de los maximos.
® E| mayor de los maximos.
® El desborrosificador de la maxima pertenencia se caracteriza por ser
de muy facil implementacién, sin embargo, genera cambios bruscos
en la salida que en muchas aplicaciones no son admisibles.



Desborrosificador (Defuzzifier)

Método del centroide indexado

® Método del centroide indexado.
Este método calcula el centro de gravedad de la parte
correspondiente al conjunto borroso inferido cuyo grado de
pertenencia sea mayor de un determinado valor.



Desborrosificador (Defuzzifier)

® Comparacién entre la salida generada por varios métodos de

desborrosificacion.

0EF

0.7

03F
0zl de salid;

01

Conjunto borroso

| Centroide (0,622)

:leorr de los méximos (0,640)

1 ! Centroide indexado A = 0,4 (0.716)

1l | | Centro de los méximos (0,745)

- Mayor de los méximos (0,850)




Tipos de sistemas borrosos

® En funcién de la forma de las reglas y del tipo de entradas y salidas,
se distinguen cuatro tipos de sistemas borrosos:
® | os sistemas puros,
® | os sistema de tipo Mamdani,
® Los de Sugeno o TSK
® |os modelos aditivos de Kosko o SAM, junto con algunas variantes
como los modelos de Tsukamoto.

[Modelos borrosos basados en reglas]

Modelos aditivos

Modelos no aditivos

(Puros] [(Mamdani] [SAM] [Tsukamoto] [TSK




Sistemas borrosos puros

® Los sistemas borrosos puros son sistemas cuyas entradas y salidas
son conjuntos borrosos.

® Al no necesitar realizar ninguna transformacién sobre las entradas o
salidas, estdn compuestos tan s6lo por la base de conocimiento y el
motor de inferencia.



Modelo Mamdani

En 1974 E. H. Mamdani establecié las bases para la aplicacion de la
[6gica borrosa al control de sistemas.

Posteriormente, junto con S. Assilian, consiguieron controlar una
maquina de vapor mediante un conjunto de reglas lingiiisticas
obtenidas de la experiencia de los operadores de la maquina.

De esta forma demostraron la potencia practica de la teoria borrosa
de Zadeh con la creacién del primer sistema borroso aplicado a un
problema de control.

Desde entonces, el esquema de control borroso que utilizaron se
conoce com modelo de control de Mamdani.

El esquema de control borroso de Mamdani consta de los elementos
ya comentados: un motor de inferencia, una base de conocimiento y
unas interfaces tanto de borrosificacion como de desborrosificacion
para procesar las entradas y salidas del sistema.



Modelo Mamdani

Ventajas

® | os sistemas borrosos de tipo Mamdani presentan una serie de
ventajas que propician su uso en el ambito del control:

® | os modelos de tipo Mamdani se comportan como aproximadores
universales.

® Pueden utilizarse en aplicaciones reales, ya que tratan con facilidad
entradas y salidas reales.

® Proporcionan un marco natural para la inclusion del conocimiento de
expertos en forma de reglas lingiiisticas.

® Existe gran libertad a la hora de escoger el método de inferencia
borrosa, asi como los interfaces de borrosificacién y
desborrosificacion.



Modelo Mamdani

Inconvenientes

® También poseen una serie de limitaciones:

Falta de flexibilidad debido a la rigidez con que se particionan los
espacios de entrada y salida.

No existe una distincién clara entre el conocimiento experto y la
definicién de las variables lingiiisticas incluidas en las reglas borrosas.
Cuando las variables de entrada al sistema dependen unas de otras,
es muy complicado obtener una particién borrosa adecuada de los
espacios de entrada.

El tamaiio de la base de conocimiento depende directamente del
nimero de variables y términos lingiiisticos que existan en el sistema.
La interpretabilidad del sistema esta ligada a la utilizacion de un
nimero no excesivo de reglas, lo cual generalmente va en contra de
la precisién del sistema borroso implementado.



Modelo Mamdani

® La base de reglas de un sistema Mamdani se configura mediante un
conjunto de reglas de la forma:

R™: Six;esAlyxpes Ay y ...x,es Al Entonces y es B (8)

donde:
® x1,X2,...,Xn SON las entradas del sistema,
® Af, A5, ..., A] son los conjuntos borrosos del antecedente de la regla
r, r=1...R, definidos en los universos de discurso de sus entradas
asociadas,

® y es la salida del sistema,
B" el conjunto borroso consecuente de la regla r, definido en el
universo de discurso de la salida y.

® En este tipo de sistemas, tanto las entradas x;,i =1...n, como la
salida y son valores numéricos.



Modelo Mamdani

El grado de activacion de la regla, w", se obtiene mediante la
aplicacién del operador de interseccion, que normalmente es alguna
de las T-normas presentadas:

w=ajNas A Ao, (9)

donde cada «f representa el grado de emparejamiento entre la
entrada x; y el conjunto borroso antecedente Af .

El conjunto borroso de salida de la regla que genera el motor de
inferencia, pf. , viene dado por el operador de implicacién:

e = W A i (10)
siendo pp la funcién de pertenencia que define al conjunto borroso
consecuente B".

La salida borrosa del motor de inferencia, g, se calcula agregando

mediante una regla composicional, normalmente una S-norma, los
efectos de todas las reglas del sistema:

R
HB = U(/J’ch) (11)

Finalmente el dechborrocificador caleinla 1a calida nitmérica del



Modelo Mamdani

Funcionamiento del sistema (1 antecedente)
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Modelo Mamdani

Funcionamiento del sistema (2 antecedentes)
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Modelo aditivo estandar, SAM

El modelo aditivo estandar, SAM (Standard Additive Model ), es un
caso particular de los modelos borrosos aditivos.

Fue propuesto por Bart Kosko y su esquema puede verse en pagina
siguiente.

La principal ventaja de los modelos aditivos es su eficiencia, ya que
las reglas pueden precomponerse en un formato menos costoso
computacionalmente.

El esquema de inferencia de un sistema SAM es similar al de los
modelos TSK que se veran posteriormente, ya que ambos generan su
salida en base a la suma ponderada de las consecuencias de cada
una de las reglas de la base de conocimiento.

Sin embargo, la estructura de las reglas de un sistema SAM es
idéntica a las de los modelos de Mamdani, por lo que pueden
considerarse como una variacién de éstos.



Modelo aditivo estandar, SAM

Diagrama de bloques

® Diagrama de bloques de un modelo aditivo estandar (SAM).

Si Ay entonces Dy

Si A, entonces D,

Si A, entonces D,



Modelo aditivo estandar, SAM

e Existen varias diferencias fundamentales entre los esquemas de
inferencia de los sistemas SAM y Mamdani:

® En los modelos SAM la entrada x se considera siempre como un
punto borroso.

® Para la inferencia se utiliza el operador producto, frente al operador
minimo que suele emplearse en los modelos de Mamdani.

® Frente al operador maximo que emplean los modelos de Mamdani,
en los modelos SAM la combinacién final D de las conclusiones
parciales de cada regla borrosa D), se realiza mediante una suma
ponderada segiin los pesos w. Esta forma de operar sitia a los
modelos SAM més cerca estructuralmente de los modelos TSK que
de los Mamdani.

® La salida y de un modelo aditivo estandar se calcula mediante la
adicién de las salidas parciales ponderadas, mientras que en los de
Mamdani se debe especificar un desborrosificador.



Modelo de Tsukamoto

Este modelo, propuesto por Tsukamoto en 1979, se caracteriza por
representar el consecuente de cada regla borrosa mediante un
conjunto borroso con una funcién de pertenencia monétona.

La salida inferida por cada regla es un valor numérico inducido por el
grado de activacion de la regla.

La salida global se toma como la media ponderada de todas las
salidas parciales.

Este tipo de modelos permiten eliminar el consumo de tiempo
correspondiente a la desborrosificacion, sin embargo, no son modelos
muy utilizados por no ser tan transparentes como los de Mamdani o
Sugeno.

El mecanismo de inferencia no sigue estrictamente la regla

composicional de inferencia y la salida es siempre numeérica, incluso
cuando las entradas son borrosas.



Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

® | os investigadores japoneses Takagi y Sugeno, con la posterior
incorporacién de Kang, propusieron un tipo de sistema borroso que
en lugar de emplear reglas completamente lingiisticas, utiliza como
consecuente una funcién de las variables de estrada del sistema.

® Este tipo de sistemas se conoce como modelos Takagi-Sugeno-Kang
(TSK), modelos Takagi-Sugeno (TS) o de forma mas simplificada,
modelos Sugeno.



Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Reglas

® Una regla tipica de un sistema TSK tiene la forma:

R™: Sixges Alyxxes Ay y ...x,es A] entonces y" = g"(x)

(12)
donde:
® x1,X2,...,Xn SON las entradas del sistema,
® Af, A3, ..., A] son los conjuntos borrosos del antecedente de la regla
r, r =1...R, definidos en los universos de discurso de sus entradas
asociadas,

® y" es la salida inferida por la regla r,
® |a consecuencia inferida a partir de la regla se calcula con la funcién
g'(x), dependiente de las entradas del sistema.



Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Consecuente de una regla
® |a funcién consecuente, g’(x), puede escogerse libremente, aunque
los consecuentes mas utilizados son los polinomios de grado 0 y 1.

® |a utilizacién de polinomios de érdenes mayores o de funciones no
polinémicas afiaden complejidad y dificultan su interpretabilidad, por
lo que no es muy comin su uso.

® Si la funcién consecuente es un polinomio de orden 0, se denomina
consecuente afin, y las reglas tienen la forma dada por la ecuacién;

Sixies Al yxaes Ay v ...x, es A, entonces y' = by (13)

® mientras que si se emplea un consecuente lineal , o de orden 1, las
reglas tienen la forma dada en

Six;es Al yxaes A y ...x,es Ay entonces y' = bg+bixi+...+bpx,
(14)
® |os elementos by, by, ..., b, son pardmetros reales, siendo b los
términos que multiplican a la variable i-ésima del sistema, y bj el
término afin de la regla r.
® El consecuente TSK crea un hiperplano n-dimensional, donde los
elementos b’ caracterizan el hiperplano, y el término afin se
comporta como un offset o desplazamiento de la salida, y".



Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Composicién de las reglas

® La salida de un sistema TSK se calcula mediante la suma
ponderada o el promedio ponderado del efecto individual de
todas sus reglas.
® La suma ponderada es la suma de los valores obtenidos por la
funcién consecuente, ponderadas por el grado de activacién de cada
una de las reglas.
® E| promedio ponderado consiste en dividir la suma ponderada por el
sumatorio de las fuerzas de activacién de las reglas.



Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Composicién de las reglas

e Estos métodos de agregacion permiten, de forma sencilla, que las
reglas que se cumplen en mayor grado afecten mas a la salida del
sistema que las que se cumplen con una menor calidad.

® Si la base de reglas esta formada por R reglas y w" es el grado de
cumplimiento de la regla r, la salida aplicando la suma ponderada o
el promedio ponderado, se obtiene mediante la aplicacién de las
ecuaciones 15 6 16, respectivamente.

R
y=>Y wy (15)
r=1
R r.,r
W'y
y = 2:R17r (16)
Zr:l w

® El grado de cumplimiento de cada regla, w", se obtiene mediante la
aplicacién de un operador de conjuncién que se modela mediante
una T-norma; normalmente la funciéon minimo o producto:

w" = T{AI(x11), AY(x2), ..., Ar(xn)} (17)



Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Diagrama de bloques

® Diagrama de bloques de un modelo TSK.

Sisterna Borroso

[ Base de Datos| Base de Reglas|

Base de Conocimiento ]

Entradas Motor de Inferencia Mecanismo de agregacién Salidas

[ -




Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

® Diagrama de una regla TSK.

Input 1
B

Input 2

-

Input MF

.

Fylx)

Input M

==

Faly)

L

OQutput MF

Regla TSK

Rule
(firing strength)

Qutput
[+ Z Level

Z = ax+by+c



Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Funcionamiento del sistema TSK
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Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Diferencias

® La estructura de un sistema borroso TSK es ligeramente distinta de
la estructura vista en los sistemas anteriores.

® Dispone como todo sistema borroso de un motor de inferencia y una
base de conocimiento, pero como las entradas al sistema son siempre
numeéricas, y su efecto sobre las salidas se calcula directamente
mediante la aplicacion de las ecuaciones anteriores, no es necesario
un borrosificador.

® | a salida de cada una de las reglas es un valor numérico, de forma
que tampoco se requiere de desborrosificador para generar la salida
global del sistema.

® No obstante, es imprescindible algin mecanismo para agregar todas
las conclusiones parciales de las reglas en una anica salida. Para ello
se utilizan la suma ponderada o el promedio ponderado.



Modelo Takagi-Sugeno-Kang (TSK)

Propiedades

Los sistemas borrosos TSK son una muy atiles para el modelado de
sistemas complejos y no lineales, ya que son aproximadores
universales tanto de la funcién como de su derivada.

Ademas, si se utiliza como consecuente un polinomio de orden 1
completo, es decir, con el término afin distinto de cero, un sistema
TSK también puede aproximar de forma universal la 2 derivada de
una funcién.

La utilizacién en los sistemas TSK de un consecuente polinémico
permite aproximar funciones con gran precisién y con un nimero
mucho menor de reglas que los sistemas de tipo Mamdani.

Este aumento de precisién se consigue a costa de empeorar la
interpretabilidad de las reglas.

Como los consecuentes funcionales empleados en los TSK son
dificiles de definir por un experto, para la obtencién de este tipo de
modelos borrosos se suele recurrir a sistemas de aprendizaje, como
los algoritmos basados en redes neuronales o los algoritmos
bioinspirados (algoritmos genéticos, etc.).
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