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CALCULO DIFERENCIAL

Este primer tema estd dedicado al célculo: el estudio de las funciones, sus

propiedades principales, limites, derivadas y representaciéon grafica.
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1.1 Funciones de variable real

1.1.1 La recta real: Clases de numeros

1. Naturales: N = {(0),1,2,3,---} con la suma (+) y el producto (-).
Propiedades: (+) asociativa, conmutativa, elemento neutro (0),
(+) asociativa, conmutativa, elemento neutro (1),
(4, -) distributiva.

Problema: x + 3 = 0 no tiene solucién x € N.

2. Enteros: Z ={0,1,—1,2,-2,3,-3,--- }.
Propiedades: (+) elemento inverso.

Problema: 2x + 3 = 0 no tiene solucién x € Z.

3. Racionales: Q = {p P, q€EZL,qF 0} (los dos puntos en esta ex-
presion significan "ta(l] que").
Propiedades: (-) elemento inverso salvo para el 0.
Problema: 22 — 2 = 0 no tiene solucién z € Q.

4. Reales: R = QU{ nameros con infinitas cifras decimales no periédicas }
(en principio).
Propiedades: Completitud.

Problema: 22 +2 = 0 no tiene solucién € R ~» ntmeros complejos!!

1.1.2 Desigualdades. Valor absoluto

1. Relacién de orden. Cada a € R verifica una y solo una de las con-
diciones:

a >0, a =0, a <0.

PROPIEDADES:
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a>b<—=a—-b>0.
a>b<—=a>b o a=0b.
a>byc>0= ac> bc.

a>byc<0= ac<bc.

iz >0
2. Valor absoluto: Se define por |z| = o S? r="
—x six <0.

PROPIEDADES:
la] >0 VaeR. |a|=0<=z=0.
jab] = [a] - [B].
la +b| < |al + |b].
Va2 = |al.

3. Distancia. Se define por dist(a,b) = |a — b|.

4. Intervalos. Subconjuntos de R. Hay de varios tipos:
(a,b) ={z € R : a <z < b} es un intervalo abierto.
[a,b] ={z € R : a <z < b} es un intervalo cerrado.
{a} es un punto aislado.

A C R general puede ser una unién de intervalos y puntos aislados.
A es acotado superiormente si AM € R : x < M Vax € A.

M se denomina cota superior. Anilogamente se definen acotado
inferiormente y cota inferior. Se dice que A es acotado si lo es

superior e inferiormente.

La cota superior minima de A se denomina supremo y se denota
por sup(A) y la cota inferior maxima infimo, y se denota por inf(A).
Si sup(A4) € A se denomina maximo y si inf(A) € A se denomina

minimo.
Ejemplo 1.

{z eR : dist(z,—1) <4} ={reR: |z+1] <4}
={reR: -4<z+1<4}
={zeR: -5<x<3}=[-5,3

El conjunto es acotado, —5 es el minimo y 3 es el maximo, se trata de

un intervalo cerrado.
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1.1.3 El plano

Es el conjunto R? = {(z,y)

puntos o vectores.

: x, y € R}. Los elementos se llaman pares,

La distancia entre dos puntos P = (z1,41), @ = (x2,y2) se define por

dist (P, Q) = \/(331 —x2)2 + (11 — y2)?.

Curvas elementales:

1. Recta: ax +by+c=0 (o también y = ax + B si b # 0).

2. Parabola: y = ax? 4+ bx + ¢, a # 0.
3. Circunferencia de centro (c1,co) y radio r: (z — ¢1)? + (y — c2)? = r2.
2 42
4. Elipse de centro el origen y semiejes a y b: — + i 1.
a
22 g2
5. Hipérbola centrada en el origen: — — -5 = 1.
a b
y=2x43x-1
y=3x-1 2 ’ (x—2)2+(y+1)2=9
L
x2—y2=1

| xH9+yya=1

iy
N

/ o 71

Figura 1.1: Gréaficas de una recta, una parabola, una circunferencia, una elipse y una hi-

pérbola.
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1.1.4 Funciones. Definiciones basicas

Una funcién es una regla cualquiera que hace corresponder un niimero
real y solo uno a cada ntumero de un cierto conjunto A C R. Se escribe

f: A= R f(z) es el valor de la funcion f en el punto z.

FEl dominio de una funcién es el conjunto de nimeros para los que
esta definida, Dom(f) = {x € R : 3 f(z)}. (Si no se especifica nada, se
sobreentiende que el dominio estd formado por todos los nimeros para los
cuales tiene sentido la definicién.) La imagen es el conjunto de todos los

valores que alcanza la funcion, Im(f) = {f(z) : € Dom(f)}.

La grafica es la curva formada por los puntos (z, f(x)) del plano, es
decir, la segunda coordenada es la imagen mediante f de la primera coor-

denada.

Ejemplo 2. Dominio de algunas funciones:
Polinomios: Dom= R.

Cocientes de polinomios: Dom= {denominador distinto de cero}.

f(z) = y/x: Dom= {z > 0}.

Decimos que f : A — B es inyectiva si no existen dos puntos distintos
con la misma imagen, es decir f(z1) = f(x2) implica 1 = z2; es sobreyec-
tiva si dado y € B existe al menos un x € A con f(z) = y; es biyectiva
si es inyectiva y sobreyectiva a la vez (Vy € B existe un tnico z € A tal
que f(z) =y ). En la grafica de la funcion: si cada linea horizontal corta
(respectivamente) como mucho una vez, al menos una vez o exactamente

una vez a la curva.

Consideramos también las simetrias:

1. Decimos que f es simétrica par si f(—z) = f(z). La grafica es simé-

trica respecto al eje y.

Ejemplo 3. f(x) = 2.

2. f es simétrica impar si f(—z) = —f(z).

Ejemplo 4. f(x) = 25

Una funcién f es perioédica de periodo T si:

flz+ET) = f(x), Vz € Dom(f), ke€Z.
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Figura 1.2: Ejemplo de una funcién simétrica par, una impar y una periodica.

1.1.5 Polinomios, funciones racionales y raices

Un polinomio se escribe en general:
_ 2 n
f(x) =ag+ a1z + agx” + - - - + apz”,

donde los nimeros ag, - .., a, son reales y a, # 0. El grado del polinomio
anterior es n. Su dominio es todo R y la imagen de los de grado impar

también es todo R, pero no es asi con los de grado par.

Los cocientes de dos polinomios se llaman funciones racionales y su

dominio es todo R salvo los puntos en que se anula el denominador.

Las raices cuadradas o de orden par solo estéan definidas si el radicando

es mayor o igual que cero. Las raices de orden impar estan definidas siempre.

1.1.6 Funciones trigonométricas

Las funciones trigonométricas basicas son: seno y coseno.

El coseno de x (cos(x)) es la abscisa de un punto de la circunferencia de
radio 1 centrada en el origen que forma un angulo x con el eje horizontal.

El seno de x (sen(z)) es la ordenada de ese punto.
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sin(z)

ros(z)

cos(x)

Figura 1.3: Interpretacién geométrica de seno y coseno.

A partir de ellas se definen tangente, cotangente, secante y cosecante:

e =y«
sec(x) = cosl(x) , cosec(x) = senl(x) ,

junto con sus funciones inversas que definiremos més adelante.

Mediremos los dngulos en radianes. Un radidn es el angulo cuyo arco
es igual al radio de la circunferencia. Asi, 360° son 27 radianes, y 90° son
7/2 radianes. De esta manera, la longitud sobre la circunferencia de radio

uno del arco de angulo = es precisamente x.

PRINCIPALES PROPIEDADES:

1. sen?(z) + cos?(z) = 1.

2. Dom(sen(z)) = Dom(cos(z)) = R. Img(sen(x)) = Img(cos(z)) =
[—1,1].

3. Las funciones seno y coseno tienen periodo 27:

sen(x + 2m) = sen(z), cos(z + 27) = cos(z).

4. El coseno es par y el seno es impar.
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5. Formulas para la suma, diferencia y dngulo doble:

sen(z + y) = sen(x) cos(y) + Sen(y) cos(x),
(

) cos(
sen(xz — y) = sen(z) cos(y) — sen(y) cos(z),

sen(2z) = 2sen(x) cos(z),

cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sen(x) sen(y),
cos(z — y) = cos(x) cos(y) + sen(zx) sen(y),
cos(2x) = cos?(z) — sen?(x)

6. Relaciones geométricas (se pueden observar en la grafica y se deducen

de las formulas anteriores):

sen(x + m/2) = cos(x), sen(x + m) = —sen(x).

7. De todas estas propiedades se pueden deducir las correspondientes

para tg(x) y las demas funciones trigonométricas.

1.1.7 Logaritmos y exponenciales

La exponencial es a” (con a > 0), tiene por dominio todo R y por
imagen (0, c0), mientras que el logaritmo en base a, log,(x), es la funcion
que deshace la exponencial, y por tanto tiene por dominio (0,00) y por

imagen R . Tenemos:

log,(z) =b <= d’*=u.

Cuando la base del logaritmo es e lo llamamos logaritmo neperiano y
escribimos In x o simplemente log(x), y solo cuando la base no es e se escri-
bira explicitamente. En matematicas el logaritmo por defecto es el logaritmo
neperiano, aunque en las aplicaciones se pueden usar otras bases (por ejem-
plo en actstica se usan los decibelios, en base 2, asi como en sismologia la
escala Richter también usa la base 2; en quimica la acidez se expresa en
base 10). La exponencial e” suele denotarse también como exp (z). Igual
que ocurre con los radianes en trigonometria, el uso de la base el niimero e
servird para simplificar expresiones tutiles. Aunque no necesitamos conocer
su valor, es e ~ 2.718182.

PROPIEDADES DEL LOGARITMO:

Para a,z,y >0y ceR:
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log x

Figura 1.4: Funciones logaritmo y exponencial.

1. log,(z) = igig;
2. log(1) = 0.
3. log(e) = 1.

4. log(x) + log(y) = log(zy).
5. log(z) — log(y) = log <:;>
6. log(z®) = clog(x).

PROPIEDADES DE LA EXPONENCIAL:

Para a > 0y b,c € R se tiene:

1. ab = eblog(a)

1.1.8 Operaciones con funciones

1. Composicion: dadas dos funciones f, g se define su composiciéon h:

f:A—=B, g:B-—>C,
h=gof: A—=C,

h(z) = go f(x) = g(f(2)).
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En general Dom(g o f) = {z € Dom(f) tal que f(z) € Dom(g)}.

2. Funciéon inversa: Dos funciones f : A - By g : B — A son

inversas si la composicion es la funciéon identidad, Id.

gof=1Id:A— A, fog=1d : B — B,
gof(z)=x VzeA, fog(r)=2 VzeB.

Se escribe g = f~'y f = g~!. Existe la funcién inversade f : A — B

si f es biyectiva.

Ejemplo 5. Algunas funciones con sus inversas:

fiROR fa)=2e+3 @) ="00
f:10,00) = [0, 00), fz) =22, =) = Va,

[+ [=00,0) = [0,00), f(z) = a2, f @) = —V,
fl=n/2,7/2] = [-1,1], f(z) = sen(x), f~1(z) = arcsen(x),
f 0,7 — [-1,1], f(x) = cos(x), f~1(z) = arccos(z),
f iR —(0,00), f(z) =e, f~H(x) = log(x)

1.2 Limites

1.2.1 Definicion de limite y propiedades

Recordemos la funciéon valor absoluto de x, que denotamos por |z| y

z si x>0,
|z = .
—zr si z <0,

se define como:

y que la distancia entre dos puntos a,b € R es

dist (a,b) = |a —b| = |b — al.

Decimos que el limite cuando x tiende a xg de f(x) es [, y escribimos
lim f(x) = I, si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que |f(z) — | < &
T—T0
cuando 0 < |z — xg| < 4.

Es decir, si f esta cerca de | siempre que x esté cerca de xo.

Ejemplo 6. lfn}l(?):c —7) =5 pues |3z — 7 — 5| = 3|z — 4] < 39; basta
x—
elegir 6 = ¢/3.
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Si existe el limite es dnico. Es decir, si [ y m verifican la definicion,

entonces | = m.
PROPIEDADES:

Siexisten lim f(z) =10y lim g(z) = m, entonces:
T—TQ T—T0

1. lim (cf(z)) =c, siceR.

Ejemplo 7. Limites de funciones elementales:

lim p(x) = p(xg), sip(x) esun polinomio.
Tr—xT0

lim x = zg, sizg>0.

Tr—xTQ

lim sen(z) = sen(zo) .
Tr—xTQ

lim e* = e%0 .
Tr—T0

lim log(z) =logzg, si z9>0.
Tr—TQ

Limite de la composicion:

Si lim f(z) =1y limh(x) = m entonces lim h(f(x)) = m.
T—T0 z—l

T—T0
Ejemplo 8.
lim \/f(z)=V1, sil>0.
T—rT0

lim (f(:n))g(x) =™, si el resultado es distinto de 0°.

T—rT0

lim log(f(x)) =log(l), sil>0.

T—rT0

1.2.2 Limites laterales

Decimos que el limite de f cuando x tiende a zy por la derecha es

[, v escribimos h’m+ f(x) =1, si para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que
CE‘}ZEO

|f(z) —1| < e cuando xg < = < xo + 6.
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Es decir, si f esta cerca de [ siempre que x esté cerca de z, pero es

mayor que g.

Analogamente se define el limite por la izquierda, z — z; .

Se tiene que lim f(x) =1siy solo si h’m+ f(x)= lim f(x) =1

=0 T—=x] Tz

r+2 six<3

Ejemplo 9. Si f(x) = entonces lim f(x) = 5,

22 —1 siz>3, T3

lim f(z) =8 y no existe lim f(x).

z—3t+

r—3

—

Figura 1.5: Gréfica del Ejemplo 9.

1.2.3 Limites infinitos y en el infinito

1.

Decimos que lim f(x) = oo si para todo namero real M existe un
T—T0

0 > 0 tal que f(z) > M cuando 0 < |x — zp| < J. Es decir, si f es
grande siempre que x esté cerca de xg.
T +2

Ejemplo 10. igé m = o

. Andalogamente se define el limite —oco.

Decimos que lim f(z) = [ si para todo ¢ > 0 existe un nimero real
T—00
N tal que |f(z) — 1] < e cuando z > N. Es decir, si f esta cerca de [

siempre que z sea grande.

Ejemplo 11. lim e™* = 0.

T—00

. Anéalogamente se define para r — —oc.

. Decimos que lim f(x) = oo si para todo namero real M existe un
T—r00

namero real N tal que f(x) > M cuando x > N. Es decir, si f es

grande siempre que = sea grande.
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Ejemplo 12. lim log(z) = oc.

T—00

6. Analogamente se define limite —oo o para z — —oo.

1.2.4 Operaciones con infinitos

Las propiedades sobre limites (de la suma, producto, etc...) dadas al
principio también son validas cuando alguno o ambos de los limites [ y m
son infinitos, siempre que las expresiones que aparecen con los limites estén

definidas o tengan sentido. Dichas expresiones se entienden en el siguiente

sentido:
“q™ = oo para a > 1 quiere decir: lim f(x)9®) = oo si lim f(z) =ay
T—T0 T—x0
lim g(z) = ™.
T—rT0
Operaciones:
a—+ 00 =00, a— 00 =—00,
o0 + 00 = 00, — 00 — 00 = —00,
0000 = 00, —00:00=—00,
a .
— =0, a-co=00, si a>0,
00
a .
— =400, si a#0,
0
=00, si a>0, =0, si a<0,
00> = 00, 00~ =0,
a® =00, si a>1, a® =0, si0<a<l.

Las expresiones cuyo valor no se puede determinar previamente, ya que
el resultado puede ser distinto en cada caso, se llaman indeterminaciones.
Las méas importantes son las siguientes:

oo 0 _
©—00, —, =, 0-00, 0”, 0%, 1%, 17°°,
oo 0
En general hay que deshacer estas indeterminaciones simplificando fac-

tores comunes.
Ejemplo 13.

, 2 -9 (x +3)(z —3)
Im ———=1lim ——F———%
=312 -5z +6 -3 (m—Q)(x—3) z—=3 T — 2

Ejemplo 14.

L @3 +322 -2 . 1+3/x -2/ 1
lim ————— = lim =-.
=00 203 — 3047 25002 —3/224+T/23 2
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Ejemplo 15.

3z 3 3
lim (\/a:2—|—3a:—x) =lim ——=1lm ——— = —.
T—00 T—00 ‘/$2+1—|—ZL‘ T—00 /1+1/$2+1 2

Otros limites utiles:
sen(x) e’ —1

lim ——— =1, lim
z—0 T z—0 T

=1.

1.2.5 Limites relacionados con la exponencial
Si lim f(z) =1y lim g(x) es oo entonces
T—o T—ro

)

lim (£(2))7@ = eJmU@ Do)

T—

si existe el limite, donde o puede ser xg, asaL, Ty, 00 6 —00.

Ejemplo 16. lim =,

T—r0o0

(21‘ + 3)x+5 . emlirr;o(erS) 2;97
20 -7 B

1.3 Continuidad

1.3.1 Definicion

Una funcién f es continua en un punto zg si existe el limite en ese

punto y coincide con el valor de la funciéon en él,

lim f(x) = /(o).

T—T0

Es decir, para todo € > 0 existe un § > 0 tal que |f(z) — f(x0)| < €

cuando |z — x| < 6.

Definicién alternativa: f es continua en xg si:
lim ( (w0 +h) = f(x0)) = 0.
h—0

Una funcion f es continua en un intervalo abierto (a, b) si es continua

en todos los puntos; se escribe f € C(a,b).

Decimos que f es continua en un intervalo cerrado [a, ] si es conti-
nua en (a,b), existen los limites laterales interiores en a y en b, y coinciden
con los valores de f en esos puntos, es decir:

lm f(z) = f(a),  lim f(x)= f(b).

z—at T—b—
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Ejemplo 17.  Son continuas las funciones: polinomios, seno y coseno,

raiz cuadrada (en {z > 0}), exponencial, logaritmo (en {z > 0}).

1.3.2 Propiedades

En los siguientes teoremas estan las principales propiedades de las fun-

ciones continuas:

TEOREMA 1.1. 1. La suma de funciones continuas es continua. Tam-

bién lo es el producto y el cociente (salvo que se anule el denominador).

2. La composicion de funciones continuas es continua, es decir: si f es
continua en xo y g es continua en f(xg), entonces g o f es continua

en xg.

Ejemplo 18. Las funciones siguientes son continuas:

30?4+ 2 — 1 2241

NI et sen(z® — 3), cos(e?*F9)

TEOREMA 1.2. Teorema de Bolzano:

Si f es una funcidn continua en [a,b] con f(a) y f(b) de distinto signo,

entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Esto nos sirve para localizar dénde hay raices en una funcién. Como

consecuencia ademas tenemos:

TEOREMA 1.3. 1. Si f es continua en [a,b] entonces f toma todos los
valores entre f(a) y f(b).

2. Si f es continua en un intervalo [a,b] entonces alcanza su mdximo y

su minimo en ese intervalo.

1.4 Calculo diferencial

1.4.1 Concepto de derivada

En fisica se define la velocidad media en un intervalo de tiempo [tg, to+

h], siendo u(t) la posicion, como:

o ulto+h) —u(t)
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En la grafica de una funcién, la pendiente del segmento que une dos

puntos de la grafica y = f(x) de abscisas xg y o + h es:

B f(fUOJrh)—f(iUo).

h

Figura 1.6: Rectas secantes a una grafica aproximando la recta tangente.

Si en estos dos contextos pensamos qué ocurre en el limite obtenemos la
velocidad instantanea y la pendiente de la recta tangente, respectivamente.

Este es el concepto que tratamos ahora.

La derivada de una funciéon f en un punto xg se define como el limite

F(z0) = lim flzo+h)— f(xo).

h—0 h

Ejemplo 19. Si f(x) = 22, la derivada en © = 3 es

oy g BFR)2=9 . 6h4h?
o= = =
: . : / df
Una alternativa de notacion para la derivada es:  f'(zg) = d—(azo).
x

TEOREMA 1.4. Si f es derivable en xo entonces es continua en .
Por tanto, si f no es continua en un punto no puede ser derivable en ese
punto.

La derivada nos permite calcular la recta tangente a la gréfica de la

funcion y = f(z) en el punto (xg, f(x0)), la recta es:

y = f(zo) + f'(x0)(z — x0).
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y=-x+7x-6 y =30-24(x-6)

Figura 1.7: Recta tangente.

1.4.2 Calculo de derivadas

Las primeras derivadas se retinen en la tabla siguiente:

DERIVADAS ELEMENTALES

flx) =c, ~  fi(z) =0,
flz) =z, ~ o fi@) =1,
f@)=aP (peR) ~  fl(z)=pz ",
f(x) = sen(x) ~  f(x) = cos(x),
f(z) = cos(x) ~  fl(z) = —sen(z),
() = ta() o) = 1 ) = s = sed(a),
f(x) =e" ~  fl(z) = 61"”
(z) = logz - @)=
f(w) = arctg() = fle) =g +1 >
Ademés, tenemos las siguientes propiedades para derivar funciones més
complicadas:
PROPIEDADES

1. La derivada es una operacién lineal:
(cf)=cf', (F+9'=Ff+g
2. Derivada de un producto:
(f9)' =19+ fg"

3. Derivada de un cociente:

(f)' _fla—fd
g 9
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Ejemplo 20. Si f(z) = tg(x) = iirslég’

cos?(x) + sen?(z)

cos?(x)

f(z) = =sec’z = 1+ tg?(z)

4. Regla de la cadena: Derivada de la composicion:

(f o 9)'(x) = f'(g(x))d ().
Ejemplo 21. Si f(x) = sen(log(x)),

/(@) = cos(loa(x)) - ©

5. Derivada de la funcion inversa:

—1\/ . 1
U@ = mey
Ejemplo 22. Si f(x) = log(z), como f = g~!, donde g(x) = e,
y g/(x) =e”, 1 1 1

0= gty ~ @~

Como vemos, las derivadas de logaritmo y exponencial son sencillas pre-

cisamente cuando se usa la base el nimero e. Para otra base, por ejemplo

f@) =log @)~ F@) = s

1.4.3 Regla de L'Hopital

También es 1til la derivada para calcular algunos limites de cocientes de
funciones que son indeterminaciones:
TEOREMA 1.5. Regla de L’Hopital

Si lim f(x) = h'_r)n g(x) =0 entonces

tim @) _ gy @)

a—a g(x)  z—a g'(x)

siempre que este ultimo limite exista.

La regla de L’Hopital se aplica también si lim f(x) = lim g(z) = oo, y
T—x r—x
también si o = oo.

Ejemplo 23.

lm 1 — cos(x) — lim sen(x) — lim cos(z) _ 1
a—0 22 =0 2 =0 2 2
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1.4.4 Maximos y minimos

Una de las mayores utilidades de la derivada es localizar extremos de
funciones, es decir, maximos y minimos. Para ello empezamos con el teorema

siguiente:

TEOREMA 1.6. Sixq es un mdzimo o un minimo local de f y f es derivable

en xg, entonces f'(xg) = 0.

Los puntos con derivada cero se conocen como puntos criticos. La

derivada también nos da otras propiedades geométricas:

TEOREMA 1.7. Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces f es (estricta-

mente) creciente en (a,b), es decir

f(x) < f(y) Va<z<y<b.

Si f(x) > 0 para todo = € (a,b) y tiene signo distinto en los extremos
del intervalo, en este caso: f(a) < 0 < f(b), entonces la ecuacion f(z) =0
tiene una y solo una solucién en ese intervalo. Lo mismo ocurre si el signo

de la derivada es negativo.

Los extremos, es decir, los maximos y minimos de una funcién en un

intervalo estan entre los puntos siguientes:

1. Puntos donde la derivada es nula.

2. Puntos donde no existe la derivada.

3. Los extremos del intervalo.
Comparando el valor de la funcién en esos puntos encontramos el maximo
y el minimo si los hay.

Ejemplo 24. Si f(z) = 2*—22%+1enz € [-2,3/2] entonces f'(z) =

423 — 4z, que se anula en x = 0, z = +1. Comparando los valores:

el maximo absoluto M de f en ese intervalo estd en z = —2 y los minimos

absolutos m en x = +1.
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Figura 1.8: Gréfica de la funcion del ejemplo 24 y sus extremos.
1.5 Graficas de funciones

Para la representaciéon gréfica estudiaremos:

1. Dominio, simetrias, periodicidad y asintotas.
2. Crecimiento, decrecimiento y extremos.

3. Concavidad, convexidad y puntos de inflexion.

1.5.1 Dominio, simetrias, periodicidad y asintotas

Averiguamos el dominio, si la funcion es par o impar, o ninguna de las dos
cosas, si es periddica y estudiamos el comportamiento de f en los extremos
del dominio, calculando limites. En particular, estudiamos si tiene o no lo

que llamamos asintotas.

Decimos que f tiene una asintota horizontal cuando x — oo si
lim f(z) =1,
T—00
con | € R; la asintota es la recta y = [. Si el limite es cuando x — —o0 la

asintota horizontal es para xr — —oo.

Decimos que f tiene una asintota oblicua cuando x — oo si los limites
x
lim M:a y lim (f(z) —az) =b
r—00 I T—00
son finitos, con a # 0. En ese caso la asintota es y = ax+b. De forma similar

se define para r — —oo.

Si para x — oo existe una asintota horizontal entonces no hay asintota
oblicua y viceversa. Lo mismo ocurre para x — —o0o. Pero una funcién puede

tener asintotas distintas, o de distinto tipo, para x — oo y para z — —o0
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Decimos que f tiene una asintota vertical en x = x( si alguno de los
limites laterales
lim f(x) 6 lim f(x)

+ —
CL’*>$O .’E*):L’O

es oo 6 —oo. La asintota es la recta © = xg.

Estas asintotas pueden estar en los extremos del dominio de la funcién si
estos son finitos y nunca en los puntos donde la funciéon es continua. Suelen

aparecer con los cocientes en los puntos que anulan el denominador.

Ademas, la grafica de una funcién nunca puede cruzar una asintota ver-
tical, pero si puede cruzar una asintota horizontal u oblicua.
2z
12 — 1 —

Ejemplo 25. y = tiene dos asintotas verticales, z = —2,

Tz =3.

Las asintotas horizontales suelen aparecer con cocientes de polinomios
donde el grado del numerador es menor o igual que el del denominador, asi
como con exponenciales.

2

2
322 + 10
para x — 0O cOmo para £ — —0Q.

Ejemplo 26. y = tiene la asintota horizontal y = 2/3 tanto

Ejemplo 27. y = €* tiene la asintota horizontal y = 0 para x — —oo.

Las asintotas oblicuas suelen aparecer con cocientes de polinomios donde
el grado del numerador es uno mas que el del denominador.

3 2
x’ —Tx? +2 rx—7
———— tiene la asintota oblicua y = ——
722 + 10 y=
tanto para  — 0o como para r — —00.

Ejemplo 28. 1y =

1.5.2 Crecimiento, decrecimiento y extremos

Las derivadas nos sirven para estudiar crecimiento y decrecimiento:

TEOREMA 1.8. 1. Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces f es

(estrictamente) creciente en (a,b).

2. Si f'(xz) <0 para todo x € (a,b), entonces f es (estrictamente) decre-

ciente en (a,b).

3. Si f es creciente en (xo — d,x0) para algin 6 > 0 y decreciente en
(xo,x0 + 9), entonces f tiene un mdzimo local en xy. Es decir, si es
creciente a la izquierda y decreciente a la derecha de xg, entonces xg

es un mdximo local. Si es al revés tiene un minimo local.
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Figura 1.9: Asintotas de los ejemplos 25 a 28.

Para determinar los intervalos de crecimiento de una funcién y sus ex-
tremos locales, hay que determinar el signo de la derivada en los distintos

intervalos.

Ejemplo 29. f(x) = 42 — 3z verifica f'(z) = 1222 — 3, que se anula

1
en x = +—. Se tiene

z e (- oo, —%) ~ () >0 ~+  f creciente

ze (- %, %) ~  fl(x) <0 ~»  f decreciente

x € (%, ) ~ fl(x) >0 ~»  f creciente
Por tanto, z = —% es maximo local y = = % es minimo local.

1.5.3 Convexidad, concavidad y puntos de inflexiéon

Hay dos clases de curvatura de una funciéon: Decimos que una funcién es
convexa en un intervalo [a, b] si el conjunto que queda por encima de su gra-
fica es convexo visto desde abajo, es decir, si dados dos puntos cualesquiera
x, y € [a,b], el segmento que une los puntos en la grafica (x, f(z)) e (v, f(v))
esta por encima de la grafica (o sobre ella). Decimos que es concava si — f

€S convexa.

Observamos que una recta es a la vez convexa y concava, pero como no

estd curvada no hay confusiéon ninguna.
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En algunos libros de texto los nombres de convexa y céncava se utilizan
al revés. En caso de duda conviene hacer el dibujo de a qué nos referimos

con coOHncavo ¥y convexo.

/ a x y b

Figura 1.10: Grafica de una funcién convexa en el intervalo [a, b].

y=4x"-3x ° /

Figura 1.11: Grafica de la funcion de los ejemplos 29 y 30.

La segunda derivada viene en nuestra ayuda:

TEOREMA 1.9. Si f”(z) > 0 para todo x € (a,b), entonces [ es conveza
n (a,b). Si f"(x) <0 para todo = € (a,b), entonces f es concava en (a,b).

Se dice que z( es un punto de inflexién de una funcién f sila curvatura

es distinta a cada lado del punto.

TEOREMA 1.10. Si xg es un punto de inflexion de f y existe la sequnda

derivada alli, entonces f"(xg) = 0.

Para determinar los intervalos de convexidad y concavidad de una fun-
cion y sus puntos de inflexiéon hay que determinar el signo de la segunda

derivada en los distintos intervalos.
Ejemplo 30. f(z) = 423 — 3z verifica f”(z) = 24z, que se anula en
x = 0. Se tiene
x € (—00,0) ~ o f(x) <0 ~  f concava

x € (0,00) ~ f"(x) >0 ~»  f convexa
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Por tanto z = 0 es un punto de inflexion.

En ocasiones la segunda derivada es muy complicada de manejar. En la
mayoria de los casos podremos obtener una grafica de f bastante precisa

aun sin utilizar f”.

Para completar la grafica podemos calcular el valor de f en los puntos
criticos, en los puntos donde no exista la derivada, en los extremos del do-
minio (si es que f esta definida alli) y en los puntos de inflexion. También
conviene obtener los cortes de la gréafica con los ejes, siempre que sea posible

calcularlos y estudiar los signos de f en los distintos conjuntos.

~ AsP-
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