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ALGEBRA LINEAL

Este tema esté dedicado al estudio de las matrices y sus propiedades y a su

aplicacion a la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.
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3.1 Sistemas lineales de ecuaciones

Los sistemas lineales de ecuaciones aparecen en multitud de problemas
que se plantean en la vida cotidiana, asi como en problemas geométricos o

problemas teoricos.

Ejemplo 57. Juan ha comprado 9 paquetes de leche entera y leche

semidesnatada por un total de 9.60€. Si el paquete de leche entera cuesta
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1.15€ y el de semidesnatada 0.90€, ;cuintos paquetes ha comprado de cada
tipo?

Esto se traduce en el sistema:

{E+S:9

— FE=6, S=3.
1.15E + 0,98 = 9,6

Los sistemas més naturales tienen el mismo ntiimero de ecuaciones que

de incoégnitas, 2 en nuestro ejemplo.

3.1.1 Métodos de resolucion
Tenemos tres métodos:

1. Método de sustitucion: despejamos una incognita en una ecuacion

y sustituimos en las demas.

2. Método de eliminaciéon de Gauss: realizando operaciones con las
ecuaciones eliminamos incégnitas obteniendo un sistema inmediato de

resolver.

3. Método de Cramer: utiliza un cociente de determinantes (lo estu-

diamos més adelante).
Ejemplo 58.  Por sustitucion:
20 4+ 3y =1,
r— 2y =4.
De la segunda ecuaciéon tenemos x = 2y + 4, que en la primera implica
2(2y+4)+ 3y =1, es decir, y = —1, que da =z = 2;
Ejemplo 59. Utilizamos ahora el método de Gauss para el sistema:
r—2y—z=3,
y+z=0,
20+ 3y +z2=2.

Restamos a la tercera fila la primera multiplicada por 2 y luego a la tercera

fila le restamos la segunda multiplicada por 7, obtenemos

rT—2y—z = 3,
y+z = 0,
—4z = —4

Este sistema es triangular y se puede resolver facilmente desde abajo:

z=1=2y=—2=-1 = 2=34+2y+2=2.
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El método de Gauss es mas eficaz utilizando notacién matricial, como

veremos. El método de Cramer necesita notacién matricial.

3.1.2 Conjuntos de soluciones
Clasificamos los sistemas segtin la cantidad de soluciones:

1. Si tiene un solucién tnica decimos que es un sistema compatible

determinado.

2. Si tiene infinitas soluciones decimos que es un sistema compatible

indeterminado.
3. Si no tiene solucién decimos que es un sistema incompatible.

Se tiene entonces la alternativa

) determinado (SCD)
compatible

sistema indeterminado (SCT)

incompatible (ST)

Los sistemas con dos incégnitas se pueden interpretar como intersecciéon

o

2,4

de rectas en el plano.

y=x/2+3

y=6-x

Figura 3.1: Interseccién de las tres rectas del ejemplo anterior.

Ejemplo 60. El sistema:
20 —y =0,
T — 2y = —6,
z+y =06,

es compatible determinado, un tnico punto solucion.
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Los sistemas con tres incégnitas describen las intersecciones de planos
en el espacio, como veremos en el siguiente capitulo. La imagen muestra
la interseccion de dos planos, que es una recta (es decir, corresponde a un

sistema compatible indeterminado, infinitos puntos solucion).

Figura 3.2: Interseccion de dos planos a lo largo de una recta.

3.2 Vectores y matrices

3.2.1 Vectores

Un vector (de dimension n) es una fila ordenada de n nimeros: @ =
(a1,a2,...,a,) donde a; € R, i =1,2,...,n. Cada numero es una compo-
nente, o coordenada, del vector. Los vectores son elementos del espacio
vectorial de dimensién n, R™. En los ejemplos consideraremos principalmente

n=2yn=3.

OPERACIONES

1. La suma de dos vectores se hace componente a componente, por tanto
solo se pueden sumar vectores con el mismo niimero de componentes.

La suma es un nuevo vector, por ejemplo:

(a1,a2,a3) + (b1, b2,b3) = (a1 + b1, a2 + ba, az + bs).

2. El producto por un niimero se hace multiplicando cada componente

por el nimero. El resultado es un vector, por ejemplo:

)\(al, as, a3) = ()\al, )\GQ, )\ag), A eR.
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Figura 3.3: Vectores en el plano y en el espacio.

3. El producto escalar de dos vectores (de la misma dimension) se hace
componente a componente y sumando; el resultado es un ntmero, es

decir:

(a1,a2,a3) - (b1, b2, b3) = a1by + azba + azbs.

Esta operacién se estudiara en el capitulo de geometria.

PROPIEDADES

Si d, 5, ¢ son vectores y A, ;4 son numeros reales:
1. @+b=b+ d (Conmutativa)
2. (@+0b)+&=d+ (b+@). (Asociativa)
3. 0+d=a+0=a. (Existe elemento neutro)
+ (—@) = (@) + @ = 0. (Existe elemento opuesto)
5. M@+ b) = A@ + Ab. (Distributiva 1)
6. (A +p)d = Ad + pd. (Distributiva 2)
Una combinacion lineal de un conjunto de vectores {dj, ..., d;} es una

expresion:

Aai + - -+ Agdg,
donde Aq,..., \; € R. El resultado es otro vector.

Un conjunto de vectores es linealmente dependiente si existe alguna

combinacion lineal no trivial (es decir no todos los coeficientes son cero)
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que da cero. Diremos que es linealmente independiente si no existe tal
combinacién lineal, es decir, toda combinacién lineal suya igualada a cero

tiene necesariamente todos los coeficientes cero.

Otra forma de verlo: es linealmente dependiente si alguno de los vec-
tores se puede poner como combinacién lineal de los otros. Es linealmente

independiente si ningin vector es combinacion lineal de los demés.

El rango de un conjunto de vectores es el niimero méaximo de vectores
linealmente independientes que tiene. También es la dimensién del espacio

que generan sus combinaciones lineales.

Un conjunto de vectores B es una base de un espacio vectorial V si

B CV y cumple:

1. B es linealmente independiente.

2. Todos los vectores de V son combinacion lineal de los vectores de B.

La base candnica es la formada por los vectores con todas sus compo-
nentes cero salvo una, que es un 1. En R? es {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}.

3.2.2 Matrices

Una matriz de dimensiones m X n es una colecciéon de m vectores de
dimensién n colocados uno encima de otro, formando una caja de m filas y

n columnas.

Ejemplo 61. La matriz

01 -2 0
A=1]14 10 0 -5
1 3

tiene 3 filas y 4 columnas, es por tanto 3 X 4.

También se puede interpretar como n vectores columna colocados uno a
continuacién de otro. Las filas y las columnas de una matriz son pues vec-

tores, que llamamos vectores fila y vectores columna respectivamente.
Una matriz 1 X n es un vector; una matriz 1 x 1 es un ntmero.

El rango de una matriz es el rango del conjunto de sus vectores fila o

sus vectores columna, que es el mismo.
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La traspuesta de una matriz A es la matriz que tiene por filas los
vectores columna de A. Se denota A”. Una matriz y su traspuesta tienen,

por tanto, el mismo rango.

OPERACIONES

1. La suma de dos matrices de las mismas dimensiones se hace sumando

coeficiente a coeficiente.

Ejemplo 62.

1 0 2 n o 1 1)\ (1 1 3
2 —2 1 -1 -12) \1 -33)
2. El producto por un nimero se hace multiplicando cada coeficiente

por el niimero.

Ejemplo 63.

o1 0 2\_(2 0 4
2 2 1) \4 -4 2/

3. El producto de dos matrices, A - B, solo se puede realizar cuando
el nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de B. Si A
esmXxny B esn Xk, entonces el producto es una matriz C' de
dimensiones m x k. En C, el coeficiente ¢; ; es la suma del producto
de los coeficientes de la fila ¢ de A por los coeficientes de la columna j

de B, cada uno por su correspondiente.

Ejemplo 64.
2 3 1 2 -1 (2412 4-15 -2+40
-1 8 4 -5 0 S\ 1432 —2-40 140
(14 -11 -2
S\ 31 —42 1
Ejemplo 65.

1
1 0 2 0 |- 1-140-0-2-1\ [ -1
2 21 . S\ 2.1-2.0-1-1/) \ 1
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Llamamos matriz identidad, I, a la matriz cuadrada que tiene unos
en la diagonal principal y ceros en el resto de los coeficientes. En dimensién
3 % 3 es:

I:

o O =
o = O
= o O

Sus vectores columna (y sus vectores fila) forman la base candnica del espacio

de tres dimensiones.

Para una matriz cuadrada, A, la matriz que al multiplicarla por ella
nos da la identidad se llama matriz inversa de A, y se denota por A1
Entonces:

AA =A"tA=1T

Cuando existe la matriz inversa de A decimos que A es invertible.

3.2.3 Determinantes

Dada una matriz cuadrada A, de dimensiones 2 x 2, su determinante,
que se denota por |A|, es

ar by

‘A‘ = = a1b2 — agbl.

az b2
Si A es una matriz 3 x 3, entonces el determinantes es

ail a2 aig

a22 423 a1 a3 az1 a2

|Al = | a21 ag2 ag3 | = an +ai3

)

asz2 ass a3y ass asy asz

a3l asz2 as3

donde los determinantes 2 x 2 que aparecen se llaman cofactores de a1, a1
y a13 respectivamente y se obtienen eliminando de la matriz A la fila y la
columna en que esté el coeficiente al que corresponden. Este determinante lo
hemos desarrollado por la primera fila. Podemos desarrollarlo por cualquier
fila o columna, teniendo en cuenta que los signos que hay que asignar a cada

coeficiente son alternados, con el esquema siguiente:

Regla de Sarrus: Un determinante 3 x 3 se puede calcular también,

mas facilmente, siguiendo el esquema de hacer los productos de coeficientes
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siguiendo las diagonales y con los signos asignados segin las direcciones:

Sur-Este positivo, Sur-Oeste negativo, es decir:

ailr ai2 a3
a1 G2 G923 | = 0110322033 1+ 0210432613 + 431012023

as1 as2 ass —Qa13022031 — 230432411 — A33021012.

Sin embargo el método de desarrollar el determinante por cofactores es mas

adecuado si hay alguna fila (o columna) con muchos ceros.

PROPIEDADES
1. [I] =1.

2. |Al = |AT].

3. |AB| = |A||B].

4. Es lineal por filas o por columnas:

a1 thy ar b1 c

as thy co |=1| as by ¢

ag tby c3 as bz c3
ap b1 c+dy a1 b ap by di
as by cotdo |=]|as by co |+ | ax by dsy
as by c3+ds as by c3 ag by ds

5. Si dos columnas son iguales, |A| = 0.
6. No cambia si a una columna le sumamos un maultiplo de otra.
7. Si se intercambian dos columnas, cambia de signo.

8. Los vectores columna son linealmente independientes si y soélo si el

determinante es distinto de cero. Igualmente pasa con los vectores fila.

Entonces, podemos utilizar determinantes para estudiar la independencia

lineal de vectores y calcular el rango de matrices.

TEOREMA 3.1. Una matriz cuadrada tiene inversa si y solo si su determi-

nante es distinto de cero.
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Podemos calcular esa matriz inversa con el método de los cofactores,

con la formula:

A —Ap Az
—Ay A —Aos )
Az1 —Aszy  Asz

donde los A;; son los cofactores de los coeficientes a;;, es decir los determi-
nantes obtenidos al eliminar la fila y la columna donde esta el término a;;.

El esquema de signos es el mismo que en los determinantes.

1
Por las propiedades 1 y 3 de determinantes, |[A~!| = m
Ejemplo 66. Dada la matriz
1 -2 -1
A=11 1 1 )
2 2 1
el determinante es
|Al=1-2-4+242-2= -3,
y la inversa
T
. -1 1 0 /3 0 1/3
A*lzjg 0 3 -6 = -1/3 -1 2/3
-1 -2 3 0 2 -1
Comprobamos
1 -2 -1 1/3 0 1/3 100
AAT =11 1 1 -1/3 -1 2/3 |=]0 10 |=1I
2 2 1 0 2 -1 0 01
1 2 4 1 1
Ail = - - - — — = - = —,
| | 3 9 3 |A]

3.3 Resolucion matricial de sistemas lineales

Un sistema de ecuaciones lineales

a;1r + apy + azz = b
a21x + axy + axz = b
az1r + aszxy + azzz = b3
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se escribe como producto de matrices de la forma AX = B:

a1 a2 a13 T b1

a1 a2 G23 y | =1 b2

as1 azz as3 z b3
—_—— N —

A X B

La existencia de soluciones depende del rango de la matriz del sistema

a1l a2 a3
A= Ga21 G22 Q23

a31 asz2 as3

y el rango de la matriz ampliada (anadiendo el vector columna B)

ailr a2 aiz | by
A= (A[B)=| axn a2 a3 |b

az1 azz asz | b3

3.3.1 Teorema de Rouché-Frobenius

TEOREMA 3.2. de Rouché Frobenius.

Un sistema de ecuaciones lineales tiene solucion si y solo st la matriz

del sistema tiene el mismo rango que la matriz ampliada.
Observaciones:

1. Si no tienen el mismo rango, el sistema es incompatible (SI).

2. Si los rangos son iguales y coinciden con el nimero de incognitas, el

sistema es compatible determinado (SCD).

3. Si los rangos son iguales pero inferiores al ntimero de incodgnitas, el

sistema es compatible indeterminado (SCI).

Los sistemas con término independiente exactamente igual a cero se lla-

man homogéneos:

ez + apy + aizz = 0,
anxr + axy + asz = 0,
a1z + azxy + axzz =
Estos sistemas son siempre compatibles, porque una soluciéon trivial es la

idénticamente cero. Entonces habria que estudiar si solo tiene esa solucién

(SCD) o tiene infinitas (SCI).
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3.3.2 Método de Gauss

De forma matricial este método consiste en transformar la matriz am-
pliada de un sistema, g, haciendo ceros mediante operaciones con las filas
hasta convertirla en una matriz de forma triangular, cuyo rango es inmedia-
to de obtener. Esa nueva matriz corresponde a un sistema lineal equivalente

al original y que se resuelve directamente.

Ejemplo 67. Resolvemos de forma matricial el sistema

x - 2y — z = —6,
r + y + z = 2
20 + 2y + =z = 3,

realizando las siguientes operaciones: Llamamos Fi, Fo y F3 a las filas y
calculamos Fy — F y también F3 — 2F) en el primer paso y en el segundo

hacemos F3 — 2F5 obteniendo una matriz triangular:

1 -2 -1 —6 1 -2 -1 —6 1 -2 -1 —6
1 1 1 2 ~ 10 3 2 8 ~ 10 3 2 8
2 2 1 3 0 6 3 15 0 0 —-1] -1

Vemos que rango(A) = rango(A) = 3. Por tanto el sistema es Compatible
Determinado. Resolviendo de abajo a arriba se obtiene:
8—2

5 =2 w=-6+d+1l=-1

z=1 y=

El determinante también nos corrobora que el sistema es compatible
determinado, por el Teorema de Rouché-Frobenius: |A| = -3 # 0 = SCD,

pues el rango de A sera 3.

Ejemplo 68. Para el sistema

r — 2y — z = -6,
x 4+ y + z = 2
2¢ + 2y + 2z = 3,

realizamos las siguientes operaciones

1 -2 -1 —6 1 -2 -1 —6 1 -2 -1 —6
1 1 1 2 ~ 10 3 2 8 ~ 10 3 2 8
2 2 2 3 0 6 4 15 0 0 O -1

Vemos que rango(A) = 2, rango(A) = 3. Por tanto el sistema es Incompa-
tible. Con el determinante comprobamos que |A| = 0, y por tanto el rango
de A serda menor que 3. El sistema podria ser SCI o SI: para concretarlo

hay que utilizar el método de Gauss, como hemos visto.
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Ejemplo 69. Sea ahora el sistema

r — 2y — z = —6,
r + y 4+ z = 2
2 + 2y + 2z = 4,

y realizamos las siguientes operaciones

1 -2 -1 —6 1 -2 -1 —6 1 -2 -1 —6
1 1 1 2 ~ 10 3 2 8 ~ 10 3 2 8
2 2 2 4 0 6 4 16

Vemos que rango(A) = rango(A) = 2 < 3. Por tanto el sistema es Compa-

tible Indeterminado. Despejando:

8 —2z 6+2(8—2z)+ —2—z
xr= — —_— z =
3 7 3 3 7

mientras que z puede tomar cualquier valor: infinitas soluciones. (Podiamos

y:

haber observado desde el principio que la tercera ecuacién es equivalente a

la segunda, es decir, sobra).

También podemos calcular la matriz inversa por el método de
Gauss: Escribimos una matriz cuadrada A y la ampliamos con la matriz
identidad, operamos a continuacién con las filas hasta obtener en la parte
de A la matriz identidad y la matriz obtenida en el lugar de la identidad es

la inversa.

Ejemplo 70. Tomamos una matriz cuadrada y la ampliamos con la

identidad:
1 -2 —-1(1 0 O

ADh=|1 1 1]0 10 |,
2 2 1]00 1

Operamos con las filas hasta obtener la identidad en la parte izquierda:

1 -2 -1 1 00 1 -2 1] 1 0 0
0 3 2|/-1 10 ]|~1]10 3 2 -1 1 0
0 6 3 |1-2 01 O 0 —-1,0 =21
1 =2 0|1 2 -1 1 0 0| 1/3 0 1/3
~f0 3 0]-1 -3 2 ~|010]-1/3 -1 2/3
0O 0 1] 0 2 -1 0 0 1 0 2 -1
la inversa es:
1/3 0 1/3
A= —-1/3 -1 2/3

0 2 -1
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3.3.3 Regla de Cramer

Si A es una matriz invertible, entonces el sistema de ecuaciones:

a1 a2 a13 T b1
a1 az a3 y | =1 b2
asy azz as3 z b3

es compatible determinado y sus soluciones se calculan por las formulas:

. b1 a2 ais L | b1 a3 || e b1
x=77|ba ax a3 |, Y=7|an by ay |, 2=77| an axn b
|4 | A Al

b3 az2 as3 azy b3 ass a3y azz b3

que se obtinen sustituyendo en el determinante del numerador la columna
correspondiente en orden a la incognita (primera para x, segunda para y,

tercera para z) por el término independiente.

Ejemplo 71. Calculamos por este método la solucion de:

r — 2y — z = —06,
r + y + z = 2
2 + 2y + z = 3,
Tenemos que |A| = —3, luego:
-6 -2 -1 1 -6 —1
1 1
3 2 1 2 3 1
-1 -2 —6
! 1 1 2 1
z = — =
-3
2 2 3

3.3.4 Sistemas con un parametro

Ejemplo 72. Consideremos el sistema

r — 2y — z = —6,
r + y + =z = 2,
20 + 2y + Az = A+1,

donde A € R es un parametro. La existencia de soluciones dependeré del

valor de A. Si calculamos el determinante de la matriz A asociada, se obtiene

Al =A—2-442+2X—2=3\—6.
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Por tanto, si A # 2 el determinante es distinto de cero y el sistema es SCD.

Para A = 2 el sistema puede ser SCI o SI. Con el método de Gauss,

1 -2 -1 —6 1 -2 -1 —6
1 1 1 2 ~1 0 3 2 8
2 2 A A+1 0 6 A+2| A+13
1 -2 -1 —6
~ 10 3 2 8
0 0 X=2] A=3

Vemos que para A # 2 se tiene rango(A) = rango(A) = 3 = SCD, mien-

tras que para A = 2 es rango(A) = 2 < rango(A) = 3 = SI. Para los
valores A # 2 como el sistema es compatible determinado, la solucién se

acaba de obtener sustituyendo A\ por el valor correspondiente.
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