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Problemas Matemdticas I 25

4. Geometria

4.1. El plano R? y el espacio R?
Problema 4.1.1

a) Il = VI+3+9 = VI 7] = v, | AB| = |3, -1,2)] = VIA.

i ik
b) 4-T=-2—-6-12=-20,ix0=| 1 -2 3 |=(-1,-2—1).
2 3 —4

— =

u-v =20
lall 2]l /406
d) Por ejemplo @ = (0,2,1).

(el dngulo es obtuso).

c) cosa =

a—28+3y=0
—2a+ 38 —4y=0.
Como el vector tiene que ser de norma uno dividimos por su norma, y el vector buscado es

e) Si W = (a,B,7) se debe tener { Una solucién es o = v =1, § = 2.

F=( 1 2 1 )
W= (—=,—, —).
V6 V6 V6
1 -2 3
f) r(u,d, zﬁ) =r| —2 3 —4 | =3, haciendo ceros o calculando el determinante, que es
3 -1 2
-3 #0.

Problema 4.1.2 @-b=2+10=0 = 2 = —10.

Problema 4.1.3

{—2a+4+12—0
a)

= a=28, =2
—a+28+4=0

2414
b) cosf = rars_ 9 (dngulo agudo).

VITVG V102

1
Problema 4.1.4 La pendiente debe ser —1. Pasando por P la recta es y = 3~ (x —2), es

3
decir, y = —x + 3

6+1—-06 1
Problema 4.1.5 dis(P,r) = 6+ | _

VOF+1T V10
Problema 4.1.6 Escribimos la ecuaciéon normal de la recta, x + y = 0, y asi la distancia es
, |14 1] 2
dis(P,r) = = =2
(P,r) N

Problema 4.1.7
a) dis(P,Q) = | PG| = V5.
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—1
b) cosl = —.
) V50

1
c) cosp = Wi

d) Tomamos vector director v = (1,—3). La recta es entonces x — 3y = 1.

e) dis(Q,rs) = \35
r—1 y—1

= =2z—-2.
3 z

Problema 4.1.8

Problema 4.1.9

a) Como 4 — ¥ =(—2,3,1), la recta es L

=—= 1
— 3 z+
r=1-A
Como]@ —1,0,3), larectaes ¢ y =1
z=—1+43A\

¢) Como la direccién del vector 37 es la misma que la del vector ¥, larectaesx =1—y =2—z.

i 7k
Problema 4.1.10 El vector de la recta serda ¥ = | 3 —1 1 | = (2,4,4). Tomamos para
1 1 -3
. . y—1 z—1
simplificar el vector (1,2,2). Larectaes z — 1 = 5 = g
Problema 4.1.11 No son coplanarios pues son linealmente independientes, el rango es 3, el
1 2 3
determinante de la matrizes | 4 —3 1 | =44 #0.
2 5 3
Problema 4.1.12 Hallamos los vectores AB — (0,1,1), AC = (-2 E (,a—1,1)y
0 1 1
vemos si son linealmente independientes mediante el determinante, | —2 1 2| =4—a.

a a—1 1
Para a = 4 son coplanarios los cuatro puntos.

r=1+A+2pu
Problema 4.1.13 {y=1+3u
z2=24+ A+ pu.

Problema 4.1.14 (x —1)+2y+3(z — 1) =0, es decir, z + 2y + 3z = 4.
Problema 4.1.15
a) Hallamos los vectores ]@ = (—2,—4,-6), PR = (—1,—1,—4). La ecuacién del plano (to-

c=14+A+p
mando miltiplos simples de esos vectores) es ¢ y = 2 + 2\ +

Z =343\ +4u.
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r=1-5\+pu
b) Elplanotendrédevectoresﬁ:(—1,—1,—4) U—7 = (—5,0,—-3),luegoes C y =2+ 1
z=3—3\+4u.

x =10\ +5u
¢) Como 1 + 27 = (10,3,3), 2a + 7 = (5,3,0), la ecuacién del plano es < y =1+ 3\ + 3u
z=—-1+43\.

Problema 4.1.16

a) Si la recta es paralela a m; y ma, tendrd de vector el producto vectorial de los vectores
directores de estos planos. El vector de m es v = (3,0, —1). El vector de 72 es el producto

vectorial de O?’ = (1,0,1) y 0(3 = (0,2,1), es decir v3 = (—2,—1,2). Asi el vector de la
-2 -1
recta es v] X v = (—1,—4,—3). La ecuacién de la recta es z = yT S 5

b) Dos vectores del plano seran el de la recta w; = (1,2,1) ademés de wy = }@ = (

H
SA = (—2,—4,—6). La ecuacién

T=A—Lu
La ecuacién del plano es entonces ¢ y =2+ 2\ — p
z=14+X+p.
3 )
¢) Escribimos la recta en forma normal, x = y+ = —g Tenemos entonces un punto
del plano S = (2,1,1), un vector del plano uj = (1, 3,6), y el otro se obtiene con un punto

cualquiera de la recta, por ejemplo A = (0, —3, —5); asi u5
r=24+A+u

del planoes ¢ y =143\ +2u
z=14+6X4+3u.

2+3-1 4
VIF9+1 14

Problema 4.1.18 Basta calcular la distancia de un punto cualquiera de 7, por ejemplo P =
26

0,0,—5 , a T, dis T,T2) = dis P,7T2 = —.

(0.0.-5) (m,m) = dis(P.m) =

Problema 4.1.19 Vemos que el vector de la recta coincide con uno de los vectores del plano.

Basta calcular la distancia de un punto cualquiera de la recta, por ejemplo P = (2,5,1), al

plano. Pero primero hay que escribir la ecuaciéon continua del plano, 11z + 13y — 152 — 9 = 0.

Finalmente dis(r,m) = dis(P,w) = (;315

Problema 4.1.17 dis(P,7) =

Problema 4.1.20
) PG = (0,0,-1), QF = (1,3,-3), dis(P,Q) = | PQ|| = 1, dis(Q, R) = |QE| = /19

b) vi-v3=(3,—1,1)-(1,2,—1) =0 = cos# = 0 (son perpendiculares).
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r=3
d) ¢y=—2
z2=24+ A

e) x—4y—T72+6=0.

IRP x4 [3

Problema 4.1.21 d(P,r) = |RP| - |sena| = =\

U
Problema 4.1.22 Construimos el plano que contiene a una de ellas y es paralelo a la otra y
calculamos la distancia del plano a cualquier punto de esa otra recta.

21
)rm=x+4+324+48=0,d(r1,re) =d((7,-5,2),71) = —.
i1) Resolvemos el sistema para obtener la ecuacién paramétrica de la segunda recta:
T = —% +
ry = = —% +
z=A

>3l

Hallamos ahora el plano que contiene a la primera y es paralelo a la segunda recta y la distancia
entre ese plano y un punto de la segunda recta:

13
T=Tr+ 14y —32—-6=0, d(ri,me) =d((-3/7,-2/7,0),7) = ok

4.2. Posicion relativa de rectas y planos
—6 « —4 .
Problema 4.2.1 Se debe tener 9 =3 ?, es decir, a = 2, 8 = 6.
Problema 4.2.2 Como los vectores (1,1,—1) y (3,—1,—3) son lineralmente independientes,
los planos se cortan a lo largo de una recta, que se calcula facilmente,

A3~ 4 32

x=3/2+ A
es decir,y=1/2, x =2—y+2=3/2+ 2. Larectaes,  y=1/2
z= A
Problema 4.2.3 i)
1 -1 1 1 1 -1 1 1
A
2 2 3| 4 0 4 -5 2
245 6 + v =3/24 A
implica y = 1 Z,m: 4Z,esdecir y=1/2+45)\
z =4\
1) Primero escribimos los planos en forma continua, x — 2y —z = 0, 4o —y — z = —1. Asi

resolvemos el sistema

1 -2 1| 0 1 -2 -1] 0
s
(4—1 —1‘—1) (0 7 3‘—1)’
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r=-=27T+X
que implica y = ﬁ, T = _27+ Z, es decir ¢ y = —1/7/2 — 3\
z="TA\.
ii1) De la ecuacién en forma continua de los planos, * — 6y + 3z = —1, 7Tx — 6y + 3z = b,
obtenemos el sistema
<1 —6 3‘ —1>W(1 -6 3 ‘—1)
7 —6 3 5 0 36 -—-181| 12 )’
rz=1
que implica y = 2+3Z, x=1,esdecir y=1/3+ X\
z =2\

Problema 4.2.4 Los vectores no son perpendiculares (3,2,1) - (3,—2,1) = 6 # 0, por lo que

=143\
la recta y el plano no son paralelos, se cortan en un punto. Sustituimos la recta =2\
z=4+ A
. 4 10
en el plano, 3+ 9\ —4X+4 4+ X\ =3, que da A = —2/3, es decir el punto (—1, —3 ?)
Problema 4.2.5
1 2 —4 1 1 2 —4 1
r{1 7 =151 |=10 5 —-11|0
2 -1 3 2 0 -5 11 0
Luego r(A) = r(A*) = 2, SCI, se cortan en una recta.
Problema 4.2.6
1 k 1 0 1 k 1 0 1 k 1 0
r{f1 -1 -k| 2 )|=rl0 -1-k -k—-1] 2 |=r|0 —-1—-k —k—11| 2
2 3 1 1 0 3-—-2k -1 1 0 3-—-2k -1 1
. -1-k —-k-1 9
Calculamos el determinante 3_ 9 1 = k* — k — 2, que se anula para k= —1, k = 2.
Por tanto si k # 1, 2 el sistema es SCD, y los planos se cortan en un punto. Si k = —1 la matriz
es
1 -1 1 0
0 0 O 2
0 5 —-1]1

que es SI, no hay interseccién comun. Si k = 2 es

1 -1 1 0
0 -3 -3 ]| 2
0 -1 -1 1

que también es incompatible.
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Problema 4.2.7 Escribimos el sistema de dos pares de ecuaciones

r—1 y+2

yi2 _54 5 — 5 =2y + 4

5 y+2=52—20
NN

x+2:y—7 2r+4=y—"7

y—7 23—5 y—T=2+5

2 2

De la primera y tercera ecuaciones se obtiene x = 31, y = 73. De la segunda y cuarta y = 16, z =
4. Obviamente es incompatible, no hay interseccién comun y las rectas se cruzan. Resolviendo
el sistema completo se obtiene el mismo resultado

5 -2 0| 9 5 -2 0 9 5 -2 0| 9
01 5| -21] o 1 5| -2 |0 1 -5] -2

"2 -1 0] 1 "o 15 03T 7" 0o 0 o 15
0 1 -1]| 12 0 1 -1 12 0 0 6 | 44

luego r(A) = 3, r(A*) = 4, sistema incompatible.

Problema 4.2.8 Sustituyendo las ecuaciones de la primera recta en la segunda se obtiene

20 =2 SA —1
= 4 =
5 3+ 4\ 3

La primera igualdad da A = —4/3, mientras que la segunda da A = —10/3, que es incompatible,
luego las dos rectas se cruzan.
Problema 4.2.9 Sustituyendo las ecuaciones de la primera recta en la segunda se obtiene

r+1 :U—l_a:—l

B 2 2
B+2 6+2 +2
p—-2"8-2"3-2

).

que implica (f—2)z = f+2. Si § # 2 se tiene que las rectas se cortan en el punto (

Si 8 = 2 las rectas no se cortan, de hecho son paralelas.

4.3. Areas y voliimenes

. 1 V35
Problema 4.3.1 Area = 5”@ X ﬁ” =

1 25
Problema 4.3.2 Utilizamos el producto mixto: Volumen = 6|fﬁ : (1@ X Eﬂ =5
Problema 4.3.3 La medida de la arista es la distancia entre los planos, que calculamos como

la distancia de un punto del primer plano, P = (0,0, 1), al otro:

2:0-2-041-1-5 4

d(F.m) V212212 3

4\ 3
Por tanto Volumen = (3)

_ o
27
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Problema 4.3.4 El punto que falta tiene la forma D = (1 — A\,2 + A\, 3 + \). Los vectores que
generan el tetraedro son:

AB = (1,3,0), AC = (3,0,0), AD=(1+A —1—X —3— ).

El volumen lo calculamos por el producto mixto:

Volumen = %\B . (1@ X E)\ = 3(3;)\)

Para que valga 6 debe ser A = 1, luego D = (0, 3,4).

~ AsP-

[@oce)
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