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CAPITULO b

CALCULO DIFERENCIAL

Continuando con el estudio de funciones de una variable, en este capitulo aprenderemos la
definicién de derivada de una funcién, asi como, reglas para calcular derivadas de una forma
rapida y sencilla. Ademads, veremos dos aplicaciones ttiles de las derivadas, como son la obtencién
de los extremos relativos de funciones y el calculo de rectas tangentes a una funcién dada en un

punto concreto.

5.1. DERIVADAS DE UNA FUNCION REAL DE UNA VARIABLE.

Sea una funcién f: R — R se define la derivada primera de f en xy como

iy e flwo+ ) = f(wo)
f o) = Alino A '

La existencia de este limite requiere que coincidan los limites laterales o derivadas laterales,
f'(zg) = f'(x7). Silas derivadas laterales son finitas, aunque no coincidan, la funcién f(z) tiene

comportamiento continuo en xg, ademas, se dice que el punto xgy es anguloso.

Si f'(zg) es un nimero real, diremos que la funcién f es derivable en el punto xg. Si por el
. i , . . ., .
contrario, f’(zp) no es un nimero real o el limite no existe, entonces la funcién no es derivable

en dicho punto.

o7
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Ejemplo 1.

a) Calcular la derivada de f(x) = 22 en el punto zg = 3.

Solucion:

= 2 92 2\
73 = im {BHN-F@) o BN 046X+ -0
2
A—0 A A—0

b) Calcular la derivada de f(z) = 2z en el punto z¢ = 5.

Solucion:

) 5+ X)) — £(5) . BN =2 . 2(54+X)—10
£5) ,\Elo A ,\glo A /\1—>0 5
o 104+2X—10 ! 2 2
I —! 5\ 2505 5

Aplicando la definicién de la derivada de una funciéon en un punto podemos calcular la
derivada de cualquier funcién dada, sin embargo utilizaremos la siguiente tabla de derivadas que

nos permite calcular la derivada de una funcion sin tener que calcular ningin limite.

Tipo Funcién Derivada

Constante f(x)=a fl(x) =

Identidad f(zx)

Producto flz)=ax
()

Irracional f

Exponencial | f(z) = e9®)

f
f
n-
Potencial fl@)=g@)™ | fl(z)=n-g(x)"" g (x)
f g
f

Logaritmica | f(z) = Ing(z)

También son importantes las reglas de derivacion que resumimos en la siguiente tabla.



5.2. ESTUDIO LOCAL DEL CRECIMIENTO DE FUNCIONES.

Suma [f(z) +g(z)] = f'(z) + ¢'(x)
Resta [f(@) — g(x)] = f(z) — ¢'(x)
Producto | [f(z) - g(x)] = f'(z) - g(z) + f(z) - ¢'(x)
. f@)]" f'@)-g(x) - f(x) g ()
Cociente {g(l’) } = g(z)?
Ejemplo 2.

Tipo Funcién Derivada

Constante f(z) = fl(z) =

Producto f(z) = 4x fl(x) =4

(z)
Irracional f(z) = =
(x)

Potencial f(z) = (2®> - 32)° | f'(x) =5 (z? — 3z)>"!. (22 — 3)
=5- (22— 3z)*- (22 - 3)
Exponencial | f(z) = e T4 fl(z) = 322 - ="+
A
Logaritmica | f(z) =In(z*+7) | f'(z) = Ti?

Producto f(z) = 2° - In 322

_ £ 4 2 5.6
fl(z) =52* - In3z° +2° - 2%

=zt (5ln3x2 +2)

T 26)x — (22 =3 2z% — g2
Cociente o) =" - 3 f,(x):(a:)x xQ(x ): T xg: +3
2+ 3
:7

5.2. ESTUDIO LOCAL DEL CRECIMIENTO DE FUNCIONES.
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El signo de la derivada de una funcién en un punto xg determina el comportamiento local

en dicho punto de la funcién dada. Para estudiar el crecimiento y decrecimiento de una funcién

utilizaremos el siguiente criterio:

Si f(xg) > 0 = el comportamiento de f es creciente en x.
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Si f(xzg) < 0 = el comportamiento de f es decreciente en xy.

Si f/(x9) = 0 = el comportamiento de f es estacionario en x.

La anulacién de la derivada primera caracteriza a los puntos criticos o extremos relativos
como veremos mas adelante. Si la funcién y = f(z) admite derivada primera en todos los puntos

de su dominio entonces se le puede asociar la funcidn derivada primera que se denota por f(x).

Ejemplo 3.

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién f(x) = 23 + 2.
Solucion:

Como el dominio de la funciéon dada es todo R podemos calcular directamente la

primera derivada y estudiar en qué punto se anula.

fl(x) =322 =0z =0.

En el siguiente cuadro resumimos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la

funcién dada:

T (—00,0) (0, 00)
f(x) - +

f(x) | decreciente | creciente

Si la funcién derivada primera vuelve a ser derivable en xg su derivada se denomina derivada

segunda, y se define como:

!/ /
I . f(xo+A) = f'(z0)
zg) = lim .
f ( O) A—0 A
Al igual que antes, el signo de la derivada segunda de una funcién en un punto xg determina
el comportamiento local en dicho punto de la derivada primera. Asf,
Si f(z¢) > 0 => el comportamiento de f’ es creciente en x.
Si f"(xg) < 0 = el comportamiento de f’ es decreciente en x.

Si f”(x9) = 0 = el comportamiento de f’ es estacionario en zg.
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Ejemplo 4.

Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién derivada primera
de f(z) = 2% +2.

Solucion:

Tendremos que calcular la derivada de la funcién derivada primera de f(x), o equiva-

lentemente, calcular la derivada segunda de f(z), que seré:

f"(z)y=6z=0&x=0.

En el siguiente cuadro resumimos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la

derivada primera:

T (—0,0) (0,00)
f(z) - +

f'(x) | decreciente | creciente

Si la funcién derivada segunda vuelve a ser derivable en xg su derivada se denomina deriva-
f"(@o + A) — f"(0)
0 )

da tercera, f"(xg) = limy_, . Del mismo modo se definen las funciones

derivadas sucesivas: f"(x), ....., f™(z).

EXTREMOS RELATIVOS
Para hallar los extremos relativos de una funcién real de una séla variable deberemos calcular
las derivadas primera y segunda, ya que la anulacién de la derivada primera caracteriza a los
puntos criticos o extremos relativos y el signo de la derivada segunda nos informa del tipo de
extremos relativo (mdzimo, minimo o punto de silla). Por definicién, una funcién real f alcanza
un mdzimo relativo en el punto xg si en una vecindad de dicho punto se verifica f(xg) > f(x).
Anidlogamente, una funcion real f alcanza un minimo relativo en el punto xg si en una vecindad
de dicho punto se verifica f(zg) < f(z). Cuando la funcién es de una séla variable, los pasos a
seguir para el estudio de extremos relativos son los siguientes:
- Primer paso:  Si f/(zp) = 0 = punto critico.
- Segundo paso: Si f”(z¢) < 0 = méximo.
Si f"(x¢) > 0 = minimo.
Si f”(x9) = 0 = punto de silla.
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Ejemplo 5.

Estudiar los extremos relativos y el los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la

funcién

Solucion:
Como el dominio de la funcién dada es todo R podemos calcular directamente la

primera derivada y estudiar en qué punto se anula.

1
f’(x):2x—1:0<:>:r::§.

Luego, en el punto = = % la funcién tiene un extremo relativo. Para estudiar que tipo

de extremo relativo es calculamos la segunda derivada de la funcién dada.

1
ff(z)=2>0=2= 5 esun minimo.

En el siguiente cuadro resumimos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la

funcién dada:

D=
—

=3
S~—

€z (_007 %)
f'(@) - 0 +

f(x) | decreciente | minimo | creciente

5.3. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS: RECTAS TANGENTES.

Como hemos visto en el apartado anterior, las derivadas de funciones sirven para calcular los
extremos relativos y para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las mismas.
Otra aplicacién interesante de las derivadas es que pueden utilizarse para calcular la recta
tangente a una funcién f(x) en un punto determinado zg. Esto es debido a que, por definicién,

la pendiente b de la recta tangente a f(x) en xy coincide con el valor de f/(xg), es decir,

b= f'(xo),
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y la ecuacién de la recta tangente sera:

y — f(zo) = b(x — z0) 0 equivalentemente y — f(zo) = f'(x0)(x — x0).

Ejemplo 6.

2 _ x — 6, hallar la ecuacién de la recta tangente en el

a) Dada la funcién f(z) = x
punto xg = 3.

Solucion:

- Calculamos f(zg) sustituyendo el valor de zp = 3 en la funcién dada: f(zg) =
32-3-6=0.

- Para obtener la pendiente b, hacemos la derivada de la funcion y sustituimos el valor
dexog=3. Asi: f(2) =2 —1yb=f'(xg) =2-3—1=05.

- La ecuacién de la recta tangente es: y — f(zg) = b(z — x9) = y — 0 = 5(z — 3)
=y =5(x —3).

t + + t t |
-1 1 2 3 4 5 6
X

10T

b) Dada la funcién f(x) = 2% — z — 6, hallar la ecuacién de la recta tangente paralela
a la recta g(x) = 3z — 2.
Solucion:

- La pendiente de la recta g(z) = 3z — 2 es b = 3, que es la misma que la de la recta
tangente que debemos obtener, ya que son paralelas.

- Para calcular el punto de corte zy calculamos la derivada primera de f(z) y la

igualamos a b = 3, ya que sabemos que b = f’(x¢).

4
f'(x):2x—1:>b:3:f’(aco):2x0—1:>2x0:3+1:>x0:§:2.
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- Calculamos el valor de f(zo) que serd: f(2) =22 -2 —6 = —4.
- La ecuacién de la recta tangente es: y — f(z9) = b(x — xp) = y — (—4) = 3(z — 2)
=y+4=3xr—-6=>y=3x—-6—-4=3z—10.

307

o

107
N

220 -

5.4. EJERCICIOS RESUELTOS DE EXAMEN.

1. (2004, opcién A). Se considera la funcién real de variable real definida por

3
f(x):%—aa:2+5x+10, a # 0.

Se pide:
a) Obtener los valores de a para los cuales la funcién f(x) tiene un maximo en z = 1.

b) Calcular los extremos relativos de f(z) para a = 3 y representar la funcién.

Solucion:

a) Primeramente calculamos la primera derivada de la funcién dada y hallamos los valores

de a para los cuales dicha derivada se anula en x = 1.

f(z) = 2 (—2a%z + 5a + 32%) = f'(1) = é (—2a° +5a+3) =0« 2a° —5a— 3 =0.



5.4. EJERCICIOS RESUELTOS DE EXAMEN. 65

Resolviendo la ecuacién de segundo grado 2a? — 5a — 3 = 0, obtenemos los valores de a

pedidos.

V25124 5+£7

20> - 5a—-3=0sa=
a a a 4 4

1
=a=3 a=——.
Y 2

A continuacién comprobamos si para esos valores de a obtenidos la funcién f(x) tiene un

méximo en x = 1. Para ello calculamos la derivada segunda de f(z) en x = 1.

1
a

f"(x) (2a* — 6z) .

Sia=3= f"(z)=—-3(18—6z) =22 —6 = f"(1) =2—6=—4 < 0 = la funcién f(z)
tiene un maximo en z = 1 cuando a = 3.

Sia=-3= f'(2)=2(§—-6x) =1-12z = f’(1) =1-12 = —11 < 0 = la funcién

f(z) tiene un maximo en x = 1 cuando a = —%.

b) Si a = 3, entonces f(x) = x—; — 322 + 52 + 10 y, en el apartado anterior, calculamos la
derivada, luego sustituyendo el valor de a obtenemos f/(z) = % (—18:r + 15+ 3x2). Ahora

igualamos la primera derivada a cero para calcular los posibles extremos relativos.

6++36—-20 6+4
2 o2

(182 4+15+32%) =0 a® —6r+5=0<z =

W —

fi(a) =

Entonces, x =5 y = 1. A continuacién, calculamos la segunda derivada para estudiar si

los extremos relativos son méximo, minimo o punto de silla.

f"(z)y=22-6=f"5)=4>0y f'(1)=-4<0.

Por lo tanto, la funcién tiene un méaximo en = 1 y un minimo en x = 5. A continuacién

puede verse el grafico de la funcién dada.
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Se pide:

a) Determinar los extremos relativos de f(z).

b) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa z = 3.
c¢) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por las graficas de f(x) y el eje OX.

Solucion:

a) Comenzamos calculando la primera derivada de la funcién dada y la igualamos a cero.

fllx)=2@*-1)22=42(2> - 1)=042=0 02’ ~1=02=0 oz ==+1.

A continuacion, hallamos la segunda derivada y la evaluamos en dichos puntos para ver

que tipo de extremos relativos son.

f'(x) =122 —4 = f'(0) = —4, f'(-1) =12(-1)* -4 =8y f'(1) =12 -4 =

Por lo tanto, la funcién tiene un maximo en x = 0 y dos minimos en x = +1.
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b) Para calcular la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa z = 3,

procederemos como en el ejemplo estudiado anteriormente.

- Calculamos f(z¢) sustituyendo el valor de x¢ = 3 en la funcién dada: f(zo) = (32—1)% =
64.

- Para obtener la pendiente b, hacemos la derivada de la funcién y sustituimos el valor
de 79 = 3. En el apartado anterior calculamos f'(z) = 4x(2? — 1), luego b = f'(z9) =
12(32 - 1) = 96.

- La ecuacién de la recta tangente es: y — f(z9) = b(x — x9) = y — 64 = 96(z — 3)
= y = 96z — 224.
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