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CAPITULO 2

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de dos o més ecuaciones lineales de la forma

a1x] + agxo + - - -+ apTy, =0,

que deben verificarse simultaneamente. Todo sistema lineal de m ecuaciones y n incégnitas

a1y + ajpre + -+ appT, = by
a1x1 + a22x2 + - - + aopxy, = by
Am1x1 + Qmax2 + -+« + GmpTy = bm

puede ser escrito de forma matricial como Ax = b donde

aix - Qin z1

am1 - OAmn Tn
mxn nxl
son la matriz de coeficientes y el vector de incégnitas, respectivamente. Se llama matriz

matriz ampliada a la matriz (A|b) donde

21
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by

es el vector de términos indepencientes.

Ejemplo 1.

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

2e1 — ®2 + wx3 =2
—I1 + 2%2 — I3 =1
3r1  + 3x9 =3

La matriz de coeficientes y la matriz ampliada son:

A=|-1 2 1| y4ap=1-1 2 -1 -1

El estudio de cualquier sistema lineal, sea cual sea el nimero de incégnitas y de ecuaciones,
comprende dos cuestiones:

1¢.- La compatibilidad del sistema, es decir, averiguar si existe solucién y, en caso afirmativo,
si es 0 no unica.

2% - El cédlculo de las soluciones, en caso de que existan.

2.1. ESTUDIO DE LA COMPATIBILIDAD.

Los sistemas de ecuaciones se pueden clasificar segiin el niimero de soluciones que tengan.

De acuerdo con ello se pueden presentar los siguientes casos:

1. Sistema incompatible: si no tiene ninguna solucién.

2. Sistema compatible: si tiene alguna solucién, en este caso ademads puede distinguirse

entre:



2.1. ESTUDIO DE LA COMPATIBILIDAD. 23

a) Sistema compatible determinado cuando tiene un niimero finito de soluciones.

b) Sistema compatible indeterminado cuando admite un conjunto infinito de solu-

ciones.

Para averiguar el nimero de soluciones de un sistema dado se debe comparar el rango de la

matriz de coeficientes A con el de la matriz ampliada A|b mediante el siguiente teorema.

TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS
Sirg(A) # rg(Alb) = Sistema incompatible.
Sirg(A) =rg(Alb) = n = Sistema compatible determinado (solucién tinica).

Sirg(A) =rg(A|b) = r < n = Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones).

Ejemplo 2.

Para estudiar el sistema lineal siguiente

21 — ® + x3 =2
-ry + 22 — 13 =-1 .,
3r1  +  3x9 =3

tenemos que calcular el rango de la matriz A.

Comenzamos calculando el determinante =3#0, luego rg(A4) > 2.

A continuacion hallamos el determinante de la matriz A utilizando la regla de Sarrus:

2 -1 1
Al =|1-1 2 —-1|=3-3-6+6=0,
3 3 0

por tanto rg(A) = 2.
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Para calcular el rango de la matriz ampliada, hallamos el determinante formado por

las dos primeras columnas de A del siguiente modo:

2 -1 2
1 2 —1|=1243-6-124+6-3=0 = rg(Alb) =2.
3 3 3

Por tanto, podemos concluir que el sistema es compatible indeterminado ya que
rg(A) = rg(Alb) =2 < 3.

Luego, tendra infinitas soluciones.

2.2. CALCULO DE LAS SOLUCIONES.

Al ser todo sistema lineal una ecuacién matricial de la forma Ax = b, el calculo de las

soluciones estd ligado a la inversién matricial. Conviene distinguir dos tipos de sistemas:

a) Sistemas de Cramer.

b) Sistemas que no son de Cramer.

a) Sistemas de Cramer.

Son aquellos cuya matriz de coeficientes A es regular, es decir, es una matriz cuadrada con

determinante distinto de cero. Para resolver estos sistemas podemos utilizar varios métodos.

1. El método de la matriz inversa, es decir, x = A~ 'b.

ci1co..b...c
2. El método o Regla de Cramer: x; = ‘12|A\n| , 1=1,2,....n.
3. El método de Gauss que consiste en transformar un sistema en otro equivalente que sea

escalonado.
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Ejemplo 3.
Para resolver el sistema lineal siguiente

r—2y+3z =9
—x + 3y =—-4 o,
2¢ —by+5z =17

a) mediante la Regla de Cramer debemos calcular:

9 -2 3
—4 3 0
b ca c3 17 -5 5 2
r = = =F-% 17
A 2 2
1 9
-1 —4 0
le1 b cs| 2 17 5 -2
y = = = — = —17
A 2 2
1 -2 9
-1 3 -4
ler co bl 2 =5 17 4
z = = =—-=2.
A 2 2

b) mediante el método de Gauss debemos calcular la forma escalonada de la matriz

ampliada A|b utilizando operaciones elementales.

1 -2 3| 9 1 -2 3] 9
Ab=|-1 3 0 | —4|~P=RF o 1 3 | 5
2 -5 5 | 17 2 -5 5 | 17

1 -2 3 | 9 1 -2 3|9

~eEB2R g 1 3 | 5 [ SBERAR g 1 3 | 5

0 -1 -1 | -1 0 0 2| 4
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Entonces el sistema dado queda reducido al siguiente sistema:

r—2y+3z =9
y+3z =5
2z =4

Ahora empleamos la sustitucion hacia atras para calcular las incégnitas obteniendo:

z=1y=-1yz=2.

b) Sistemas que no son de Cramer.

Son aquellos en los que la matriz de coeficientes es no regular, es decir, es no cuadrada o
siendo cuadrada tiene determinante cero. Evidentemente, la matriz de coeficientes no admite
inversa.

Para calcular las soluciones de estos sitemas hay que averiguar si existe redundancia y si
existen variables libres.

Existe redundancia cuando alguna ecuacién es combinacién lineal de las restantes, esto se
detecta viendo si el rango (r) de la matriz ampliada es menor que el nimero de ecuaciones (m),
es decir, si r < m = hay m —r ecuaciones redundantes. Las m —r ecuaciones a suprimir son
las que no intervengan en un menor de orden r distinto de cero.

Existen wariables libres cuando los vectores columna de la matriz de coeficientes no sean
linealmente independientes, es decir, si < n => hay n — r variables libres. Las n — r variables
libres son las asociadas a los vectores-columna que no intervengan en un menor de orden r
distinto de cero.

Suprimida la redundancia y pasando al segundo miembro las variables libres, se obtiene un

sistema de Cramer.

Ejemplo 4.
Para resolver el sistema lineal siguiente
21 — x0 + x3 =)

—r1+ 229 — 23 = -1 ,
3x1 + 322 =3
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observe que:
Como rg(A|b) = 2, existe m —r = 3 — 2 = 1 ecuacién redundante, la tercera.

Como rg(A) =2, existe n —r = 3 — 2 = 1 variable libre, x3.

Asi, el sistema sera:

2%1—&72:2—583
—x1+2r2=—-1+2x3 '

Si resolvemos directamente calculando la matriz inversa de A tendremos:

2 -1 1(2 1
A= ,det(A)=4-1=3yA1==C .
-1 2 3\1 2

Luego, el vector de incégnitas serd x = A~ 1b:

71\ _ 41 2—xz3 )\ _1(2 1 2—-z3\ (1-% 1 (3—uas
X2 -1+ z3 3\1 2 -1+ z3 % 3 €3 '

Resolviendo mediante la Regla de Cramer:

2—373 -1
beo| |-l+as 2 1
=z - 3 (22— 25) = (1) (=1 + 25)
= 1(4—23c —1+x)—1(3—:c)
- 3 3 3_3 3)-
2 2—.7}3
c b —1 —1+.'133
Ty = | \1A| | = 5 = =(2(-14+=3)—(-1)(2—=3))

1
(—2+2x3+2—x3):§x3.

Wl Wl
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2.3. SISTEMAS HOMOGENEOS.

Un sistema homogéneo, m ecuaciones y n variables, es aquel que tiene nulos todos los términos
independientes, es decir, su expresion matricial es: AX = 0.

Al ser nulos los términos independientes, coinciden los rangos de la matriz de coeficientes y
de la matriz ampliada, por lo que existe compatibilidad. Luego, por tanto,

Si rg(A) = n = Sistema compatible determinado (solucién tnica).

Si rg(A) < n = Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones).

2.4. EJERCICIOS RESUELTOS DE EXAMEN.

1. (2009, opcién B) Un hotel adquirié un total de 200 unidades entre almohadas, mantas y
edredones, gastando para ello un total de 7500 euros. El precio de una almohada es de
16 euros, el de una manta 50 euros y el de un edredén 80 euros. Ademas, el niimero de
almohadas compradas es igual al nimero de mantas més el ntimero de edredones. ; Cudntas

almohadas,mantas y edredones ha comprado el hotel?

Solucion:

Escribimos el sistema de ecuaciones lineales

rT+y+z =200
162 + 50y + 80z = 17500 /,
T—y—=z =0

donde x es el nimero de almohadas, y el niimero de mantas y z el nimero de edredones.

Entonces, la matriz de coeficientes es

1 1 1
A=116 50 80 | ysudeterminante es |A| =60 # 0, por tanto rg(A) = 3 y el sistema
1 -1 -1

es compatible determinado, luego tiene solucién tinica. Podemos resolver mediante la regla

de Cramer:
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200 1 1
7500 50 80
0 -1 -1
r = ’b Co 03| _ _ 6000 _ 1007
Al 60 60
1 200 1
16 7500 80
b L0 =1 4200
y = |Cl 63| = = = 70’
Al 60 60
1 1 200
16 50 7500
1 -1 0 1
;o= lacebl _ 1800 g,
Al 60 60

2. (2009, opcién A) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente del

parametro real k:

r+y+kz =4
20 —y+2z =5
—x+3y—z =0
a) Disctitase el sistema para los distintos valores del pardmetro k.

b) Restelvase el sistema para el caso en que tenga infinitas soluciones.

¢) Restelvase el sistema para k = 0.

Solucion:

La matriz de coeficientes es
1 1 k
A=| 2 —1 2 | ysudeterminante es |A|=5k—5=0<k=1.
-1 3 -1
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Sik#1= |Al # 0= rg(A) = 3 = el sistema es compatible determinado, luego tiene

solucién unica.

1 1
Sik=1= rg(A) < 2. Por ejemplo ) 1‘ = —-3# 0= rg(A) = 2. Veamos cual es el

rango de la matriz ampliada:

1 1 4 1 1 4
2 -1 5/=0y|-1 2 5|=0,luego rg(Alb) =2.
-1 3 0 3 -1 0

Por tanto, el sistema es compatible indeterminado.

b) Si k = 1, el sistema tiene infinitas soluciones.

Observe que:

Como rg(A|b) = 2, existe m —r = 3 — 2 = 1 ecuacién redundante, la tercera.
Como rg(A) =2, existe n —r = 3 — 2 = 1 variable libre, z.

Asi, el sistema seré:
r+y =4-=2
20—y =5-2z

Resolviendo el sistema por cualquiera de los métodos vistos obtenemos

r=3—-a,y=1yz=a.

¢) Si k = 0, entonces el sistema es

z+y =4
20 —y+2z =5
—r+3y—z =0

Por el apartado a) sabemos que es compatible determinado, luego tiene solucién tnica.

Podemos calcular la inversa de A directamente:
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