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Optimizacion combinatoria (OC): definicion

e Una amplia variedad de problemas de interés en
aplicaciones se pueden representar de |la siguiente forma

e Tenemos un conjunto finito |E = {1,...,n}

e A cada elemento |e € E| le corresponde un coste: |c. €

e Dada: familia |.Z C 2¥ | de subconjuntos factibles de | £

e Problema de optimizacion combinatoria (OC):

encontrar un subconjunto factible

g £

de coste minimo:

| jEF

y
(PC) 2" = min < Zce: FeZ

N

~

/




Formulacion de programacion entera'

e Dado un problema de OC

(PC) =7 :min{Zce: FEL@}

eclF

el enfoque moderno de resolucion se basa en formularlo
cCOmo un programa entero binario

e Asociamos a cada | F € .# | su vector de incidencia

p

1 Sie€c F
F2 (28 ep, conzl =

X e

\O en otro caso

e E|l conjunto de vectores de incidencia factibles es:

S={x":Fez}C{01}"




Formulacion de programacion entera'

e Definimos variables de decision binarias: para |e € F |,

)

< 1 Si se selecciona el elemento e
Le —

\O en otro caso

e Reformulamos | (PC) | como el programa entero binario

(PE) 2" = min{Zceazez X € S}

eclE

e Buscaremos representar el conjunto de soluciones factibles

S| mediante restricciones lineales




Ej: el problema de la mochila'

e Propuestas de proyectos: |E ={1,...,n}

e Presupuesto total: [b€

e Retorno esperado del proyecto (el |c. €

e Inversion requerida por el proyecto (el |a.€

e Problema: seleccionar un conjunto de proyectos que
maximice el retorno sin superar el presupuesto



Ej: Formulacion de OCI

e Familia de subconjuntos factibles de proyectos:

ﬁ:{FE2E: Zaegb}

eckF

e Formulacion de OC:

(PC) =* :maX{Zce: FEgZ}

eclF




Ej: formulacion de PEI

e VVariables de decision:

(

. 1 Si se selecciona el proyecto e
Le =

0 en otro caso

\

e Objetivo: maXZceate
e=1

e Restricciones: (il restriccion!)

mn
presupuesto: Zaexe <b
e=1

variables binarias: ze. € {0,1}, e=1,...




Ej: Problema de la mochila, con [n =5

e Formulacion de PE:

(PE)

z¥ =max2x1 + 5xo + bx3 + x4 + 85

sujeto a

7911 + 53x2 + 53x3 + 45x4 + 4525 < 178

ze € {0,1},

ec FE

e Relajacion lineal:

(PL)

2P —max 2x1 + dx9 + dbxr3 + x4 + 8x5

sujeto a

7921 + 53x2 + 53x3 + 4514 + 45x5 < 178

0 <z <1,

ec FE




EjJ: resolviendo la relajacion lineal

e Relajacion lineal:

(PL) 2Pb —max2z1 + 5x9 + 5x3 + 14 + 85
sujeto a
7921 + 53x2 + 53x3 + 4524 + 4525 < 178
O0<zc<1 e€ck

e Solucion de | (PL) |

2Pt =18.63, con x - =(0.34,1,1,0,1)"

e i COmo reforzar la formulacion? ;Qué desigualdades
validas podemos anadir?



\Ej: encontrando desigualdades vélidas'

e A |a vista de las restricciones

7921 + 53x2 + 53x3 + 4514 + 4525 < 178
x. € {0,1}

es claro que las siguientes son desigualdad validas:

Diosy o1 +x2+23 <2, Dyogasy:22+23+24+25 <3

;. Por qué?

e Comprobamos si son violadas por la solucion de

(PL) [

D{LQ’S}Z$$L+$5L+$§L:2.34>2: S|’

D{2’3’4’5} . Cl?g)l——i—a'}g)l_ +$EL +$EL — 3 S 3: no

e Reforzaremos las formulaciones

(PE)

(PL)

con

D123}




Ej: reforzando la formulacién'

e Reforzamos la formulacion | (PE) | afiadiendo la

desigualdad valida violada | (D;23) | obtenemos la

formulacion reforzada | (PE’)|, con relajacion lineal

(PL") Pl — max 21 + bxo + bxs + x4 + x5
sujeto a
7921 + 53x2 + 53x3 + 4524 + 4525 < 178
Diogy i@ + 22 + 23 < 2
0<zx. <1

e Solucion de | (PL') [

2PL = 18.6 < 18.63 = 2", con x°~ = (0,1,1,0.6,1)"




Ej: reforzando la formulacién'

e ;Viola | x-P

e Reforzamos las formulaciones

obtenemos la formulacion entera

lineal

la desigualdad valida

Dy2345)

Diosas @ Ty +a5- + a4~ +25- =3.6>3: si

(PL")

(PE)|,

(PLY)

(PE”)

con

Dy2345)|

- con relajacion




Ej: reforzando la formulacién'

e Reforzamos |(PE") |, |(PL")| con | D345 | Obtenemos la

formulacion entera | (PE")|, con relajacion lineal | (PL") |

(PL") PL" —max 2x1 + 5zo + 5x3 + x4 + S5
sujeto a
7921 + 53x2 + 53x3 + 4524 + 4525 < 178
D23y i71 + 22+ 23 < 2
Di23a5 22+ 23+ x4+ 25 <3
0<x. <1

e Solucion de | (PL")|:

P =18 < 2P = 18.6 < 18.63 = 217, con x*P" = (0,1,1,0,1)"




e Se sigue que

x-"" =(0,1,1,0,1) "

es |la solucion entera buscada. jPor qué?



\EI problema de asignacién'

Hay [n | personas disponibles para realizar |n| tareas

Cada persona ha de ser asignada a una tarea, y viceversa

Coste de asignar la persona |2| a la tarea |j|: |¢; €

Problema: encontrar una asignacion con coste minimo



‘Representacién grafica (grafo)'

e Muchos problemas de OC se representan mediante grafos

e Grafo |G = (N, E)|. conjunto de nodos | N |, y conjunto de

arcos | C N X N

e Ejemplo de asignacion:
personas tareas

L) )
) 2)
© )



\Formulacién de OCI

e Conjunto de nodos: |N ={1,...,n}

e Representamos una asignacion individual por un arco
orientado (e = (¢,7) || persona |i — tarea j

e Conjunto de elementos (arcos) de interés:

E=£{e=(i,j))ENXN: 1<i,j<n}

e Coste del elemento/asignacion individual |e = (7,7) | | ¢ €

e Familia de subconjuntos factibles:

7 = {F €2": los arcos (i,7) € F' dan una asignacion valida}




Familia | %

e Familia de subconjuntos factibles:

7 = {F €2": los arcos (i,7) € F' dan una asignacion valida}

e De forma mas explicita:

gZ — {F - {(le), (2;j2)7- S (n,]n)} : (j17 c e 7]71) < HN}7

donde |II,,| es el conjunto de permutaciones de

N={1,...,n}

e NUmero de subconjuntos factibles: |[.7| = n!| (&j:

70! ~ 1.2 x 10100

e No podemos resolver el problema por enumeracion
completa, salvo para valores pequenos de [n

e Ejemplo de: explosion combinatoria



Formulacion de PEI

e Variables de decision: (|n?| variables)

)y

Lij = |
0 en otro caso

\

1 SI se asigna la persona ¢ a la tarea j

e ODbjetivo: min Zn: Zn: CijTij

i=1 j=1

e Restricciones: (|2n| restricciones)

g=1

=1

mn
«la persona i a una tarea: y z; =1, i=1,...

mn
«una persona a la tarea j: » x; =1, j=1,...




\Ej: representacion gréfica'

personas tareas

(&
(&

r39 = 1

© © C



\Integralidad: Formulacion completa de PLI

e La relajacion de PL es:

n o n
ZPL:min E E CijLij

i=1 j=1
sujeto a

e Esta formulacion tiene la propiedad de integralidad: la
solucion de la relajacion lineal es entera

e Tenemos una formulacion completa



\Problemas de flujo en redes'

e Clase de modelos de OC muy importante en
aplicaciones

e Modelos para el transporte de productos a través de una
red de distribucion

e Los problemas clasicos de flujo en redes se pueden
resolver como programas lineales: tiene |la propiedad de
integralidad



El problema del transporte (PT)I

Nodos origen: |M = {1,...,m}| (e.g. fabricas)

Nodos destino: | N = {1,...,n}| (e.g. tiendas)

Qa; |-

bj:

oferta (# de unidades) en el origen |i € M

demanda (# de unidades) en el destino

Suponemos que | ) . a; > Zj bj|. iPor qué?

Cij’e:

Conjunto de arcos: |E = M x N

jEN

coste de transporte/unidad en el arco |(i,7)

e Problema: Encontrar un plan de transporte de coste
minimo



PT: Representacion gréfica'

origen arcos destino

o
oferta demanda
@



PT: formulacion de programacion entera'

e Variables de decision: ([mn] variables)

x;; = # de unidades transportadas del origen ¢ al destino j

e Objectivo: |z¥ = min Z Z @
/€M jEN

e Restricciones: (|m + n| restricciones)

* Oferta en el origen |i|: ZCEU <a;, 1EM
jEN

* Demanda en el destino |j|: | ) @y >b;, jEN
i€M

* No-negatividad & integralidad: |z;; >0, (i,j) € E|Yy
entera




PT: propiedad de integralidad'

e E| problema del transporte tiene |la propiedad de
integralidad

e Proposicion: Si las ofertas |a;| Yy las demandas |b;| son
enteras, entonces la solucion optima de la relajacion lineal
del problema del transporte es entera

e La formulacion dada es completa



‘Problema: flujo de coste minimo (PFCM)I

e Encontrar un plan de transporte de coste minimo para un
producto en una red de suministro: grafo |G = (N, F)

e | N | conjunto de nodos; |E C N x N |. conjunto de arcos

e [c;i|: coste (€) por unidad transportada por el arco |(z,7)

e |b; |1 oferta neta en el nodo |z

)

© es:

>0 en nodos origen (oferta: b;)

{ =0 en nodos intermedios

< 0 en nodos destino (demanda: —b;)

e Suponemos que: demanda total = oferta total, es decir:
ZiEN bi =0




|- limite inferior en el flujo por el arco

(4,7)

|- limite superior en el flujo por el arco

(4,7)




PFCM: representacion grafica

b1 = 100 by = —150

2 €
(50, 120)

4€
b3 = 50 70, 120)
5 €

5 € b = —120
4 €
>
6 €

by = 200 bs = —80

cly =1 € S
(£14,u14) = (50, 80)
1 €
(




\PFCM: formulacion de programacion entera

e VVariables de decision:

r;; = # de unidades (flujo) transportadas por el arco (i,j5) € E

e ODbjectivo: z* = min Z CijTij
(4.5)€E

e Restricciones:

+ Capacidad superior (flujo/arco): |zij < wi;, (i,j) € B

+ Capacidad inferior (flujo/arco): |zi; > 4i;, (i,5) € E

+ Balance de flujo: Z Tij — Z ri;=b;, i1EN
j: (4,5)er j: (Jo)er

* NO negatividad e integralidad: |z;; > 0|y entera




\PFCM: ecuaciones de balance del quon

e Restricciones fundamentales

e Dado un nodo |z € N |

e flujo hacia fuera del nodo || Z X
j: (i,5)€E

e flujo hacia dentro del nodo [i| | »  ay
j: (4,0 E

e Oferta neta del noto |z |b;

e Ecuacion de balance del flujo para el nodo |z |

flujo hacia fuera - flujo hacia dentro = oferta neta, i.e.

Y @p— Y, @p=0

j: (4,7)€EE j: (J)€E




PFCM: propiedad de integralidad'

e El PFCM tiene la propiedad de integralidad

e Proposicion: Si las ofertas netas

b;

y las capacidades

lii,uij |, son enteras, entonces la solucion optima de la

relajacion lineal del PFCM es entera

e La formulacion dada es completa



PFCM: formulacion de PE (ejemD|0)I

* °
Z° = IMIN C12L12 + C13L13 + C14XL14 + C23X23 + C25T25

+ €34%34 + C35X35 + C46T46 + C56T56
sujeto a
nodo 1 :x192 + x13 + 14 = by
NOdoO 2 : x93 + x95 — 12 = bo
nodo 3 :x34 + x35 — T13 — x23 = b3
nodo 4 X466 — L14 — L34 = by
Nodo 5 : x5 — x93 — X35 = by
Tij < Ui
Tij 2 Lij

xi; > 0y entera




‘PFCM: formulacion con vectores/matrices'

e Representamos las ecuaciones de balance del flujo (EBF)
via la matriz de incidencia nodo-arco | A = (ajc)ieN.ccE |

y
1 si e = (i,7) para algun nodo j

ae =4 —1 Sie=(j,2) para algun nodo j
\O en otro caso

e Escribiendo como vectores columna |x = (24j) (i j)eE

b = (b;)ien |, 1as EBF son: |Ax=Db

e Escribimos también como vectores columna

c = (¢ij)j)em € = (lij)j)er 0 = (Wij) (i j)eE




‘Matriz de incidencia nodo-arco (ejemplo)'

e Matriz | A [

nodo\arco | x12 x13 T4 x23 X255 T34 X35 Td6 T56

1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

p—t

S TR W N
-
=
-
|
—
S
|
—
-




\Algoritmos generales o especializados'

e Como el PFCM se puede formular como un programa
lineal, podemos resolverlo con algoritmos generales para
PL: Simplex

e Al aplicar, e.g., el método Simplex, se explota la
estructura especial para desarrollar algoritmos
especializados, que son mas eficientes



El problema de la ruta mas corta (PRC)I

e Dada: una red de transporte: grafo |G = (N, E)

e [c;; =| distancia correspondiente al arco |e = (i,5) € E

e |[N| =n|nodos; nodo [s|: origen; nodo |t|. destino

e Problema: ;Cual es la ruta mas corta (o rapida) para ir
del origen al destino?

e ES un caso especial del PFCM

e Definimos |b| |bs=1|, |bt = —1|, |b; =0| para |: € N \ {s,t}

e Los parametros [u|, |£| del PFCM no son necesarios

e La propiedad de integralidad garantiza que la solucion
de la relajacion lineal tendra |z7; € {0,1}|, dando una ruta

optima



PRMC: representacion grafica
by =0
o 1 @
2
bs = 0
3 @ O
b = —1
4

S

—
I
-

@
o}



‘EI problema del flujo maximo (PFM)I

e Red de transporte (grafo) |G = (N, F)

e Nodo origen: |s|. nodo destino: |{

e | d;j | capacidad maxima de transporte por el arco

(i,7) € E

e Problema: encontrar el plan de transporte que maximiza
el flujo transportado de |s| a |t

e El flujo maximo es |la capacidad de la red



PFM: representacion grafica (ejemDIO)I

d12—2 \




\PFM: formulacion de programacion entera'

e Variables de decision: [z;; =] flujo en el arco |(z,7) € E

e Objetivo: |z* =max ) x| (flujo fuera de [5])

e Restricciones:

e Capacidad: |zj; < d;;, (i,j) € B

e Balance del flujo:

Z XTij — Z xj; = 0, iEN\{S,t}

JEN: (1,7)€E JEN: (ji)EE

e \z;; >0y entera, (i,j)€FE




PFM: propiedad de integralidad'

e E| PFM tiene la propiedad de integralidad

e Proposicion: Si las capacidades

son enteras, entonces

la solucion optima de la relajacion lineal del PFM es entera

e La formulacion dada es completa



