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La cola |[M/M/m|; notacion de Kendall

e La primera “IM [ : los tiempos entre llegadas son v.a. i.i.d
exponenciales:

T1, T2, - . . ~ ExXp(A).

e La segunda ‘1 M [": los tiempos de servicio de los clientes
son v.a. i.i.d. exponenciales:

1,82, ... ~ Exp(p)

e La “m"” final en | M/M/m/|. hay [m] servidores idénticos

e El modelo esta dado por tres parametros:

e [asa de llegada: |A >0

e [asa de servicio: |u >0




e Numero de servidores: |m

e Politica de servicio: FCFS (First-Come First-Serve).



La cola | M/M/2 I

OO




‘La cola M/M/mI

e Importante en aplicaciones

e Modelo de procesamiento en paralelo: multiples
servidores

e Ej: centro de atencion telefonica (call center)

e Ej: ordenador con multiples CPUs



Factor de utilizacion; estabilidad'

e EI| factor de utilizacion del sistema

M/M/m

es.

p_

~ tasa media de llegada de trabajo A/u
capacidad del sistema

m

e E| sistema es estable si




Como calcular | L

e Recordemos que |L = E[L]

e Probabilidad en equilibrio, o a largo plazo, de que haya
clientes en el sistema:

pn=P{L=n}, n=0,1,2,...,

e Plan para calcular el # medio de clientes en el sistema,

1. Calcular |p,|, para|n=20,1,2,...

oo
2. Calcular | L| mediante la relacion: |L =) npy
n=0




e ; COmMo calcular las probabilidades | p, [

Ecuaciones de balance del quon

e Consideramos el diagrama de tasas de transicion entre
estados. (Nota: el estado es el # de clientes en el sistema)

hay transiciones entre estados contiguos. Para

L(t) | es un proceso de nacimiento-muerte (N-M): sélo

e [asa de flujo de

e [asa de flujo de

n

d

n=0,1,...

n—+ 1§

n+ 1

ADn,

min(n + 1, m)upnt1




e Ecuaciones de balance del flujo: En equilibrio,

Tasa de flujodenan-+1=Tasa de flujoden+1an

es decir,

Apn, = min(n + 1, m)upp+1, n=20,1,2,...




M/M/m|

diagrama de tasas de transicion

TR IT

(ml)u



‘Ecuaciones de balance del flujo (EBF)I



‘Ecuaciones de balance del flujo (EBF)I

e Reformulamos las EBF como

n-+1
mp

Pn+1 — PPn, n>m

pn: pn—}—lj n:(),...,m_l




‘Ecuaciones de balance del flujo (EBF)I

e Reformulamos las EBF como

n+ 1

mp

Pn — Pn-+1, n:O,...,m—l

Pn+1 — PPn, n>m

e De donde obtenemos las |p, | en funcidon de [ pn, |

(m—k+1)---m

Pm—k — (mp)k Pm
m)!
— my k — ]-7 9
(m — k)!(m p)F" .

Pm-+k :pkpma k= 1727“'




Calculo de

Pm




e Para calcular

Pm

Calculo de

- sustituimos en

Pm

m 00 00
me—k + me—l—k — an — 17
k=1 k=0 n=0




Calculo de

e Para calcular |p,

obteniendo:

~ sustituimos en

m 00 00
me—k‘ + me—l—k — an — 17
k=1 k=0 n=0

-

m

D

k=1

m)

(m — k)!(mp)*




Calculo de [p,,

e Para calcular |p,, |, sustituimos en

m 00 00
me—k‘ + me—l—k — an — 17
k=1 k=0 n=0

“ ! 1
obteniendo: |pm, (Z o Z;(mp)k + —> — 1

Por tanto:




Calculo del # medio en el sistema'



Calculo del # medio en el sistema'

e Calculamos

[ = Z npp, = Z(m — K)Prm—k + Z(m + k)Pm+k
n=0 = =

_ = (m — k)m! .
- k=1 (m — k)!(mp)F Pm t kzo( + k)P Pm




\Célculo del # medio en servicio'

e Aplicamos la ley de Little al ‘sistema” formado por los
clientes en servicio: obtenemos

B=A—=mp

1
o




Calculo del # medio en cola'

- tenemos que:

I
QI
e
]

I
&
e
S
o)

e Como | L




Calculo del tiempo medio en el sistema

e Por la ley de Little,

L =S,

por tanto, el tiempo medio por cliente en el sistema es:

S =

> |




‘Ca’lculo del tiempo medio en cola (espera)'

e Como [S =W +1/u|, tenemos que:

W=S5-

1
7




‘Ca’lculo del tiempo medio en cola (espera)'

e Como [S=W +1/u|, tenemos que:

W=25-

1
v

e Otro argumento, basado en la ley de Little:

Q= \W

por tanto: |W = Q/\




Trafico pesado: cuando p~ 1

e Cuando el factor de utilizacion de un sistema de colas esta
proximo a la unidad ([p ~ 1|) decimos que el sistema esta en
un régimen de trafico pesado




Trafico pesado: cuando p~ 1

e Cuando el factor de utilizacion de un sistema de colas esta

proximo a la unidad ([p ~ 1|) decimos que el sistema esta en
un régimen de trafico pesado

e ;QuUé ocurre en ese caso con las medidas de rendimiento
L,Q,S,W/?




Trafico pesado: cuando p~ 1

e Cuando el factor de utilizacion de un sistema de colas esta
proximo a la unidad ([p ~ 1|) decimos que el sistema esta en
un régimen de trafico pesado

e ;QuUé ocurre en ese caso con las medidas de rendimiento
L,Q,S,W/?

e La congestion media aumenta muy deprisa segun |[p| se
aproxima a la unidad




Efecto marginal de anadir un servidor'

e Consideremos una cola | M/M /1| con parametros |\, u|, v

utilizacion [p=A/u < 1




Efecto marginal de anadir un servidor'

e Consideremos una cola | M/M /1| con parametros |\, u|, v

utilizacion |p=A/u < 1

e Su congestion media es: |L = p/(1 — p)




Efecto marginal de anadir un servidor'

e Consideremos una cola |M/M/1

utilizacion [p=A/u < 1

con parametros [ A, u|, v

e Su congestion media es: |L = p/(1 — p)

e Si anhadimos un segundo servidor con velocidad | ],

obtenemos una cola | M /M /2

utilizacion [p = A/(2u) = p/2 |,

con parametros | A, u|, ¥

Sed

A

L

Su congestion media

e ; Cuadl es la disminucion relativa en la congestion media?

)y

\

>
<

N|— DN

Si p>4—2v/3~0.54
Sip<4—2\/§




Efecto marginal de anadir un servidor'

e ; Cuadl es la disminucion relativa en |la congestion media?

(

\

>
<

N|— DN

Si p>4—2v3~0.54
Si p<4—2V3




Efecto marginal de anadir un servidor'

e ;Cual es la disminucion relativa en |la congestion media?

)

\

>
<

Si p>4—2v3~0.54
Sip<4—2\/§

N— N

e En palabras: Si|p > 0.54

~anadir un servidor reduce la

congestion media en mas del 50%; si|p < 0.54, la
congestion media se reduce en menos del 50 %

e Ademas, segun la cola

M/M/1

se aproxima a trafico

pesado, la reduccion de congestion media resultante de




anadir un servidor se aproxima al 100%:

CL—L 1 1 4—8p+p?
lim —— = lim - — —

— Iim —
p/1 L p/12  2(2—p)(p+2)




Relacion entre las colas M/M/1|y |[M/M/m

e Consideremos una cola | M /M /m | con parametros | A
p=A/(mp) <1

e Ej: Sistema informatico con |m > 2| procesadores idénticos
en paralelo con velocidad de procesamiento |u

e Consideremos un sistema | M /M /1| correspondiente, con

parametros | A |, |mu

e Ej: Sistema informatico con |1 | procesador con velocidad
de procesamiento |mu|, i.e. |m | veces mas rapido

e Pregunta: ;Cual de los dos sistemas es “mejor’, i.e.
presenta menor congestion y tiempo medio de respuesta?



Relacion entre las colas M/M/1|y |[M/M/m

e Sea | LM/M/m| o] # medio en el sistema para la cola

M/M/m| vy sea |LM/M/T = p/(1 — p)| para la cola | M/M/1
correspondiente




Relac

iIon entre las colas | M/M/1|y M/M/m

e Sea | LM/M/m| o] # medio en el sistema para la cola

M/M/m

.y sea | LM/M/T — /(1 — p)| para la cola | M/M/1

correspo

ndiente

e En el caso |m = 2|, tenemos que:

es decir,
M/M /2

FM/M/2 _ FM/M/1 _ P >0
p+1

el sistema | M/M/1| es mas eficiente que el

. para un mismo nivel de utilizacion. i Por qué?



Relacion entre las colas

M/M/1

M/M/2

e Calculamos el deterioro relativo en la congestion media:

7 M/M]/1

TM/M/2 _ FM/M/1 C1-p

14+p




Relacion entre las colas |M/M/1|y M/M/2

e Calculamos el deterioro relativo en la congestion media:

LM/M/2 _ LM/M/L

L M/M/1 | +p

e E| deterioro relativo es cada vez menos significativo segun
el sistema se aproxima a un régimen de trafico pesado:

FM/M/2 _ FM/M/1 1—p
lim = lim ——— =0

p/1 LA p/ 114 p




Relacion entre las colas M /M/1

M/M/2

e Calculamos el deterioro relativo en la congestion media:

LM/M/2 _ LM/M/L

7 M/M]/1

14+p

e E| deterioro relativo es cada vez menos significativo segun
el sistema se aproxima a un régimen de trafico pesado:

lim

p/1

TM/M/2 _ T M/M/1

7 M/M]/1

1—0p

= lim ——— =0

p/ 11+ p

e ASi, se considera que, en trafico pesado, ambos sistemas
son ‘“equivalentes”




Relacion entre las colas M /M/1

e En el caso |m = 3|, tenemos que:

es decir,

M/M/2

y M/M/3

FM/M/3 _ FM/M/1 _ o P (3p +2)

>
3p2+4p+2 p+1

I

el sistema | M/M/1| es mas eficiente que el

- gque a su vez es mas eficiente que el

un Mismo nivel de utilizacion. jPor qué?

M/M/3|, para




Relacion entre las colas | M/M/1|y

M/M/3

e Calculamos el deterioro relativo en la congestion media:

TM/M/3 _ FM/M/1

7 M/M]/1

. 2(3p+2)
302 +4p + 2

(1—p)




Relacion entre las colas | M/M/1|y |M/M/3

e Calculamos el deterioro relativo en la congestion media:

7 M/M]/1

C3p24+4p+2

e E| deterioro relativo es cada vez menos significativo segun
el sistema se aproxima a un régimen de trafico pesado:

lim

p/1

FM/M/3 _ T M/M/1

T M/M]/1

, 2(3p+2)
— lim

1—p)=20
p/13p2+4p+2( 2




Relacion entre las colas | M/M/1|y |M/M/3

e Calculamos el deterioro relativo en la congestion media:

7 M/M]/1

C3p24+4p+2

e E| deterioro relativo es cada vez menos significativo segun
el sistema se aproxima a un régimen de trafico pesado:

lim

p/1

FM/M/3 _ T M/M/1

T M/M]/1

. 2(3p+2)
= lim
p/13p% +4p+ 2

(1—p)=0

e ASi, se considera que, en trafico pesado, ambos sistemas
son ‘“equivalentes”



