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Esquema I

Teoria de colas

Ejemplo: un centro de atencion telefonica (call center)
Tasa de llegada y de servicio, # de servidores

Factor de utilizacion y estabilidad

Procesos estocasticos de interés

Medidas de rendimiento

La ley de Little



‘Teorl’a de colas (TC)I

e Estudia sistemas de flujo, donde clientes, que llegan a |lo
largo del tiempo, requieren acceso a recursos de servicio

e La capacidad limitada de éstos causa: congestion,
retrasos, y/o pérdida de clientes

e En TC se calculan medidas de rendimiento, p. €. €l
numero medio de clientes en el sistema, el tiempo
medio de espera, o la proporcion de clientes perdidos

e La TC ayuda a diseinar sistemas con mejor rendimiento

e ES una herramienta importante para el diseno y analisis de
redes de ordenadores, sistemas de telecomunicacion,
centros de atencion telefénica (call centers), etc.



\Ej: Un centro de atencion telefénica'

e Consideremos un modelo de un centro de atencion
telefonica a clientes (call center)

e Parametros del modelo:

e | K| # de servidores/operadores (ej: 10 servidores)

e |\| tasa de llegada de clientes (ej: 5 clientes/minuto)

e (1] tasa de servicio de cada servidor (ej: 1
cliente/minuto)




\Factor de utilizacién'

e La carga media de trabajo por cliente que llega al
sistema es el tiempo medio de servicio: |1/u

e E|l # medio de clientes que llegan al sistema por unidad de

tiempo es |la tasa de llegada: | A\

e Por tanto, la carga media de trabajo que llega al

sistema por unidad de tiempo es:

A

e La capacidad del sistema es la carga maxima de

trabajo que puede procesar por unidad de tiempo: | K

e Definimos el factor de utilizacion del sistema:

» tasa media de llegada de trabajo  A/p A

& capacidad del sistema

K Ku




\Estabilidad'

e Intuitivamente, el sistema debe tener capacidad suficiente

para procesar la carga de trabajo que llega: cuando esto

ocurre, el sistema es estable

e Si el sistema no tiene capacidad suficiente, la congestion

aumentara indefinidamente: el sistema es inestable

e Condicion de estabilidad: el sistema es estable si y sdlo

Si

p <1

e Observacion: el sistema es inestable en el caso

o Ej: Si

p=0.9

la capacidad

o=l

decimos que estamos utilizando el

90%

de

e Para que el sistema sea estable, hemos de utilizar menos

del

100%

de su capacidad



\Ej: Dinamica del modelo'

tled | tiempo de llegada del cliente |[n =1,2, ...

tsal |- tiempo de salida del cliente |[n=1,2,...

lleg

7, = 9 — ¢ <9 | tiempo entre las llegadas [n — 1|y

n|. |{7}| €S una sucesion de variables aleatorias i.i.d.
con

Tn ~ BExp(A\) : P{1, <t} =1 —e M E[r] = 1/\, Var[r,] = 1/)\

&, |- tiempo de servicio del cliente [n]. [{&.}| es una
sucesion de variables aleatorias i.i.d. con

&n ~ Exp(p) : P{&n <t} =1—e M E[m]=1/p, Var[m] =1/p




Ej: Relacion en el caso

e FIFO: First-In First-Out (disciplina de servicio mas

utilizada)

Bajo FIFO, en el caso de | K = 1| servidor, tenemos la

relacion:

n

¢33 = max(t/'¢9, ¢%2!

1) +&n

bajo FIFO




\Ej: Procesos estocasticos de interés'

e | L(t) =| # de clientes (llamadas) en el sistema (en

espera O en servicio) en el instante |t > 0

e (Q(t) =| # de clientes en espera en el instante |¢

e | B(t) =| # de clientes en servicio en el instante |t

e Relacion: |L(t) = Q(t) + B(t)

e Para cada realizacion, | L(t),Q(t), B(t) > 0| son funciones
escalonadas, con saltos de 4 /- 1, continuas por la izquierda




Ej: Mas procesos estocasticos de interés'

o | S, =1t _tl*d —| tiempo total en el sistema del
cliente |n

o |V, =| tiempo total de espera del cliente [n

e Relacion: | S, =W, + &,




\Ej: Medidas de rendimiento'

_ 1 [r

L2 E[L] = lim —/ L(t) dt
T'—00 T 0

el sistema

Q £ E[Q] = lim —/ Q(t)d
T—oo T’

€en espera

_ 1 L
BéE[B]zhm—/ B(t)dt|:
T—)OOT 0

€n Servicio

Relacion:

L=

_|_

B

. # medio de clientes en

. # medio de clientes

# medio de clientes



\Ej: Mas medidas de rendimiento'

1
SE£E[S]= lim —(S1+---+5,) | tiempo medio en el

n—oo n
sistema por cliente

1
WE=E[W]= lim —(Wi+---+W,)| tiempo medio de

n—00 N,

espera por cliente



\Ej: Probabilidades'

1 T
o \pp 2 P{L=k}= lim —/ Lirt)=Kky dt [ probabilidad de
0

T—oo T

que haya |k | clientes en el sistema

©.@)
o Zpk =1
k=0

e La probabilidad de que todos los servidores estén ocupados

00 K-1
es: | > pr=1-—> p
k=K k=0

e Relacion: |L =) kp;
k—0




Aclaracion: Medias “a largo plazo"'

e Dado un # inicial de clientes,

L(0) =i

Proceso depende de

(L(t): t >0}

e El # medio de clientes en el instante

1

E[L(t) | L(0) = i] | (depende de

L(0) =i

e Pero: si el sistema es estable (

p <1

t

L(0)
L(0)
L(0)
L(0)
L(0)

iy )
lim E[Q(t)

t—00
Jim EBO)
lim E[W,

n—oo

lim E[S),

n—oo

= 1]

= 1]

= 1]

=

= 1]

= 1]

o &1 o

5]

y de

- la evolucion del

es.

t

)

), entonces



La ley de Little'

e Relaciona tres medidas de rendimiento en un sistema

estable: el # medio en el sistema |L| |la tasa de llegadas

A, vV el tiempo medio en el sistema | S

e Ley de Little: |L = )\S

e La ley de Little nos permite calcular | S| conociendo | A |V

L

e También nos permite comprobar |la validez de datos
registrados sobre |L| |A|y |S




La ley de Little'

e Podemos aplicar la ley de Little de forma flexible, variando
|0 que consideramos como ‘'sistema”

e AsSi, si el “sistema’ se refiere solo a los clientes en espera,

obtenemos la relacion: [Q = AW

e Ademas, si el ‘sistema’ se refiere solo a los clientes en

_ 1
servicio, obtenemos: |B = A— = Kp
5

e Asi, hemos obtenido la relacion |p = B/K
es la proporcion media de

que el factor de utilizacion
servidores ocupados

0

- que nos dice



Validez general de la ley de Little'

e La ley de Little es valida para cualquier sistema de colas
estable: el # medio de clientes en el sistema (dentro del
borde en la figura) es igual a la tasa de llegada (que es igual
que la de salida) multiplicada por el tiempo medio que un
cliente permanece en el sistema

L(t) =5

Y

Y




Aplicando la ley de Little'

e La ley de Little se puede aplicar a numerosas situaciones

e Ej: Vamos a un local de moda con capacidad para 60
personas, que suele estar lleno; nos dicen que el tiempo
medio de estancia es de 3 horas. Supongamos que al llegar
encontramos una cola para entrar con 19 personas. ;jCoOmo
podemos estimar nuestro tiempo de espera?

e Aplicamos la ley de Little al sistema que consiste en el
interior del local (no contamos la cola de espera para entrar)

e Sabemos que: |L =60,5 = 3|, por la ley de Little, |a tasa

de llegada de clientes es de |\ = L/S = 20| clientes por hora,
igual que |la tasa de salida

e Como al llegar encontramos 19 clientes en espera,
entraremos cuando hayan salido 20 clientes, o que ocurrira,
en promedio, dentro de 1 hora



\La ley de Little y sistemas informéticos'

e Consideremos un sistema compuesto por |[n | usuarios,
conectados a un sistema informatico con un tiempo medio
de respuesta de || minutos

e Cada usuario alterna entre dos estados: preparar una tarea
informatica, lo cual lleva un tiempo medio de | z| minutos; v,
tras completarla y enviarla al sistema informatico, esperar la
respuesta de éste

e LOS usuarios envian al sistema informatico, en promedio | A

tareas por minuto

e Pregunta: Si conocemos |n,z,A|, icOMO podemos estimar
r|?




\La ley de Little y sistemas informéticos'

e Para aplicar la ley de Little, consideramos que los
“clientes” son las ‘“tareas’”, en preparacidon O en ejecucion

e Por tanto, el # de ‘clientes” en el sistema permanece
constante: |[L(t) =n= L =n

e Imaginamos que, tras ser ejecutadas, las tareas retornan
iInmediatamente a |los usuarios, de manera que éstos
comienzan a preparar una nueva tarea

e Por tanto, el tiempo medio que una tarea permanece en el

sistema es: |S=2z-+r

e Por la ley de Little: [ n=Xz+4+r)=r=n/\—=z




La ley de Little: Justificacién'

e Una empresa gestiona el sistema (p. ej. un aparcamiento)

e lTarifa: 1 € por cliente y hora en el sistema

e Método de cobro: se registra la hora de llegada vy la de
salida de cada cliente; cuando sale se le cobra la diferencia
entre ambas en Euros

e Sillegan | A

clientes por hora, la empresa tarifa, en

promedio, | AS€ | por hora

e Para comprobar la validez de sus datos, la empresa
iImplementa un sistema de calculo equivalente: registra, para

cada tiempo

calcula su promedio: | L

t

el # | L(t)

de clientes en el sistema, vy

e Asi, la empresa tarifa, en promedio, | L€| por hora

e Por tanto:

L =M\S




Ej: un sistema de colas con |[p > 1

e Si un sistema de colas tiene [p =1

O

p > 1| decimos que

esta en un régimen de trafico pesado

e Hemos visto que el caso |p > 1| es inestable

e Datos de noticia en El Pais, 28-11-2005: “EIl atasco
judicial se perpetua, con mas de dos millones de asuntos en

tramite”

e “Se estima que ingresaran durante 2005 cerca de 70.000

asuntos mas de los que se resuelven”



Como calcular | L

e Para calcular | L |

1. Calcularemos |pi|, para |k=0,1,2,...

2. Calcularemos | L | mediante la relacion

l_/ — kak
k=0




