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LUGAR DE LAS RAICES
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Introduccion. Criterios del modulo y argumento.
Graficas del lugar de las raices.
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Lugar de las raices generalizado. Contorno de las
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CONCEPTO

= El lugar de las raices sirve para estudiar como influye la
ganancia en bucle abierto en el comportamiento
dinamico de un sistema realimentado.

= Es una herramienta para el analisis dinamico de sistemas
realimentados:.

= Estabilidad
= Rapidez del sistema en cadena cerrada al variar k
= (Oscilaciones
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CONCEPTO

t t
{CR 1 o y(
+ I
H(s) <
= La funcion de transferencia en cadena cerrada es:
G (s)
M =
(s) 1+ G(s)H (s)
(s — z,

G(s)H (s) =k ’
(S_pi
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CONCEPTO

Senales y Sistemas

= Los polos de M(s) son las raices de 1(t)

G(s)

y(t)

r(S_Zi):O i’f'_>
H(S_pi)

= k es proporcional a la ganancia estatica

1 + £k

= Si modificamos el valor de k, varian los polos de M(s).

(los ceros no varian)

H(s)

A

v

= Se denomina lugar de las raices al lugar geométrico de

los polos de M(s) al variar k desde cero hasta infinito.
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CONCEPTO

= El lugar de las raices sirve para estudiar como
influye la ganancia en bucle abierto en el
comportamiento dinamico de un sistema
realimentado.

= Es una herramienta para el analisis dinamico de
sistemas realimentados:

N

= [Estabilidad
= Rapidez

al variar k ]
= (Oscilaciones

h'd

del sistema en cadena cerrada
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Polos del sistema:

(k:O):{SIZO
s, ==2
=—1
(k:1):>{sl
S2—_
(h=10)= 15 = 1
s, =—=1=-3j

sPH2s+k=0=

Senales y Sistemas

EJEMPLO

—k

M(s) = s(s+2) _ k
1+ k s +2s+k
s(s+2)

s, =—1+~1-k
s, =—1=+/1-k

uuuuuuuu

Real Axis
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Criterio del modulo y del argumento

|
= Partiendo de la igualdad compleja anterior:

Planta
Regulador
Definicion: C(s) . e U(s) 1 Y(s)
El L.R. es el lugar geométrico en el ) @ ' K ’ 5+ 2 g
plano complejo que ocupan las raices )
de la ecuacion caracteristica cuando Captador
varia el parametro K YolS) ) .
s+ 10
Ks5 | K=10 K=16 | K=20
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Criterio del modulo y del argumento

= Partiendo de la igualdad compleja anterior:

= k|_|(S— z;) -0, |_|(S Z) _ 4
[1G-p) ﬂ(s p;)

= Criterio del modulo

is=al_, | _[is-»
Tis=21 Mis-z

= Criterio del argumento
> arg(s = z,) = D arg(s = p,) = (2q + )7

= 0 también
Y arg(s—p,) - arg(s —z,) = (2g + D7
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CRITERIO DEL ARGUMENTO

(S—Z) I_(S—z)
k
Ne-r0 ©  "To-m

= Criterio del argumento : permite determinar si un
punto s pertenece o no al lugar de las raices.

2 arg(s—z,)— 2 arg(s— p,) = (2qg + 7
2, arg(s = p,) = 2 arg(s = z,) = (2 + 7

S
|S- D; ‘ I'g(S- Pj )

b;

1+k = -1
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CRITERIO DEL MODULO

1+kD(S_Zi) —— kJ:I(S_Z,-) —
H(S_pi) H(S_pi)

= Criterio del médulo: permite determinar el valor de k
para un punto del lugar de las raices.

k—r|S_Zi|:l = k:l_l|s_pi|

r|S_pi| I_||S_Zi|

_ producto de distancias a todos los polos

k
producto de distancias a todos los ceros
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Ejemplo - Criterios

Root Locus

@ s(s +2) "

Imaginary Axis

= Ejemplo:

L L L L L L L L
-2 -1.8 =16 -1.4 -1.2 -1 -0.8 -0.8 -0.4 -0z o

1 4 je
g
o
- %
A :
I y
i
E“mﬂj P ""-\flrﬂ
e ! ~
3 *—
) { a O
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 1. Nimero de ramas

n = numero de polos de G(s)H(s)
m = numero de ceros de G(s)H(s)

entonces
numero de ramas = max (m,n)
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 2. Puntos de comienzo y final

(S_Zi) - 0

(S_pi)

I_l (S_pi)+k|_| (s=2z,)=0

k=0>= rl (s = p,)=0= Comienza en los polos
1

;l_l (S‘Pi)"‘l_l (s =2,)=0

k = o0 = |_| (s —z,)=0= Finaliza en los ceros

1+ k

La diferencia entre polos y ceros corresponde a puntos
del infinito
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 3. Puntos del eje real
Aplicando el criterio del argumento en un punto del eje real

2 oarg(s—p,)- ) arg(s-z,)= (2g + )7

= |la aportacion de cada raiz real a la derecha es «
= |]a aportacion de cada raiz real a la izquierda es 0

= |a aportacion de cada par de raices complejas conjugadas

es a-a= 0
-a
== | 0
S P ‘ p; s =

Por tanto, para que se cumpla el criterio del argumento
debe haber un niumero impar de raices reales a la derecha.
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 3. Puntos del eje real

Un punto del eje real pertenecera al lugar de las raices cuando
haya un numero impar de raices reales a su derecha.

PR V.

=~
O U A P J L1
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 4. Simetria del lugar de las raices.

Las raices son siempre reales o pares de complejos
conjugados.

El lugar de las raices es simétrico respecto al eje real

Dolores Blanco, Ramén Barber, Maria Malfaz y Miguel Angel Salichs



Universidad Carlos III de Madrid Senales y Sistemas

REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 5. Asintotas

> arg(s=p,)=D arg(s—z,)=n6, ~mf, = (2g + )7
_2q +1

n—m

g

a

7T
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 6. Centroide

El punto en que se unen las asintotas se denomina
centroide.

Lai Laj=1"]

-\—m:l = ¥

T

n —inm

; r_/';
2 , P, ~ E zZ, - \ '
— H5r - ||
JO — " (
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

« Regla 7. Angulos de salida y llegada.
= Angulos de salida
Tomando un punto infinitamente cercano a un polo

doarg(s—p)- D arg(s—z)=2 a,+8-). B =(2q+D7
6=2q+DHr-) a,+) B 0

= Angulos de llegada

Se calculan de forma equivalente, tomando un punto
infinitamente cercano a un cero
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

Regla 7. Angulos de salida vy llegada.

j\“l

Zarg(s_pi)_zarg(s_zi):Zai+H—Z:8i:(2q+1)ﬂ
6=2q+Hm-) a,+) f

1
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 8. Puntos de dispersion y confluencia
= Coinciden con maximos (dispersion) y minimos
(confluencia) locales de k sobre el eje real
dk

ds

= | as soluciones deben satisfacer ademas los criterios del
modulo y el argumento.

= También se puede resolver a través de la ecuacion:

Z_

g=p;

= Tanteo por zonas

=0

J®

Edl B
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 9. Interseccion con el eje imaginario
= Se calcula usando el método de Routh:

= Cuando los polos de un sistema de segundo orden
cortan al eje imaginario el sistema es marginalmente
estable.

= Sj aplicamos el criterio de Routh en funcion de k, el
sistema sera marginalmente estable para el valor de
k que nos de una fila de ceros en la tabla.

= | a situacion de los polos correspondientes a este
valor de k se calculara con la ecuacion auxiliar de la
tabla.
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 10. Valor de k en un punto del lugar de las
raices

= Aplicando el criterio del modulo

|S = pi|
|S — Zi|

k =

= Regla 11. Suma de las raices
Si la ecuacion caracteristica es

n n—1 n—2 —
s +ta, s t*a,,ss “+t.tasta,=0

nton = —
ENtonces Z raices = — a,_,
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Ejemplo de Lugar de las raices

Root Locus
Lugar de las raices de G(s)H(s)=(s+1)/s(s+2)(s+4)

!

.-~ centroide
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Punto de dispersion
-6 | |
P
_8 | | ‘\‘ | | | |
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
Real Axis

Dolores Blanco, Ramén Barber, Maria Malfaz y Miguel Angel Salichs



Universidad Carlos III de Madrid Senales y Sistemas

REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
DE LAS RAICES

= Regla 1. NUmero de ramas

= Regla 2. Puntos de comienzo y final

= Regla 3. Eje real

= Regla 4. Simetria del lugar de las raices

= Regla 5. Asintotas

= Regla 6. Centroide

= Regla 7. Angulos de salida y llegada

= Regla 8. Puntos de dispersion y confluencia
= Regla 9. Interseccion con el eje imaginario
= Valor de k en un punto del lugar de las raices
= Suma de raices.

Dolores Blanco, Ramén Barber, Maria Malfaz y Miguel Angel Salichs



Universidad Carlos III de Madrid Senales y Sistemas

Reglas para el trazado del lugar de las
raices

-— - - .- —————— —

Puntos

del Lugar de las Raices i aes delLr

Root Locus

Lugar en el eje real

ia respecto al
I

Puntos de = R \§
comienzo del LR ~ | G(s)H(s) = —— ‘jf ) ,
a0k (5 + .fl[x +a)(s + 1(]':|I- + 20)

1 1 1 1
=20 -15 =10 -5 0
Real Axis
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LUGAR INVERSO DE LAS RAICES

= Se denomina lugar inverso de las raices al lugar
geomeétrico de los polos de M(s) al variar k desde cero
hasta menos infinito.

1+kJ:I(S_Z" =0 |—0<k<0

rI (S _pi)
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LUGAR INVERSO DE LAS RAICES

= Varia el criterio del argumento

D arg(s—p,)= D arg(s—z,)=2qm

= Varia el criterio del modulo

|k||_| |S_Zi|:1
|_| |S_pi|
k| = rl s = p.|
|_| |S_Zi|

= Se modifican las reglas que hacen uso de los criterios del
argumento y del modulo.
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
INVERSO DE LAS RAICES

= Regla 3. Eje real

Un punto del eje real pertenecera al lugar inverso de
las raices cuando haya un numero par de raices reales
a su derecha.

D arg(s—p,)= ) arg(s—z,) =2q7T
ol
S o
S P; ‘ p; S o
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
INVERSO DE LAS RAICES

= Regla 3. Eje real

Un punto del eje real pertenecera al lugar inverso de
las raices cuando haya un numero par de raices reales
a su derecha.

> arg(s—p,) =D arg(s =z,) =297
Lugar de las raices Lugar inverso de las raices

X
X

Q
©)
D)
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LAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
INVERSO DE LAS RAICES

Regla 5. Asintotas

S ets —p) - els2) =16, -8 =247
g =21

—77
n—m
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
INVERSO DE LAS RAICES

= Regla 7. Angulos de salida y llegada.
= Angulos de salida
Tomando un punto infinitamente cercano a un polo

D arg(s—p,)— D arg(s—z,) =2q7
Sa+6- B =2qm :
6=2qm-> a.+> f3 , '

= Angulos de llegada

Se calculan de forma equivalente, tomando un punto
infinitamente cercano a un cero

Dolores Blanco, Ramén Barber, Maria Malfaz y Miguel Angel Salichs



Universidad Carlos III de Madrid Senales y Sistemas

REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
INVERSO DE LAS RAICES

= Regla 10. Valor de k en un punto del lugar de las

raices
S - .
|k|: J:l | p’|

|_| |S_Zi|
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REGLAS DEL TRAZADO DEL LUGAR
INVERSO DE LAS RAICES

= Regla 1. NUmero de ramas

= Regla 2. Puntos de comienzo y final

= Regla 3. Eje real

= Regla 4. Simetria del lugar de las raices

= Regla 5. Asintotas

= Regla 6. Centroide

= Regla 7. Angulos de salida y llegada

= Regla 8. Puntos de dispersion y confluencia
= Regla 9. Interseccion con el eje imaginario
= Regla 10. Valor de k en un punto del lugar de las raices
= Regla 11. Suma de raices.
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CONTORNO DE LAS RAICES

= FEl| lugar de las raices sirve para estudiar como influye la
ganancia en bucle abierto en el comportamiento
dinamico de un sistema realimentado.

= E|l contorno de la raices es un método que nos
permite, en ciertos casos, extender el método del lugar
de las raices al estudio del comportamiento dinamico de
un sistema realimentado, cuando varia un parametro
distinto de la ganancia.
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Contorno de las raices (II)

= Contorno de las raices

r(t) - T_ o G(sx) y@® |
H(s,x) [*
Sea x un parametro variable
G(s,x) _ A(s, x)

M(s,x) =

1+ G(s,x)H(s,x) = B(s,x)
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CONTORNO DE LAS RAICES

Si en el numerador y/o en el denominador se pueda
hacer la siguiente transformacion

P(s,x) =20
D(s)+ xN (s) =0
N (s)

l + x ———= 0
* D (s)

Entonces es posible aplicar el metodo del lugar de las
raices para saber como influye x en las raices de P(s;x)

= Ya que al variar x pueden variar tanto las raices del
numerador como las del denominador de M(s), en el
caso general sera necesario hacer dos contornos de las
raices, uno para el numerador y otro para el
denominador.
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EJEMPLO DE CONTORNO DE LAS
RAICES

Flanta
Regulador

Cis) (s)
e £(s) L(s) 12 Y(s)

(s +3)s+2)

Captadar

Y“F (=) 1

14 7as

Determinar el comportamiento del sistema realimentado en funcidn
de |la constante de tiempo, T. del captador para K=1

12
(s + 2)(s + 3)(1 +71s)
Ecuacion caracteristica: (s + 2)(s + 3)(1 + 7s)+ 12 =0

G H (s) =

se puede reescribir com o:

[(s + 2)(s +3)+12]+ (s + 2)(s +3)rs =0

o en el form ato:
s(s + 3)(s + 2)

= -1
(s*> + 55 +18)

Ejemplo tomado de Univ. Oviedo (http://isa.uniovi.es/~idiaz/SA/Teoria/04-05/SA.Tema6.pdf)
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EJEMPLO DE CONTORNO DE LAS
RAICES

El problema queda planteado en términos de un LR

sla 4+ 3) s+ 2) |
S (a2 f B+ 18) T peguenas:
h ’ compartamisnio
ElILR tiene 3 ceros. .. oscilatorio
| - g T=0.688:
y; = {0, =3, -2} | Polo doble
amort, eritico T=1:
‘ - e T . - o 7 - -
: ; : T 3 polos reales
... ¥ dos polos B Vo N VRS B Ko RS bl e AW s
pp=—2.5000 3.4 | | . ' | |\ T=28seg
1]
Conclusion O S = S B—
Vemos como un captador lento | ¢ == . Mk
influye negativamente en el i R T S S SRR #&jﬁ;ﬁﬁt i
comportamiento del lazo W ¢ @ % 4 2 2 | muylento
ralentizandolo = 22 seq,

Ejemplo tomado de Univ. Oviedo (http://isa.uniovi.es/~idiaz/SA/Teoria/04-05/SA.Tema6.pdf)
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INTERPRETACION

Root Locus

Lugar de las raices de G(s)H(s)=(s+1)/s(s+2)(s+4)
8 T [T T T T

Imaginary Axis
(@]

————————————————————— s
= _
\
\
\\
4 \ |
=1 i
|
|
\
-8 ! ! L ! ! ! !
-4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0

Real A xis
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Imaginary Axis

Senales y Sistemas

INTERPRETACION

Root Locus

Lugar de las raices de G(s)H(s)=1/s(s+3)(s%+25+2)

Real Axis
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LUGAR DE LAS RAICES DE
SISTEMAS CON RETARDO PURO

— —Ts I_ (S_Zi)
G(s)H(s)=e 'k I_ G=2)

= (Criterio del argumento
1+ G(s)H(s) =0
(S = Zi)

e "k = -1

(s = p;)
arg(e ")+ ) arg(s—z,)— ) arg(s—p,)=Q2q+)nm
arg(e ) = arg(e ")) = arg(e e /) = —@T

-l + Z arg(s —z,) — Z arg(s—p,)=QR2q + D
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LUGAR DE LAS RAICES DE
SISTEMAS CON RETARDO PURO

= Aplicacion del criterio del argumento en un punto con
parte real infinito

~@T + arg( s-z)= arg( s p,) = (2g+ )7

—wl +m@ —-nb =(2qg +1)m 0 o
(8 - 0) %
ol = (2qg + 1)t

e

A
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LUGAR DE LAS RAICES DE
SISTEMAS CON RETARDO PURO

= Aparecen infinitas asintotas en el semiplano positivo
paralelas al eje real

—-wTl = (2q + 1)

S

Dolores Blanco, Ramén Barber, Maria Malfaz y Miguel Angel Salichs



Universidad Carlos III de Madrid s Senales y Sistemas

LUGAR DE LAS RAICES DE
SISTEMAS CON RETARDO PURO

= Aplicacion del criterio del argumento en un punto con
parte real menos infinito

—@l + ) arg( s—2z,)— ) arg( s— p,)=(2¢q +1)
—wl +mb —-—nb =(2q +1)r

(6 - m) P
\vﬁi |
= Aparecen infinitas asintotas en el semiplano negativo
paralelas al eje real
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LUGAR DE LAS RAICES DE
SISTEMAS CON RETARDO PURO

—ol' +(m—n)ir=(2q +1)7

Jung
J00 & 4T
3]1.-.'Tq
2 Ta
T
[«
1T « 4] L]
—2MTe
S o
AT «
-m par :
P N=-m impar
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LUGAR DE LAS RAICES DE
SISTEMAS CON RETARDO PURO

= Como consecuencia de las asintotas, los sistemas con
retardo puro realimentados se hacen siempre inestables
para k grandes.

=  Ejemplo o
G(s)H(s) =
s + 1
W
ATUT .
OTVT ﬁﬂ/T
= -
s —TUT
—21T -
—4ATUT i
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