Universidad Carlos I1I de Madrid Sefiales y Sistemas

TRANSFORMADAS

OBJETIVOS

= Revision de las herramientas matematicas que se
utilizan para la obtencion del modelo matematico en

forma de funcion de transferencia.

= Revision de la Transformada de Laplace y sus
propiedades.

= Aplicar la transformada de Laplace para la resolucion
de ecuaciones diferenciales.
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Objetivos

= Estudiar los problemas de convergencia de la
transformada de Fourier.

= Estudiar la Transformada de Laplace, y su
relacion con la transformada de Fourier,
comentando sus ventajas y problemas.

= Propiedades de dicha transformada y su
utilidad.
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TRANSFORMADAS

Introduccion al concepto matematico de
transformada. Transformada de Laplace

O Ul A WN

. Formas de representar una senal.

. Transformadas.

. Transformada de Laplace.

. Propiedades de la T. de Laplace.

. Utilidad de la T. de Laplace.

. Tabla de transformadas de Laplace.
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FORMAS DE REPRESENTAR
SENALES

Una senal puede representarse de varias maneras
= Como funcion del tiempo
= FEjemplo: Velocidad de un coche al arrancar

A

Vv

[
>

Aparentemente es la representacién mas natural
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FORMAS DE REPRESENTAR
SENALES

= Como funcidon de la frecuencia
= Ejemplo: Sonido

1 intensidad

v

= Harian falta dos graficas (ej. amplitud & fase)
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FORMAS DE REPRESENTAR
SENALES

y(t1)=5Gin (0.1t+m/4)  y(t)=5in (0.1 + 7 /2)
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FORMAS DE REPRESENTAR
SENALES

Sefiales y Sistemas

= Al tiempo/frecuencia se le denomina variable
independiente

= Es posible pasar de una representacion a otra

Dependiendo de la informacion que se pretenda obtener
de la sefal, es mejor una representacion u otra
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TRANSFORMADAS

= Permiten pasar de un tipo de representacion de
senales a otro.

= Ejemplo: T(f(tiempo))=F(frecuencia)

T(f(1)) D,
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TRANSFORMADAS

= Se busca simplificar el estudio de las senales y los
sistemas

= Las transformaciones no siempre tienen un sentido
fisico y pueden ser tan solo representaciones
matematicas

= Senales continuas
b
F (s) = jK (t,s) f(t)dt

K (t,s) = e "

= Transformada de Fourier , s=jo
= Transformada de Laplace, s=c+jo
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SERIES DE FOURIER

Sefiales y Sistemas

= Solo sirven para senales periddicas
= Definicion

k=00
f ()= Z ake]kwot
k=—o0

_1 I — jkayt
a; = jo F(t)e ™ dy
271

ah = es la frecuencia de la senal f(t)

Posibilitan un estudio de senales temporales (audio) en sus

componentes frecuenciales.
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SERIES DE FOURIER

= Una forma equivalente de representacion como una
suma de senales senoidales:

Dado que: ¢’ =cos@+ jsin8

" =|a,|cos(kajt +arg(a,)) + j|a,|sin(ka)t +arg(a, )

f@®= i ‘ak‘cos(ka%t+arg(ak))+j i ‘ak‘sin(ka%t+arg(ak))
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SERIES DE FOURIER

= |as series de Fourier es una transformacion discreta, que
solo toma valores para frecuencias multiplo de la
frecuencia de la senal f(t)

k w, — armonicos

= En caso de sefiales reales: Flkw,]= F [-kw,]

con lo que se anula la parte imaginaria correspondiente a
la frecuencia kw, con la de -kw,

f(t)=a,+ kf 2|a, |cos(kayt +arg(a,))

Dolores Blanco, Ramén Barber, Maria Malfaz y Miguel Angel Salichs



Universidad Carlos I1I de Madrid Sefiales y Sistemas

SERIES DE FOURIER

= Ejemplo
f 1
T 2
-0.5
f()=a,+ g a, cos kw ,t + g b, sen kw ,t
k=1 k=1
1 = 3
f()y=—+ > sen((2k +1)¢)

4 L2 o2k +1)
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SERIES DE FOURIER

1 3 sendt sendt senlt sen9t
f(t)=—+—(sent + + + + +...)
4 T 3 5 7 9

0.5

-0,6 [
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Sefiales y Sistemas

SERIES DE FOURIER
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TRANSFORMADA DE FOURIER

= Relacion con las series de Fourier

Jl.c'
, e T~
T3 1,2 : = 9 "
~
/ﬂ/\h\ AT
~ LY S~

A

L
— = ﬂ _._..-l-'-!-.a -

T o ~ ~—
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TRANSFORMADA DE FOURIER

Definicion
Flw) = _if(t) e dtr wlO
N=—1| Flw) e™dw
) =-1" Fade

Condicion de convergencia

[ |/ (t)dt< oo
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

= Problemas de convergencia de la transformada de
Fourier

Fa)=[ Qa1

=  Muchas funciones de las utilizadas en control no
cumplen la condicion de convergencia.

. ’ . —-d
= Para solventar el problema: Se introduce el termino e
siendo o L11J
= Con el factor se garantiza la convergencia de la integral:

f)=f()e”
F(o,w)= j:f(t)e‘f“”dt = j:f(t)e‘(‘”f“’)’dt
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

= Transformada de Laplace
S=0+ ja

F(s) = Tf(t)e_”dt F(s),sOC

1 0'+]oo
— F st
)= = j (s)e™ ds

= Convergencia g<og<»)

= Relacion con la transformada de Fourier

S = J
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

= Dos funciones pueden tener la misma transformada de

Laplace
Ejemplo: .
e” t>0 | 0 >0
x, (1) = X (D=
X =[ e =" = | X)=[ e d=— ¢V d=
(a-s)t|” 1 i (a-s) |?
= = ag>a - == :L o<a
a-s|, |s—-0a i a-s|_ |s—a

se diferencian solo en la region de convergencia
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TRANSFORMADA DE LAPLACE
UNILATERAL

= En general, trabajaremos con funciones en las que
f(t)=0 para t<0, en las que la transformada de Laplace
quedara definida como

F(S) = J‘Ooof(t) e *'dtr Transf. de Laplace unilateral

que converge para a <O

= Es |la que usaremos habitualmente
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PROPIEDADES

= |inealidad
ax, (t)+ bx,(1) @dd - aX,(s)+bX,(s)

= Desplazamiento en el tiempo

x(t=1,) [T & e X (5)

= Escalado en el tiempo

x(at) <—E{“ — LX(ij
a

a
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PROPIEDADES

= Desplazamiento en S

e “x(t) «—DL > X(s+a)
= Teorema del valor inicial

x(o0,) = lim sX(s)

S - O

= Teorema del valor final

lim x(¢) = lim sX(s)

s—0
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PROPIEDADES DE LA T. L.

= Derivacion

d’z;) I = sX (s) = x(07)
d;’;’f” L s X () = "0 = = X" (00)

= Integracion en el tiempo

[ x(nar oty
) S
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PROPIEDADES DE LA T. L.

= Diferenciacion en s

dX (s)
ds

_tX(t)hdJa

= Convolucion

.X(t) Dy(f) <—|£J — X(S)Y(S)
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TABLA DE TRANSFORMADAS

o(t) 1 - 1
1 t >0
= L1
o (1) {O o 0 7
tu,(t) O - %2
ug () B 1

e Tu (ty B - oL,

t"e uy(t)y L - ’%S+ PEEe

sen(wru,(t) 4 - %SZ +w*)

cos(wt)u,(t) 4 - %SZ +w?)

e “sen(wu,(t) £ - %s+0’)2 +w?)

e cos(wu, (1) O - (S a%s +a)’ +w?)
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UTILIDAD

= |a propiedad de diferenciacion en el tiempo nos
convierte las ecuaciones diferenciales en polinomios en
el dominio s.

= La integral de convolucion (respuesta de un sistema ante
una senal) de dos sefales en el tiempo se transforma en
un producto de sehales en el dominio s.

Dolores Blanco, Ramén Barber, Maria Malfaz y Miguel Angel Salichs



Universidad Carlos I1I de Madrid s Sefiales y Sistemas

RESOLUCION DE ECS.
DIFERENCIALES

#(t)+35(0) +2x(£) =5; %(0)=2; x(0)=-1

(52X (5) = 5x(0) = H(0)] + 3[sX (5) = x(0)] + 2.X (5) =
S
[SzX(S)+S—2]+3[SX(S)+]]+2X(S):é
s
(s +3s5+2) X () + (s +1) =>
S
X(s)= —s’=5+5 = -5’ —s+5 :5/2_ 5 . 3/2
s(s2+3s+2) s(s+1)(s+2) s s+l s+2
x(t)zg_se—t_l_%e—m
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