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Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

1. Disefiar un Automata a Pila para los siguientes lenguajes:

a
b.

& o

. L={a"b"|n=>0}
L={a"b*"|n> 0}
L={ab"|n>0}
L={a’b" | n> 0}

2. Disefiar un Autémata a Pila para el lenguaje: L = { a"™eb™ ea'sh" | n, t > 0, m > 0}

3. Obténgase el APV correspondiente a la gramatica

Grng=({a,b,c,d}, {S,A,B}, S, P), con las siguientes reglas de produccion:

S:=aSB|bA|b|d
A:=bA|b
B:=c

4. Obtener formalmente el APf equivalente para cada el APv indicado a
continuacion:

APv,=({1,2}, {A,B,B’,C}, {q}, A, q, f, {®}), donde f viene dada por:

f(q,2,A) = (q, BC)

f(q,1,A) = (q,B)

f(q,,A) = (q, 1)

f(q,1,B) = {(q,B’), (4,0), (q, M)}
f(q,2,B’) = {(q,B’), (4,C)}
f(q,2,C) = (q, »)

5. Obtener formalmente el APv equivalente para el APf indicado:

APf,=({a,b}, {A,B}, {q1,92,q93.,94}, A, ql, f, {q4}), donde f viene dada por:

f(ql.,a,A) = {(q2,BA), (q4,A)}
fql.L,A) = {(q4, 1)}
f(q2,a,B) = {(q2,BB)}
f(q2,b,B) = {(q3, M)}
f(q3.1,A) = {(q4,A)}
f(q3.b,B) = {(q3, M)}
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Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

6. Marque las afirmaciones verdaderas
a. Al obtener una G2 a partir de un APf, ésta se encontrard en FNG
b. Es posible que una G3 pueda ser transformada a APv

c. Dado un AP no determinista, existen algoritmos para transformarlo en AP
determinista.

d. En un AP determinista, dado un estado, un simbolo leido y un simbolo en la
cima de la pila, transitaremos al mismo estado, pudiendo apilar dos conjuntos
diferentes de simbolos.

7. Marque las afirmaciones verdaderas

a. Dado un movimiento en un AP, es posible determinar el par (imagen,
antiimagen) de la funcién de transicidon correspondiente.

b. Los autématas de pila por vaciado no pueden transformarse en automatas de
pila por estados finales

c. Los automatas de pila por estados finales reconocen una palabra cuando la pila
estd vacia y no queda nada por leer en la entrada.

d. Los autématas de pila por estados finales no son nunca deterministas.

8. Marque las afirmaciones verdaderas

a. (p,a,A;p,Z) indica que se apila un solo simbolo Z

b. (p,a,A;p,Z) indica que se desapila A

c. (p,a,A;p,A) indica que la pila queda igual tras la transicion.
d. (p,a,A;p,A) indica que la pila queda igual tras la transicion.

9. Marque las afirmaciones verdaderas
a. f(q, M,A) = {(q, A)}es una transicion independiente de la entrada.

b. La descripcion instantanea (q, A,, A) en un autdmata de pila que reconoce por
vaciado indica que hemos llegado al final de la palabra con la pila vacia.

c. El alfabeto de pila y el alfabeto de entrada de un autémata de pila son conjuntos
disjuntos.

d. La transicion f(q,a, A)={ (g2, z1),(ql, z1) } nos indica que el automata de pila
es no determinista.

10. Describa las funciones de transicion que dan lugar a los siguientes movimientos:
(p710019 A) |- (pa OOlalA) ‘_ (pa 01: OlA) ‘_ (qa 1: lA) |' (qa 7\'9 A) |- (qa }\'7 7\‘)
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Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila
SOLUCIONES

1. Disefiar un Automata a Pila para los siguientes lenguajes:
a. L={a"b"|n>0}
b. L={a"b*"|n>0}
c. L={a’b"|n>0}
d. L={a’b"|n>0}

Solucidn:

a. L={a"b"|n>0}

Este tipo de lenguaje no se puede reconocer con un AFD dado que es un dispositivo que
carece de una memoria auxiliar para contabilizar los simbolos leidos. La tnica posibilidad
de llevar la cuenta es disponer de tantos estados como valores de n pueda haber, cosa poco
practica:

D = =)= —
b b b b e

El automata de pila emplea una pila en la que pueda ir anotando lo que necesite recordar.
Para el problema planteado se propone almacenar en la pila una A por cada a leida en la
cinta de entrada. A la hora de leer las b de la cinta de entrada bastara con eliminar una A
por cada b leida. La cadena de entrada se reconoce si una vez terminada de leer la pila se
queda vacia.

Emplearemos dos estados (p y q) para diferenciar la secuencia de a de la de b.

f(p,a, Z)=(p, A) al iniciarse el APv, con la primera a leida
f(p, a, A) = (p, AA) para sucesivas a en la cinta de entrada, va apilando otras tantas A.

f(p, b, A)=(q, 1) para la primera b en la cinta de entrada, cambia de estado.
f(q, b, A)=(q, M) para las demas b en la cinta de entrada, sigue desapilando A.

f(p, A, Z2) =(q, ) para reconocer una cinta vacia (palabra vacia). Esta transicion s6lo
lleva al reconocimiento de la palabra en la cinta, cuando esta haya
sido leida por completo.
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Teoria de Automatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

JFLAP:(thlprevio—a.jff) _J_.l— m| ﬁl
File Input Test View Convert Help B]
 Editor | Multiple Run |
‘|- Table Text Size
i E {_‘} J
Input | Result
a,Z; A : Reject
a,A;AA b, A “lah Accept

A
“|laabb Accept
abab Reject
b ALA ‘|ba Reject
P 4 “|abha Reject

- | Load Inputs H Run Inputs H Clear H Enter Lambda H View Trace ‘

b. L={a"b*"|n>0}

Solucion de disedo:

Diferenciamos la cadena en dos partes para tratar la secuencia de a y la de b por separado
(un estado para cada secuencia). Por cada a leida, ponemos una A en la pila. Por cada A en
la pila tenemos que leer dos b. Esto lo solventamos en dos tiempos, sustituyendo una A por
una B con la primera b leida, y eliminando la B con la segunda b leida.

B3 5rLAP : (t6p1previo-c.jff) i ]
File Input Test View Convert Help E
[ Editor|” Multiple Run |
‘|- Table Text Size
Al .
a,Z;A bh,B;A :
a, A AA bh,A:B : Input l Result

: Reject

“labh Accept

b A B “|aabbbh Accept

q0 q1 :|aaahab Reject
1

Load Inputs H Run Inputs H Clear H Enter Lambda H View Trace ‘

Ejemplo de funcionamiento:
(pa aabbbba Z) I- (pa abbbba A) |' (pa bbbba AA) |' (qa bbba BA) |' (qa bb’ A) |' (qa ba B) |' (qa }\'7 }\')
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Teoria de Automatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

c. L={ab"|n>0}

Solucioén de disefio:
Basandonos en el ejercicio anterior, cada a impar la memorizamos con una A, y cada a par
sustituira la A de la cima de la pila por una B.

B 5rLaP : (teplelal.jff) =10l x|
File Input Test View Convert Help E
[ Editor | Multiple Run |
‘|- Table Text Size
:: E {_)\ J
p Input | Result
a,B;AB §§ Accept
a,A:B “laah Accept
a,Z;A b ,B;A |aaaabb Accept
“|aabb Reject
A,Z;A HEL Reject
bh,B;A “|abab Reject
q0 q1 “|aabba Reject
“|aaaaabbh Reject
’ Load Inputs H Run Inputs H Clear H Enter Lambda H View Trace ‘

Ejemplo de funcionamiento:

(p, aaaabb, Z) | (p, aaabb, A) | (p, aabb, B) | (p, abb, AB) | (p, bb, BB) | (q, b, B) } (q, %, 1)
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Teoria de Automatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

d. L={a’b"|n>0}

Sobre la solucidn anterior se elimina la transicion que elimina Z de la pila, con lo cual no
se puede reconocer lambda.

B3 rLaP : (teplelbl.jff) i =] b
File Input Test View Convert Help E]
( Editor | Multiple Run |
‘| Table Text Size
I e |
LA B Input | Result
A B Reject
a B . AB

aab Accept
aaaabb Accept
aabaab Reject
a Reject

’ Load Inputs H Run Inputs H Clear H Enter Lambda H View Trace ‘

En algunos casos podemos condensar el APv en otro de un solo estado, pero conviene

asegurarse de que no reconoce cadenas ajenas al lenguaje, por ejemplo aaaabaabb, que si
reconoce cuando no pertenece al lenguaje.

Este APv es incorrecto.
JFLAP : (T6P1E1b2.jff)

File Input Test View Convert Help
" Editor | Multiple Run |

‘| Table Text Size
Al ) :
a,Zz;A Input - | Result
. : npu esu
a,A B : Reject
a,B . AB “|aab Accept
b B A “|aaaabb Accept

“|aahaab Reject
“|laabbab Reject
55 aahabh Reject

“|aaabbabb Reject
g aaaahaahb |Accept

= | Load Inputs | Run Inputs || Clear | Enter Lambda | View Trace
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Teoria de Automatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

2. Disefiar un Automata a Pila para el siguiente lenguaje: (1e)

L={a"™eb™"ea'eb" |n, t>0, m>0}

Solucidn:

Expandimos la notacion: L = {a"(a™b™)(b'a")d" | n, t>0, m >0}
|

En este caso tenemos el problema que consiste en que para determinar el valor de los

indices n, m y t la unica posibilidad parece ser contar la ultima secuencia de @ y b. Eso

determina t y n y de ahi podemos determinar el valor de m. Pero para cuando hemos leido

dicha secuencia de a ya no podemos retroceder en la cinta de entrada.

A) Pasando la gramatica en FNG a Apv
La solucion mas inmediata parece ser partir de una gramatica

Gramatica: Limpiamos lambda: Paso a FNG:
S — aSb | MT S — aSb | MT | T S — aSB | aMBT | aBT | bA | bTA
M — A | aMb | ab M — aMb | ab M — aMB | aB
T — bal| bTa T — bal| bTa T — bA| bTA
A — a
B —=Db

Siguiendo el algoritmo de las transparencias, se obtiene el APv de la figura. Se ha
sustituido el Axioma S por el simbolo inicial Z que usa jflap.

B JFLAP : (T6P1E1e-al.jff)

File Input Test View Convert Help m
Editor | Multiple Run |
Table Text Size
h,B;A 0 ) )
a, A A
b.T:TA Input ] Result
b' T"A Reject
a 'M ! B abah Accept
a.M:MB aabhah Accept
b,Z:TA aahabb Accept
h,Z;A aabhah Accept
a,Z; BT aabahb Accept
a,Z,MBT aaahbahh Accept
a,zZ,ZB
Load Inputs | Run Inputs | Clear | Enter Lambda || View Trace

(g0, abab, Z) |—(q0, abab, azb) (g0, bab, Zb) |-(q0, bab, Tb) |-
(q0, bab, bab) | (q0, ab, ab) F (a0, b, b) F(q0, a, )

(o2e]
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Teoria de Autématas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

B) Pasando G2 a APv
Se puede generalizar el algoritmo para gramaticas que no estdn en FNG, afiadiendo una
transicion por cada terminal.

S — aSb (q, asSb) € f(gq, A, 9S) Por cada terminal se incluye:
S — MT (g, MT) € f(q, A, S) f(gq, a, a) = (g, A)
S — ba (g, ba) € f(gq, A, s) |£f(a b, b) = (a, a)
S — bTa (g, bTa) € £(gq, A, S)
M — aMb (g, aMb) € f(gq, A, M)
M — ab (g, ab) € f(g, A, M)
T — ba (g, ba) € f(gq, A, T)
T — DbTa (g, bTa) € £(gq, A, T)
File Input Test View Convert Help m
(Editor | Muttiple Run |
Table Text Size
b,b;)\ [ {}
a,a A

A T:hTa Input | Result

A T:ba Reject

A, M:aMb abab Accept

A, M;ab aabhab Accept

A Z,hTa aahabb Accept

A, Z;ba aabhab Accept

A ZNT aababb Accept

A, Z;aZb aaabbabh Accept

J
. ’ Load Inputs H Run Inputs H Clear H Enter Lambda ” View Trace ‘

También aqui sustituimos el Axioma S por Z para que el APv pueda funcionar en jflap.

Universidad 9
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Teoria de Automatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

C) Solucion de jflap, partiendo de la G2 limpia:

Jflap es capaz de generar un APv aplicando una variante del algoritmo anterior. Partiendo
de la gramatica sin lambda (en principio deberiamos eliminar también la redenominacion S
-> T, cosa que obviamos ahora para reducir transiciones), se afiaden un estado inicial y otro
final. El primer estado sirve para poner en la pila el Axioma sobre el el simbolo inicial del
APv (Z), y el tltimo para eliminar dicho simbolo cuando no queda nada mas en la pila.
Esta configuracion la emplea jflap porque asi puede operar indistintamente como APv o
APT.

B FLAP : (t6plele-a0.iff) =lolx|
File Input Test View Convert Help E
Editor Multiple Run ‘
Table Text Size
E \'_}
A, M aMb
A T:bTa Input [ Result
AS,NMT ahah Accept
AST Reject
A, T} ha aabhab Accept
'S ,.aS aababh Accept
M ',)\b aabbab Accept
A aababh Accept
! aaahbabhb Accept
Load Inputs | Run Inputs | Clear | Enter Lambda | View Trace

Podemos observar que los APv obtenidos son capaces de procesar las gramaticas con las
que se generan. Al tratarse de APs no deterministas lo que hacen es probar a sustituir en la
pila un no terminal (empezando por el axioma) por la parte derecha de alguna de las
producciones. Cuando en la cima de la pila hay un terminal se emplean las transiciones de
los terminales para eliminarlas. A base de tentativas intenta buscar un camino hasta vaciar
la pila. En la préctica este tipo de proceso no determinista hay que implementarlo
empleando la técnica de backtracking.

La ventaja del primer algoritmo, que parte de la FNG, es que puede resultar mucho mas

eficiente de operar el APv:

- Se combina en una sdla transicion las operaciones de poner en la pila la parte derecha
de cada produccién y de eliminar el terminal que queda en la cima.

- El proceso para elegir la transicion adecuada estd mas acotado, ya que el simbolo que
se esté leyendo en la cinta determina una seleccion mas reducida de transiciones
aplicables.

Universidad 10 ® @ @
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Teoria de Automatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

D) Solucion de disefio:

Otra solucién, en la que obtenemos el APv “por disefio” se basa precisamente en el
potencial que ofrece un dispositivo no determinista. Al comienzo del problema se
mencionaba la dificultad de determinar los valores de n, m y t antes de leer por completo la
cinta de entrada. Otra posibilidad consiste en determinar dichos valores por tanteo. Justo
aqui es donde resulta util el no determinismo.

Al analizar la cadena de entrada que empieza por a, sabemos que la primera pertenecera
obligatoriamente al bloque determinado por n, pero a partir de la segunda podria pertenecer
también al bloque determinado por m. La forma de resolucion consiste en suponer que una
a puede ser tanto del bloque n como del m. Es decir:
si en la entrada hay una a, el APv se bifurca suponiendo en un caso que pertenece al
bloque n, y en el otro que pertenece al bloque m. Emplearemos los simbolos de pila N y M
para memorizar ambos casos.
F(p, a, X) = {(p, NX), (p, MX)}
(Qué simbolo X nos podemos encontrar en la pila?
- Z, simbolo inicial del APv = la primera a leida so6lo puede ser del bloque n =
f(p, a, Z) = (p, NZ)
- N, simbolo que indica una a leida que pertenece al bloque n 2
f(p, a, N) = {(p, NN), (p, MN)}
- M, simbolo que indica una a leida que pertenece al bloque m = mientras sigan
llegando aes las consideraremos del bloque m = f(p, a, M) = (p, MM)

Este seria el punto clave del disefio del autémata. El resto considera que al llegar la
primera secuencia de b, vamos quitando las M que haya en la pila (estado m) y por cada b
restante ponemos una B (del grupo t) en la pila. En el estado t se elimina una B de la pila
por cada a leida, y en el ultimo estado (n) se eliminan las N por cada a leida en la cinta de
entrada.

JFLAP : (T6P1E1e-a4. jff)

File Input Test View Convert Help X
Editor Multiple Run
Table Text Size
: V.
a7 Nz Input [R — Result
a,M; MM h,B;BB ejec
a,N;MN b,N;BN A Z;n  jabab Accept
a,N;NN b, M;A b, N;A aabhah Accept

N MY a,B;A NG
aahahb Accept
h,N;BN aabbah Accept
b, M;A a,B:A t b, N:A aahabh Accept
mn w U n aaabbahb Accept

Load Inputs | Run Inputs || Clear | Enter Lambda | View Trace
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Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

3. Obténgase el APV correspondiente a la gramatica:

Grng=({a,b,c,d}, {S,A,B}, S, P), con las siguientes reglas de produccion:
S:=aSB|bA|b|d
A:=bA|b
B:=c

Solucidn:

G =({abc,d}, {S,A.B}, {q}, S, q, £, {})

S — asSB | bA | b | d
A — DbA | b
B = c

G =({abc,d}, {S,A.B}, {q}, S, q. £, {})

S — aSB > f(gq,a,38) = (g, SB)
S — DbA > f(q,b,8) = (q, B)
S - b > f(gq,b,8) = (g, 2)
s — d > f(q,d,8) = (g, 2)
A — bA > 4 f(q,b,A) = (g, B)
A — Db > f(g,b,n) = (g, 2)
B — ¢ > f(g,c,B) = (g, A)
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Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

4. Obtener formalmente el APf equivalente para cada el APv indicado a
continuacion:

APv,=({1,2}, {A,B,B’,C}, {q}, A, q, f, {®}), donde f viene dada por:

f(q,2,A) = (q, BC)

f(q,1,A) = (q,B)

f(q,,A) = (q, 1)

f(q,1,B) = {(q,B’), (4,0), (q, M)}
f(q,2,B’) = {(q,B’), (4,C)}
f(q,2,C) = (q, 1)

Solucidn:

APf,=({1,2}, {A,B,B’,C,Z}, {q,p.,t}, Z, p, ", {r}), donde f viene dada por:

- Se afiaden 2 nuevos estados, p y 1, inicial y final. Se afiade nuevo simbolo inicial de
pila, Z.

- Se anade una transicion lambda, del estado inicial nuevo al antiguo, extrayendo el
nuevo simbolo inicial de pila (Z), e insertando el antiguo y el nuevo (AZ).

f(p.A.Z) = (q,AZ)

- Se copian todas las transiciones del APv:

f(q,2,A) = (q, BC)

f(q,1,A) = (q,B)

f(q.A,A) = (q, 1)

f(q,1,B) = {(q.B"), (q.C), (q, M)}
f(q,2,B’) = {(q,B"), (4,C)}
f(q,2,C) =(q, 1)

- Al llegar al simbolo Z se ha vaciado la pila, es decir, se ha reconocido la palabra en
el APv, por lo que se debe llegar la estado final en el APf, para lo que se afiade una
transicion lambda desde cada estado del APv al estado final del APf:

(g, % 2) = (1, 1)

f(qIZIA) = (q/ BC)

f(q/l/A) = (q/ B)

f(a,r,R) (a, )

f(q,1,B) {(aq, B"), (a, C), (q, )}
f(qIZIB,) = {(q/ B’)/ (q/ C)}
f(qIZIC) = (q/ A)
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Teoria de Automatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

Para este problema es posible obtener otra soluciéon minima (de un solo estado):

B JFLAP : <untitled1> -0l x|
File Input Test View Convert Help [x]
[ Editor

Eel-]2]-] ]

>

R )

S>> >oopuag
Po>mo>mox

< [»]
Automaton Size ‘

L L

Otro Apv posible emplea un simbolo de pila inicial (Z) que se pone al inicio, y que debe
ser eliminado para que la palabra sea reconocida:

B3 5FLAP : (T6p1EBa-2.jff) . =] ]
File Input Test View Convert Help D
[ Editor

£ IE

>

Pos2=mambg
FPrroogRan
Fow>mo>mo>

[4]

< [»]
Automaton Size

[ Lt
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Teoria de Automatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

5. Obtener formalmente el APv equivalente para el AP indicado:
APfy,=({a,b}, {A,B}, {q1,92,93,q4}, A, ql, f, {q4}), donde f viene dada por:

f(ql,a,A) = {(q2,BA), (q4,A)}
f(q1,A,A) = {(q4, 1)}
f(q2,a,B) = {(q2,BB)}
f(q2,b,B) = {(q3, M)}
f(q3,2,A) = {(q4,A)}
f(q3,b,B) = {(q3, M)}

Solucidn:

APf origen:

APv equivalente final: APfy=({a,b}, {A,B,Z}, {ql,92,93,94.p.,r}, Z, p, *, {®}), donde se
han afiadido de f a f* las siguientes transiciones:
- Para unir estados iniciales: f(p,A,Z)=(ql,AZ)
- Para vaciar la pila:
o Deqgdar: f(g4,L,A)=(r, ) f(q4,1,B)=(r, L) f(q4,A,2)=(1, L)
o Derar: f(r,A,A)=(1, L) f(r,,,B)=(1, ) f(r,A,Z)=(r, )

B,
[>© MNZAZ N l B e
p P,

> > >
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Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

6. Marque las afirmaciones verdaderas

a.
b.

C.

Al obtener una G2 a partir de un APf, ésta se encontrara en FNG
Es posible que una G3 pueda ser transformada a APv

Dado un AP no determinista, existen algoritmos para transformarlo en AP
determinista.

En un AP determinista, dado un estado, un simbolo leido y un simbolo en la
cima de la pila, transitaremos al mismo estado, pudiendo apilar dos conjuntos
diferentes de simbolos.

7. Marque las afirmaciones verdaderas

a.

Dado un movimiento en un AP, es posible determinar el par (imagen,
antiimagen) de la funcion de transicion correspondiente.

Los automatas de pila por vaciado no pueden transformarse en autdmatas de
pila por estados finales

Los automatas de pila por estados finales reconocen una palabra cuando la pila
estd vacia y no queda nada por leer en la entrada.

Los autdmatas de pila por estados finales no son nunca deterministas.

8. Marque las afirmaciones verdaderas

a.
b.
c.
d.

(p,a,A;p,Z) indica que se apila un solo simbolo Z
(p,a,A;p,Z) indica que se desapila A
(p,a,A;p,A) indica que la pila queda igual tras la transicion.

(p,a,A;p, ) indica que la pila queda igual tras la transicion.

9. Marque las afirmaciones verdaderas

a.
b.

f(q, ,A) = {(q, A)}es una transicion independiente de la entrada.

La descripcion instantanea (q, A,, ) en un automata de pila que reconoce
por vaciado indica que hemos llegado al final de la palabra con la pila
vacia.

El alfabeto de pila y el alfabeto de entrada de un automata de pila son conjuntos
disjuntos.

La transicion f(q,a, A)={ (q2, z1),(q1, z1) } nos indica que el automata de
pila es no determinista.
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Teoria de Autdmatas y Lenguajes Formales. Ejercicios de Automatas a Pila

10. Describa las funciones de transicion que dan lugar a los siguientes movimientos:
(pa10013 A) |' (pa 001,1A) |' (pa 019 OIA) |' (qa la lA) |' (q’ ;‘9 A) |' (qa )\e ;")

Solucion:
(p,1001, A) |- (p, 001,1A) f(p,1,A) = (p, 1A)
(p, 001,1A) |- (p, 01, 01A) f(p,0,1) = (p, 01)
(p, 01,01A) |- (q, 1, 1A) f(p,0,0) =(q, 1)
(q, L, IA) |- (q, A, A) f(q,1,1)=(q, 1)
(qa }\'a A) " (qa }‘9 }\‘) f(anaA) = (qa}\‘)
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