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Variables aleatorias unidimensionales

1.1. Introduccion

Cuando se realiza un experimento aleatorio, con frecuencia, nos interesa mas conocer
alguna funcion de dicho resultado, mejor que el resultado del experimento.

EJEMPLO 1 Se lanza una moneda tres veces consecutivas e interesa el nimero de
caras obtenidas en el experimento aleatorio. Denotando con los simbolos H y 7' al
hecho de obtener, respectivamente, una cara o una cruz, se tiene el siguiente conjunto
de posibles sucesos del espacio muestral ({2):

Q={HHH,HHT,HTH,THH,HTT, THT, TTH,TTT}

La variable aleatoria X es la funcién que cuenta el nimero de caras obtenidas en
dicho experimento aleatorio:
X({HHH})=3X({HHT})=2X({HTH})=2X({THH})=2
X{HTT}) =1 X{THT})=1 X{TTH})=1 X{TTT})=0

tal y como puede verse la v.a. X toma 4 posibles valores {0, 1,2, 3}.
EJEMPLO 2 Se lanza un dado dos veces consecutivas y se pueden definir las v.a.:
= X:lasuma de las caras obtenidas en el experimento aleatorio.
= Y la diferencia (en valor absoluto) de las caras obtenidas en el experimento

aleatorio.

Espacio muestral

X:v.a. suma Y': v.a. diferencia

Q

6 {16y {26} {36} {46} {56} {66} X({l’ 1}) — 2 Y({ 1’ 1}) O
5 {15y {25} {35} {45} {55} {65} X({1,2}) 3 Y({1,2}) 1
4 {14y {24} (34 {44} {54} (64} . .

3 {13y {23} {33} {43} {53} {63} : :

2 {12} {22} {32} {42} {52} {62} X({67 5}) 11 Y({G’ 5}) = 1
1 {11} {21 81 {41 &1} E1) X({67 6}) 12 Y({G’G}) - O

1 2 3 4 5 6
La v.a. X toma 11 posibles valores {2, 3,4, ...,12}, mientras que Y toma 6 valores

{0,1,2,3,4,5}.
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Formalmente llamaremos variable aleatoria a la funcién real que a cada suceso
elemental del espacio muestral le asigna un valor numérico

X: 02—
w— X (w)

tal que Va € R {w : X(w) < a}, es un suceso del espacio muestral (subconjunto del
espacio muestral (2). En otras palabras, la imagen inversa de (—o0, a] es un suceso del
espacio muestral (2.

Distinguimos dos tipos de v.a.:

1. Discretas: toman un conjunto finito o infinito numerable de valores. Dicho conjunto
de valores se denomina recorrido de la v.a.
= Al contar el nimero de caras obtenidas al lanzar una moneda tres veces consecu-
tivas, el recorrido de la funcién es el conjunto finito de valores {0, 1, 2, 3}.
= Se lanza una moneda hasta obtener una cara y sea X la v.a. que cuenta el nime-
ro de lanzamientos realizados. El recorrido de esta funcién es {1,2,3,...} un
conjunto infinito, pero numerable, de valores.
2. Continuas: toman un conjunto infinito y no numerable de valores. En este caso, a
este conjunto de valores se le denomina soporte de la funcion.
= Un autobus pasa cada media hora y un viajero llega en un momento dado a la
parada. X es la v.a. que cuenta el tiempo de espera desde que el viajero llega a la
parada hasta que llega el autobus. El soporte de la funcion es el intervalo (0, 30)
minutos.

1.2. Distribucion de probabilidad de una variable aleatoria

Ya que el valor de una v.a. estd determinado por el resultado del experimento, po-
demos asignar probabilidades a los valores de la v.a. Cuando las v.a. son discretas, a la
funcién que mide estas probabilidades se la llama funcion de masa de probabilidad
(f.m.p) y la denotaremos Py (z) o, mas breve, como P(x). Esta funcién verifica que

Px(x) = P{X =z}

Si la v.a. es continua se la designa como funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.)
y también se denotard como px (x) 6, simplemente, p(z).

Nota: En el caso continuo la probabilidad de un punto, P{X = x}, es nula (a pesar
de que el suceso no es imposible); y la probabilidad de que P{X # x} = 1, a pesar de
que no es seguro.

Se puede definir la f.d.p. de una v.a. aleatoria discreta haciendo uso de la funcién
delta de dirac y se tiene que

px(x) =) Px(z)d(z — ) = Z P{X = z;}0(x — a)

siendo {x} el conjunto de puntos que forman el recorrido de la v.a. X.
Toda f.m.p o f.d.p. satisface las siguientes propiedades:
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discreta P(x) >0
continua p(z) >0

2. Se verifica

discreta ZP(ZB) =1

+00
continua / p(z)dr =1

o0

3. Se tiene que Va, b € R la probabilidad de que el valor de la v.a. X se encuentre entre
a 'y b viene dada por:

b b
discreta P{a < X <b}=>» Plx=k)=) P{X =k}
k=a

k=a

b
continua P{a < X <b} = / p(x) dx

donde, eventualmente, a y b pueden ser, respectivamente, —oo y +00.

EJEMPLO 1 (cont.) Siendo X la v.a. resultante de contar el nlimero de caras obtenidas
al lanzar una moneda tres veces consecutivas, tenemos la siguiente f.m.p,

P{X =3} = Py(z=3)=1/8=0,125
P{X =2} = Py(z =2) =3/8 = 0,375
P{X =1} = Py(z =1)=3/8 = 0,375
P{X =0} = Py(z=0)=1/8=0,125

0.2

0.1

EJEMPLO 2 (cont.) Se lanza un dado dos veces consecutivas y son X e Y las v.a. que
cuentan, respectivamente, la suma y la diferencia de las caras. Sus f.m.p son:

L« [ 2]3[4][5]6[7]8[9[10]1l][12]
[px ()][1/36]2/36]3/36]4/36]5/36]6,/36]5/36]4/36[3/36]2/36]1/36]

[ s [0 1 [2[3]0[5]
[ () 6/36[10/36[8/36[6/364/36/2/36]
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px () py(y)

0.2 0.35

o 03
0.15

0.2
0.1

iiRE |

2 4 6 8 10 12 0 1 2 3 4 5

EJEMPLO 3 Consideremos que la duraciéon de una bombilla viene dada por una v.a.
con distribucién exponencial,

0.8

_ Jexp(—z)z >0 06
p(z) = { 0, en otro caso 04

0.2

Comprobemos que es una f.d.p.

+oo +oo 40
/ p(z) de = / exp (—x) de = —exp (—x) =1
—0o0 0 0
Calculemos la probabilidad de que la bombilla dure mas de un afio
+o00o +00 1
P{1 SX}:/ exp (—x) dx:—exp(—x)‘ =exp(—1)—0=-
1 1 e

A partir de la f.d.p. o f.m.p. se puede definir formalmente el soporte o recorrido de
una v.a. como el conjunto de valores de x € R donde la variable aleatoria X tiene una
probabilidad mayor que cero, es decir, donde la distribucion tiene masa. Se recuerda,
que el término recorrido se emplea con v.a. discretas mientras que el término soporte es
mas adecuado para v.a. continuas.

1.3. Funcion de distribucion

La funcién de distribucién (f.d.) indica para cada valor de z € R la probabilidad de
que la v.a. X sea menor que dicho valor z. Si denotamos con F'x(z) o, directamente,
F(z) ala funcién de distribucion de la v.a. X, ésta se define como:

Fx(zx)=P{X <z}; VeeR

La f.d. es una funcién acumulativa, ya que calcula el drea de la f.d.p px(x) hasta el
punto x,
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discreta Fx(r)=P{X <z} =) Ple=k =) P{X =k}

k<z k<z

continua Fx(z) = P{X <z} = / px(t) dt

Propiedad: En v.a. discretas su f.d.p. es escalonada, mientras que en las v.a. conti-
nuas su f.d.p. es continua.
Dada la f.d Fx(z) se puede calcular la f.d.p.

- dx
La funcién de distribucién de una v.a. X debe verificar las siguientes propiedades:

1. lim, oo F(x) = F(—00) =0y lim, o F'(z) = F(+00) = 1.

2. F(x) es monétona no decreciente, es decir, si x; < xo = F(x;) < F(x).

3. Continua a la derecha de cada punto, es decir,

lim F(x) = F(a)

z—at

px (@) = F(x)

Y, reciprocamente, toda funcién que verifique las propiedades anteriores es una f. d.

EJEMPLO 1 (cont.) Obtenga la funcién de distribucién de la v.a. que cuenta el nimero
de caras obtenidas al lanzar una moneda 3 veces consecutivas.

Sizx<0=F(x)=P{X <z}=0
Si0<z<1= F(z)=P{X <2} =Pz =0)=1/8 = 0,375
Sil<z<2=Fa)=P{X <a}=Pla=0)+Pla=1)=4/8=0,
Si2<z<3=F(x)=P{X<z}=Plx=0)+Plx=1)+Plx=2)=

7/8 = 0,625
Si3<z=F(x)=P{X<z}=Plx=0)+Pla=1)+Plzx=2)+
+P(x=3)=8/8=1

1 o—
|
? |
0.8 | |
| |
0.6 | |
o— |
0.4 | | |
| | |
| | |
0.2 | | |
¢ | |
0 1 I I I
-2 0 2 4 6

EJEMPLO 3 (cont.) Se tiene una f.d.p de tipo exponencial,

_ Jexp(—=z)z >0
p(z) = { 0, en otro caso
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obtenga y represente la funcion de distribucion.

<+

Six§0:>F(a:):P{X§x}:/x px(t) d :/ﬂﬁ 0dt=0

—00 —00
T

Six>0:>F(a:):P{X§x}:/w px(t)dt:/ exp (—t) dt =

= —exp (—t) o1 exp (—x)
0
1
L —op(-a)r>0
—exp(—z)z >
”@:{0 I oo

0.4

0.2

1.4. Cuantiles

Llamaremos cuantiles a los valores de x € R que dividen la funcién de densidad de

probabilidad en regiones con el mismo drea. Los cuantiles mds empleados son:

La mediana: es el valor de = € R que divide la f.d.p. en dos intervalos de modo que
el area de la f.d.p. en cada intervalo vale 1/2, por lo que, la funcién de distribucién
en ese punto vale 1/2.

Los cuartiles: son tres cuantiles que dividen la f.d.p. en 4 regiones de modo que el
area de la f.d.p. en cada intervalo vale 1/4. En este caso la funcién de distribucion en
los cuartiles toma los valores 1/4, 1/2y 3/4.

Los deciles: son 9 cuantiles que dividen la f.d.p. en 10 regiones de modo que el drea
de la f.d.p. en cada intervalo vale 1/10. En este caso la funcion de distribucién en los
cuartiles toma los valores 1/10,2/10, ...,9/10.

Los centiles: son 99 cuantiles que dividen la f.d.p. en 100 regiones con area de 1/100.
En este caso la funcién de distribucion toma los valores 1/100, 2/100, . . ., 99/100.

EJEMPLO 3 (cont.) Obtenga la mediana y los cuartiles de la distribucién exponencial.

A partir de la funcién de distribucion:

l—exp(—z)z >0
m@:{o ey >0
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1
F(xMEDIANA) - 5 =1- exp (_xMEDIANA> = % = TMEDIANA = 10g2
1
F<37Q1> = 1 = 1 —exp <—$Q1) = %l = xq1 = log4
1
F(JIQQ) = 5 = 1 —exp (—IQ2> = % = TQo = 10g2
3 5 4
F(IQg) = 4_1 = 1-— exp <—$Q3) =1 = TQ3 = 10g§

1.5. Variables aleatorias idénticamente distribuidas

Dos v.a. X, Y estdan idénticamente distribuidas (i.d.) sii tienen la misma distribucion.

EJEMPLO Se lanza un dado dos veces consecutivas:

1, el resultado del primer dadoes 1 6 3

Sea X = { 2, si el resultado del primer dado es 2,4,5 6 6

1, el resultado del segundo dado es 2 6 4

Sea Y’ = { 2, si el resultado del segundo dado es 1,3,5 6 6

Claramente,

P{X =1} =2/6; P{X = 2} = 4/6
P{Y =1} =2/6; P{Y =2} = 4/6

Ademads, son independientes, por lo que se dice que X e Y soni.i.d.

1.6. Momentos de una distribucion

Sea X una v.a. discreta con f.m.p. p(x), se define el valor esperado, la media o la
esperanza matematica de X como

E{X}=) kPx(x=k)=> kP{X =k}

Nota: es una media ponderada; si todos los valores son equiprobables, es la media
aritmética.
Si X es una v.a. continua con f.d.p. p(x), entonces se define:

E{X} - /_:O:Ep(x) da

Nota: en este caso es el centro de masa de la distribucion.
Andlogamente podemos definir los momentos de orden n (respecto al origen)

E{X"}: Vn=1,2,...
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y los momentos centrales (respecto a la media)
E{(X —E{X})"}; Vn=12,...
El momento central de orden 2
E{(X -E{X})’} = Var {X}

se denomina varianza y es de especial importancia. Por la propia definicion de varianza,
Var{X} > 0; s6lo en el caso en que X sea constante (degenerada) Var {X} = 0.

Habitualmente se denota con 02 = Var { X } y se define la desviacién tipica de una

v.a. COmo
o=+/Var{X}

En general, se puede definir el operador esperanza matematica, IE {-}, sobre una fun-
ci6én g(-) de una v.a. X como:

discreta E{g(X)} = Zg(k;) Pz =k)
k

continua E {¢g(X)} = / h g(x) p(x) dx

Es un operador lineal, por lo que tiene las siguientes propiedades:

. E{X+Y}=E{X}+E{Y}
2. E{aX} =dE{X}
3. E{aX + Y} =adE{X} +E{Y}

Mientras que el operador varianza verifica:

1. Var{aX} = a*Var {X}
2. Var{aX + b} = a*Var {X}

El calculo de la varianza se puede realizar mediante la siguiente expresion:
Var{X} =E{(X -E{X})*} =E{X?} -E{X}?
DEMOSTRACION
Var{X}=E{(X ~E{X})’} =E{X?-2XE{X} +E{X}*} =
=E{X?} - 2E{X}E{X}+ (E{X})’=E{X?} -E{X}?

EJEMPLO 1 (cont.) Se lanza una moneda 3 veces consecutivas, halle la esperanza ma-
temadtica y la varianza de la v.a. que cuenta en nimero de caras obtenidas.
Tenfamos que la f.m.p. es:

Px(z=3)=1/8 Py(z=2)
Px(z=1)=3/8 Py(z=0)

luego la esperanza matemdtica es

3/8
1/8
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1 3 3 .1 12 3
E{X}=) kP(x=k)=0=+1-+2-+3-=— =
{X} Z (0= k) =0z +15+25 +32 = = =

Cuando f.m.p. es simétrica (como es el caso), la media coincide con el punto de
simetria de la f.m.p. y, a su vez, con la mediana de X.
La varianza la calculamos con

1 3 3 1
E )(2 §'2P 2 2 2 2
k

Var {X} =E{X*} ~E{X} =3 - (2)222

EJEMPLO 3 (cont.) Obtenga la media y varianza de una v.a. exponencial,

_ Jexp(=z)z>0
p(x) = { 0, en otro caso

E{X}:/_:Oxp(m) da::/0+oox exp (—z) dz =

u=1x du=dx
dv =exp(—x) dr v=—exp(—x)

+o0 +oo +o0
= —zexp (—ZL‘)‘O —l—/ exp (—z) de = —exp (—x) .= 1
0

Para calcular la varianza,

E{X?} = /:O 2% p(x) do = /;Oo 2% exp (—x) dr =

uw=2> du=2zdr

dv=-exp(—x) dr v=—exp(—2x)

+o00 +00
= —2? exp(—x)’ +/ 2z exp (—z) dr =
0 0

+0o0
:2/ x exp (—x) dr =2
0

Var{X}=E{X?} -E{X}’=2-1*=1

1.7. Cambio de variable aleatoria

1. Suma de una constante: consideremos que se tiene una v.a. X de la que se conoce
suf.d.p, px (), y se desea calcular la f.d.p. de otra v.a. Y relacionada con la anterior
mediante la expresion
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Y=X+4+a; aeR
para calcular py (y) se recurre a obtener su f.d.

Fy(y)=P{Y <y} =P{X+a<yl=P{X<y—a}=

y—a

:/ px(z) de = Fx(y — a)

como la f.d.p es la derivada de la funcidn anterior, se tiene

_dFy(y) _ dFx(y—a)
dy dy

py(y) =px(r=y—a)

2. Multiplicacion por una constante positiva: consideremos que Y se ha generado a
partir de X segun
Y=aX; a>0

siguiendo el mismo proceso anterior, se tiene

Fy(y)=P{Y <y} =P{aX <y} = P{X < y/a} =

y/a
- / px() dz = Fy(y/a)

—00

luego

oy (y) = AFy(y) _ dFx(y/e) 1 ( _ z>

dy dy N
Veamos mediante un ejemplo un caso mas complejo:
EJEMPLO Sea X una v.a. con f.d.p. uniforme en el intervalo (0, 1)

l10<z<l1
0, en el resto

px(x) = {

Hallalaf.d.p.delava. Y = —2In X.
Comencemos analizando los soportes de ambas v.a.:

Soporte X :  (0,1)
r=0=y=-2In0=—-2(—00) =

Soporte Y : (0, 00) {x:1:>y:—21n1:0

Calculamos Fx (z)

x<0 Fx(x)=0
O<z<l1 FX(x):/ pX(t)dt:/ ldt=z
0 0
x>1 Fyx(x)=1

Laf.d.deY sera
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Fyy)y=P{Y <y}=P{2InX <y} =P{lnX > —y/2} =
=P{X Zexp(—y/2)} =1 - P{X <exp(-y/2)} =
=1 - P{X <exp(-y/2)} =1 = Fx(exp (~y/2))

entonces

1— Fx <€XP (—y/2)> =1—exp(-y/2),y>0
Fy(y) =
0, enelresto

y llegamos a

1
dFy(y) 5exp(—y/2) >0

0, en el resto

11
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Variables aleatorias bidimensionales

2.1. Introduccion

En muchos fenémenos estadisticos la observacion da lugar a un par de v.a. o, en ge-
neral, a n v.a.. Esto se puede representar con una v.a. bidimensional (X,Y") y sus pares de
valores (x1, 1), (22, ¥2), - . . 0, bien, con una v.a. n-dimensional X = [X7, Xs, ..., X,)]
y sus valores X1, Xo, . . .. Por sencillez, en este tema nos centraremos en el caso bidimen-
sional pero todo lo que se vea se puede extender al caso n-dimensional.

EJEMPLO 1 Se lanza una moneda dos veces consecutivas. Se define X como la v.a.
que cuenta el n® de caras de la 1° tirada y la v.a. Y que cuenta el n” de caras de la 2¢
tirada. El espacio muestral ({2) es:

Q={HH HT,TH,TT}

Las v.a. X e Y seran:

HH—>(171)( ) )({HH}):(171>
HT — (1,0) (X,Y)({HT}) = (1,0)
TH - (0,1) (X,Y){TH}) = (0,1)
TT — (0,0) (X, Y){TT}) = (0,0)

EJEMPLO 2 Se lanza un dado dos veces consecutivas e interesa conocer la suma y
la diferencia de las caras obtenidas en el experimento aleatorio. Podemos definir la

v.a. X que nos da la suma de las caras y la v.a. Y que indica el valor absoluto de la
diferencia de las caras.
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Espacio muestral Pares de valores (X,Y)
@ <X7Y)({171}) = (270)
6 {16} {26} {36} {46} {56} {66} (X7 Y)({l’ 2}) — (37 1)
5 {15 {25 {35 {45 {55 {65} .
4 {14 {24 (34 {44 {54 (64 °
3 {13} {23 {33 {43 {53 {63} (X’ Y)({37 6}) - (97 3)
2 {12} {22} {32} {42} {52} (62} <X7 Y)({47 1}) = (57 3)
1 1 21 31 @41 $1 1) E
LD v(e.sh = (1L
(X,Y)({6,6}) = (12,0)

Llamaremos variable aleatoria bidimensional a la funcion

(X,Y): 2 — R
w— (X (w),Y (w))

tal que V(a,b) € R? {w: X(w) < a AY(w) < b}, es un suceso del espacio muestral.
En otras palabras, la imagen inversa de (—o0,a] X (—o00, b] es un suceso del espacio
muestral (2.

Del mismo modo que en el caso unidimensional, podemos definir dos tipos de v.a.:

1. Discretas: toman un conjunto finito o infinito numerable de valores.
2. Continuas: toman un conjunto infinito y no numerable de valores.

2.2. Distribucion de probabilidad de una v.a. bidimensional

La funcién bidimensional que asigna probabilidades a los valores de una v.a. bidi-
mensional es su distribucion de probabilidad conjunta. Cuando las v.a. son discretas se
la denomina como funcién de masa de probabilidad (f.m.p) conjunta y la denotaremos
Px y(x,y) o, cominmente, como P(z,y). Verificando

PX,Y(xay) :P{X:[L‘,Y:y}

Si la v.a. es continua se la designa como funcion de densidad de probabilidad (f.d.p.)
conjunta y también se denotara como px y (z,y) 6, mds breve, p(x, y).
Dicha funcion satisface las siguientes propiedades:

L. p(z,y) >0
2. Se verifica

discreta Z Z P(z,y) =1

+oo +oo
continua / / p(z,y) dedy = 1
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3. Se tiene que V(a, b)y(c, d) € R? la probabilidad de que el valor de la v.a. (X,Y) se
encuentre en la region definida por los puntos (a,b) y (¢, d) viene dada por:

discreta P{(a,b) < (X,Y) < (c,d)} =Y Y Pla=ky=F)=

k=a k'=b

:izd:P{X:k,Y:k:’}

k=a k'=b
c d
continua P{(a,b) < (X,Y) < (¢, d)} = / / p(z,y) dedy,
a Jb

EJEMPLO 1 (cont.) Se lanza una moneda dos veces consecutivas. Se define X como
la v.a. que cuenta el n° de caras de la 1¢ tirada y la v.a. Y que cuenta el n° de caras
de la 2¢ tirada. La f.m.p. conjunta es:

P{X,Y)=(1,1)} =1/4 X

P{(X,Y)=(1,0)} =1/4 01
P{(X,Y)=(0,1)} =1/4 3 Ol[1/4[1/4
P{(X,Y)=(0,0)} =1/4 1)1/4[1/4

El recorrido de esta f.m.p. lo podemos representar en el espacio de (X,Y)

Y

X

EJEMPLO 2 (cont.) Se lanza un dado dos veces consecutivas y se define la v.a. X que
nos da la suma de las caras y la v.a. Y que indica la diferencia de las caras.

X

2 |3 ]4]5]6 |7 ]8]9]10]11]12
0[[1/36] 0 [1/36] 0 [1/36] 0 [1/36] 0 |1/36] 0 [1/36
1] 0 [2/36] 0 [2/36] 0 [2/36] 0 [2/36] 0 [2/36] 0
v 2l 0 ] 0 [2/36] 0 [2/36] 0 [2/36] 0 [2/36] 0 [ 0
3 0] 0] 0[2/36] 0 [2/36] 0 [2/36] 0 | 0 [ 0
A 070070 2/3[0[2/3] 0[0]0][0
5 0foJoJoJo0o28B]0][0[0]0]0

EJEMPLO 3 Sea (X, Y) una v.a. bidimensional con f.d.p. conjunta

_Jrt+y <<l O<y<l1
p(z,y) = {0, en el resto

compruebe que esta funcién es una f.d.p.
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400 +oo
/ / p(z,y) dedy = 1

+o0 o0 1 :E2
/ / p(z,y) dedy = // (x +y) dedy = /( —i—ym)
Yy oy 11
d
[ Geo=(5+5)

El soporte de esta funcién es la regién (0,1) x (0, 1)

Se debe verificar

1
dy =
0

2 2

2.3. Funcion de distribucion

Llamemos funcién de distribucién de una v.a. (X,Y) a

Fxy(z,y) =P{X <x; Y <y} V(z,y) € R?
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discreta Fxy(x,y) =P{X <z; Y <y}=> > Pla=ky=Fk)=

k<z k'<x
Y>> PX=kY=F}

k<z k'<z

x Y
continua Fyy(xz,y) = P{X <uz; Y <y} = / / pxy(t, ") dtdt’

Dada la f.d Fx y(z,y) se puede calcular la f.d.p.

82FX’y($, y) _ a2F’X,Y(:U7 y)
dxdy dyox

pX7Y('T7 y) =

La funcion de distribucion de la v.a. (X, Y") debe verificar:

l. F(—o0,y) =0, F(x,—00) =0y F(+00,+00) = 1.
2. F(x,y) es mondtona no decreciente respecto a cada una de las variables.
3. Continua a la derecha de cada punto respecto a cada una de las variables.

EJEMPLO 1 (cont.) Se lanza una moneda dos veces consecutivas. Se define X como
la v.a. que cuenta el n° de caras de la 1° tirada y la v.a. Y que cuenta el n° de caras
de la 2¢ tirada. Obtenga la f.d conjunta:

0; x<06y<O
1/4,0<z<1y0<y<1

Flr,y)=<¢1/2;1<2y0<y<1
1/2,0<z<1yl<y
L z>lyy 21

EJEMPLO 3 (cont.) Sea (X,Y") una v.a. bidimensional con f.d.p. conjunta

_Jrt+y <<l O<y<l1
p(z,y) = {0, en el resto

calcule su f.d.
Enlaregion 0 <z < 1;0 <y < 1 se tiene

z Y T Y T 2

F(‘T:y):/ / p(u,v) dUdU:/O /0 (U+U) dudU:/O (uv—{—%)
T 2 2 2 z

_/0 (uy+2)du (2y—|—2u)

Yy
du =
0
v’x _ wy(z+y)
2 2

%y
o2 7

0

Luego
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0; r<006y<0

ry(r+9y)/2;0<x<1,0<y<1
Flxr,y) =< (¥*+vy)/2; 1<, O<y<1

(2 4+2)/2; 0<z<1,1<y

1; x>1,y>1
para obtener la funcién en la regiéon x > 1;0 < y < ley > 1;0 <z <1
directamente se particulariza la expresion obtenida para0 < z < 1;0 <y < len

r = 1ey = 1, respectivamente.

2.4. Distribuciones marginales

Sea Fxy(x,y)laf.d. delav.a. (X,Y). Se llama funcién de distribucién marginal de
lav.a. X e Y, respectivamente, a las funciones:

Fx(z) = Fxy(z,00) = P{X < 2,Y < oo}
Fy(y) = Fxy(oo,y) = P{X < o0,Y <y}

Las f.d. marginales cumplen las propiedades de una f.d.

Se pueden definir, a partir de la f.d.p. conjunta px y (z, y), las funciones de densidad
de probabilidad marginales de las v.a. X e Y como:

px(z) = fj—;opX,Y<xay) dy
continua

py(y) = f_t,zo PX,Y(JT, y) dx

PX(x) :ZkPXY(xvy:k) :ZkP{X:x’YZk}
discreta

PY(Q):ZkPX,Y(UU Y) = ZkP{X kY =y}

Se puede ver asi, que la distribuciéon marginal X en el punto = se obtiene sumando
todas las masas situadas en la recta X = x y asignado esta suma al punto (X = z,Y =
0). Y, del mismo modo, la f.d.p. marginal de Y en el punto y se obtiene sumando las
masas en la recta Y = y y asignandoselas al punto (X = 0,Y = y).

Y, ry

\ X=x

Y=y

EJEMPLO 1 (cont.) Se lanza una moneda dos veces consecutivas. A partir de la f.d.p.

conjunta de las v.a. X e Y que cuentan el n’ de caras de la 1% y 2 tirada, respecti-
vamente, obtenga las f.d.p. marginales.
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Pxy(x,y) Px () Py (y)
ol Xleri=s) o vipr =y
0 2/4 o 2/4
v %j }?j T2/ T2/

EJEMPLO 2 (cont.) A partir de f.d.p. conjunta de las v.a. X e Y que resultan de sumar
las caras y calcular la diferencia de las caras, respectivamente, cuando se lanza un
dado dos veces consecutivas, obtenga las f.d.p. marginales.

Las marginales se calculan:
Px(x=2)=>,_ Plx=2y=k) =1/36
Px(r=3)=3,_ Plx=3y=k)=2/36

Px(z=12) =3,  Plr =12,y =k) =1/36

=0)=12,Px=ky=0)=6/36
1

=1) =32, Plx=k,y=1)=10/36
Py(w =5) = X2, Pa = b,y = 5) = 2/36
L [ 2[3]4[5]6[7[8[9[10]11][12]
[Px (x)][1/36]2/36]3/36[4/36]5/36]6/36]5/36]4/36]3/36]2/36]1/36]
Ly o]t [2[3[4]5]
HPy(y)H6/36‘10/36‘8/36‘6/36‘4/36‘2/36”
EJEMPLO 3 (cont.) Sea (X,Y") una v.a. bidimensional con f.d.p. conjunta

_Jrt+y <<l O<y<l1
p(z.y) = {0, en el resto

obtenga las f.d.p. marginales.
Enlaregion 0 <z < 1;0 <y < 1 se tiene

px<x>—/°op<x,y>dy—/ol<x+y> = <y+%>

1

1
:JI+§ O<ze<l1

e .
[o8) 1 $2 1 1
py(y)=/ p(ﬂf,y)dxz/(“y)dx:(er?) =y+5 0<y<l

00 0 0

1 1
—0<zxz<l1 —0<y<1
pr(a) =TT VSIS gy = YT 0
0, en el resto 0, en el resto
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2.5. Distribuciones condicionadas

Sea px y(z,y) laf.d.p conjunta de las v.a. XY, se define la f.d.p de Y condicionada
a X =xylafd.p.de X condicionadaay = y como:
pyix(ylr) = pxy(z,y)/px(2)
pxpy (z]y) = pxy(z,y)/py(y)

En el caso de v.a. discretas, se tiene

PY|X(?J|I) = Pxy(z,y)/Px(z)
Pxyy(zly) = Pxy(x,y)/Py(y)
EJEMPLO 4 Se lanza una moneda tres veces consecutivas. Se consideran las v.a.:

= X: cuenta el n” de caras en las tres tiradas.
= Y es el valor absoluto de la diferencia entre el n® de caras y de cruces en las tres

tiradas.
Se pide:
a) Distribucion de probabilidad de la v.a. (X,Y)
Espacio muestral . -
Q={HHH HHT,HTH, HTT, Xy (2, y)

0]1]2]3
1 0 [3/3[3/8] 0
Y=3[1/8[ 0 | 0 |1/8

THH,THT,TTH,TTT}

b) Distribuciones marginales de X e Y.

x||Px(z)
0 1/8 y|| Py (y)
1| 3/8 1] 6/3
2 3/8 3] 1/8
3] 1/8

¢) Distribucién de X condicionadaa Y = 3.

Plx=0,y=3) 1/8

Plo=0ly=3)=—p "= e =1/2

P@zﬂyz@zfmgaig;$:0

P@:2@:3psm222f73):0

P@:3w:3psm22ii; ):%%:1p
v JOoN2[3]
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¢) Distribucién de Y condicionada a X = 2.

Pz =2 3/8
Py =3lz = 2) = P(“;fj’:y; 3 _o
y 13|
P(ylz = 2)[[1]0]

EJEMPLO 5 Sea (X,Y') una v.a. bidimensional con f.d.p. conjunta

_ J102?y;0<y <z <1
plx,y) = {O, en el resto
Halla la distribucién de X condicionada a Y = 1/2 y la distribucién de Y condicio-

nadaa X = 1/2.
El soporte de la funcion es:

Calculamos las distribuciones marginales

+0o0 x y2 z
px () =/ p(z,y) dy:/ 10z%y dy = 102° )
—00 0 0

1

+o0 1 ) 513'3 10 3
py(y) = p(x,y) de = 103:yd:x:10y§ —?y(l—y) 0<y<1
oo y Y
Las distribuciones condicionas seran
p(z,1/2) 102 -3 24, 1
pX|Y($|y:1/2)= = =—ax° <<l
p(1/2) 105 (1-3%) 7 2
1/2, 101y 1
pY|X(y!$=1/2)=p(/ v _ 10 =8y 0<y<

p(1/2) 5k
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2.6. Variables aleatorias independientes

Unav.a. (X,Y)def.d. F(z,y) con f.d. marginales Fx(x)y Fy(y) son independien-

tes si
F(z,y) = Fx(z) - Fy(y)
Para v.a. continuas se tiene q las f.d.p. deben verificar
(2.y) = OF (z,y) _ OFx(x) - Fy(y) _ dFx(z) dFy(y)
LY Oxdy 0xdy dx dy
Nota: Para que 2 v.a. continuas sean independientes es necesario, pero no suficiente,

que el soporte de su f.d.p. conjunta sea un rectdngulo.
Ya que

= px(z) - py ()

pxy (2, y) = pyix(ylz) - px(2) = pxpy (z]y) - py (y)
se tiene que las v.a. X o Y son independientes sii
pyix(ylz) =py(y) . pxy(zly) =px(2)
Para distribuciones discretas se debe verificar
Pxy(z,y) = P{X =2,Y =y} = P{X =z} - P{Y =y} = Px(z) - Py (y)

o bien

Pyix(ylz) = P{Y = y|X = 2} = P{Y =y} = Pv(y)

Pyy(zly) = P{X = 2]Y =y} = P{X =2} = Px(x)
EJEMPLO 6 Sea la v.a. discreta (X, Y") con f.m.p. conjunta

1
2Tty

P(z,y) = Ve=1,2,... Vy=12,...

Halla las distribuciones marginales, condicionadas y analiza si son independientes.
Las distribuciones marginales son:

=1 <1 1 1/2 1
x (@) ;gm+y zy;Qw w1—1/2 2w YT 0T
1
Py (y) = % Ve=1,2,...
Se tiene que
1 1 1
Pxy(z,y) = 5oty 9y 9w Px(z) - Py(y) = Px(x)
luego, X e Y son independientes y las distribuciones condicionadas son:
1 1/2 1

Pxpy(zly) = P(x) — WYy=1,2,...

Twi1-1/2 2

1
Pyrix(yle) = Ply) = 57 Vo =1,2,...
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EJEMPLO 3 (cont.) Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con f.d.p. conjunta

_Jrt+y <<l O<y<l1
p(x,y)—{()’ en el resto
(son X e Y independientes?
1 1
—0<z<l1 —0<y<l1

0, en el resto 0, en el resto
si son independientes p(z,y) = px(z) - py(y); en nuestro caso:

Teniamos que py(x) = {

1 1 1 1

— - | = - - 0<z<l, O0<y<x1
px()py (y) = (I+2)(y+2> whzlty)+30<e<l0<y
en el resto

Y

como p(x,y) # px(x) - py(y), X e Y son dependientes.

2.7. Teorema de Probabilidad Total

El Teorema de probabilidad Total nos permite calcular la f.m.p. 6 f.d.p. de una v.a.
X a partir de sus probabilidades condicionadas respecto a otra variable Y:

discreta Px(z) = Z Pxy(zly =k)- Py(y = k)
k

continua px(z) = /px|y($|y) py(y) dy

2.8. Teorema de Bayes

Consideremos que se tiene una v.a. X y un determinado fenémeno aleatorio genera a
partir de ella otra v.a. Y. Conociendo la probabilidad de Y dado el valor de X, es decir,
Py|x (y|r) y conocida la probabilidad marginal de X, el Teorema de Bayes proporciona

la distribucién de probabilidad condicionada de X dada Y, px|y(x|y), mediante

pxiy (zy) = pyix(ylz) - px(2)
| S pyix(ylz) - px(z) dx

Normalmente, a la distribucién marginal de X, px(X), se la llama probabilidad “a
priori”, a las probabilidades px|y (X|Y') se las denomina probabilidades “a posteriori”

y la probabilidad py|x (y|x) se denomina “verosimilitud de X™".
DEMOSTRACION A partir de la definicién de probabilidad condicionada, se tiene

pxy(z,y) = pxy (ly) - py (y) = pyix(Wlz) - px(2)

Despejando px |y (x|y) y utilizando el teorema de probabilidad total
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oy (aly) == DX px(e) _ prix(vle) px(x)
XY py(y) [ pvix(ylz) - px(x) dx

Para el caso de v.a. discretas la formulacion del Teorema de Bayes es equivalente:

_ Pyix(y|z) - Px ()
PX|y(:I:\y) = Zz Ple(y‘x — k) . PX(:L’ = k?)

2.9. Momentos de variables aleatorias bidimensionales

El operador esperanza matematica sobre una v.a. bidimensional con f.d.p. conjunta
p(z,y) se define como:

kK

discreta E{g(X,Y)} =) > g(k,k) Pxy(w=ky=K)=>_> gk k) P{X =kY =k}

—+o00 —+o00
continua E{¢(X,Y)} = / / 9(z,y) p(z,y) dedy

que particularizando para g(z,y) = z"y™ nos permite definir los momentos centrados
(respecto al origen) de la v.a. (X, Y"). Asi tenemos:

n=1m=0 E{X} n=0m=1 E{Y}, Medias marginales
n=1m=1 E{XY}
n=2m=0 E{X?} n=0m=2 E{Y?},
Cuando las v.a. X e Y son independientes, se verifica
E{XY}=E{X} -E{Y}
DEMOSTRACION: para el caso de una v.a. continua

+o0 +o0 +oo +oo
E{XY}= / / zy p(r,y) dedy = / / zy p(x)p(y) dedy =
+0o0 +oo

_ / z p(z) de / yp(y)dy = E{X} -E{Y}

SiE{XY} = 0sedice que las v.a. X e Y son orfogonales.

Sig(z,y) = (x —E{X})" (y — E{Y})", se definen los momentos centrales (res-
pecto a las medias marginales) de la v.a. (X,Y),

n=2m=0 Var{X}=E{(X-E{X})’}
n=0m=2 Var{Y}:E{(Y—]E{Y})2},
n=1m=1 Covar{X,Y}=E{(X -E{X}) (Y —E{Y})} Covarianza

Varianzas marginales
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El calculo de las varianzas y la covarianza se puede realizar segin:
Var {X} =E{(X - E{X})*} =E{X’} — E{x}*

Var (Y} =E{(Y ~E{Y})*} =E{Y?} ~E{Y}’
Covar {X,Y} =E{(X —E{X})- (Y —E{Y})} =E{XY} - E{X}E{Y}

También se pueden definir los momentos condicionados de X dado Y o de Y dado
X como:

discreta E {g(X)|Y =y} = Zg ) Pxy (z = kly)

E{g(Y)|X =2} = Zg ) Pix(y = ki)

+oo
continua E {g(X)|V = y} = / 9() pxyy (aly) da

E{g(Y)|X =z} :/ Oog(y) pyix (y|x) dy

A partir de los momentos condicionados, se define el Teorema de la Esperanza
Matematica Total como:

X discreta E{Y'} =Y E{Y[X =z} Px(z = k)

X continua E{Y'} = /]E{Y|X =z} px(z)de

Nota: En ambos casos Y puede ser una v.a discreta o una v.a. continua; es decir, siendo
X discreta Y puede ser continua o discreta; e, igualmente, cuando X es continua, Y
puede ser tanto continua como discreta.

Se define matriz de varianzas-covarianzas, o comunmente matriz de covarianzas,
como:

Covar{X,Y} Var{Y}

y esta matriz es una forma cuadratica definida positiva, es decir,

Var{X} Covar{X,Y}
Covar{X,Y} Var{Y}

< Var{X} Covar{X, Y})

>0

Y, del mismo modo que en el caso unidimensional, se define la desviacion tipica de
una v.a. como

ox =\ Var{X} oy =+Var{Y} oxy=+/Covar{X,Y}

Ademas, para el caso bidimensional, se define el coeficiente de correlaciéon como:
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~ Covar {X,Y}
p= Ox 0Oy

este coeficiente mide la interdependencia lineal de 2 v.a. Del hecho de que la matriz de
varianzas-covarianzas sea definida positiva, se tiene:

Var{Y} Var{X} — Covar {X,Y}* >0

Var{Y} Var{X} > Covar {X,Y}’
2
Covar{X,Y} _ <
Var{Y} -Var{X}

luego0 < p? <1=-1<p< 1.
Cuando p = 0 se dice que X e Y estan incorreladas. Se verifica que si 2 v.a. son
independientes, van a estar incorreladas, ya que:

Covar {X, Y} =E{XY} —E{X}E{Y} =E{X}E{Y} —E{X}E{Y} =0

Nota: El hecho de que 2 v.a. estén incorreladas, no implica que sean independientes;
es decir:

. =
Independientes - Incorreladas

EJEMPLO 7 Sea (X,Y) una v.a. bidimensional con f.d.p. conjunta

Lly<z 0O<z<l1
0, en el resto

p(z,y) = {

Halla:
a) Distribuciones marginales

Calculamos las distribuciones marginales

px(z) =/_+oop(x,y) dy = /ildy:y

o0 —

400 1 1
py(y)=/ p(x,y)dwzfldmzw =1—-ly —-1<y<l1
- !

00 yl |yl
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b) Distribuciones condicionadas
Las distribuciones condicionas seran

p(z,y) 1
xiy (]9) py(y) 1=yl y
pla,y) 1
— = — <
py|X(y|$) px () o0 lyl <=z

Vemos que las variables son dependientes: pxy (z|y) # px () y pyix(ylz) #

Dy (y) .
¢) Coeficiente de correlacién

~ Covar{X,Y'}
a Ox 'Oy

Calculamos los diferentes términos:

+oo 1 9 2 3
E{X} = x)dx = i 2z dx:§x

E{Y}I/_myp(y)dy:/ y(1+y) dy+/0 y(1—y) dy=

(96

1

2
o 3

2 310
:y_+y y y

2 3

-1

+o00 +o00 1 y2 z
E{XY} = / / xy p(x,y dxdy—/ / xyd;tdy—/ TS dr =0
0 —X
2
Covar{X,Y} =E{XY} -E{X}E{Y}=0- 50 =0

Luego,

_ Covar{X,Y} 0

R —— =
Como puede verse p = 0 = X e Y son incorreladas, sin embargo, son depen-
dientes.

2.10. Cambios de variables aleatorias

Consideremos que se conocen las f.d.p. de 2 v.a. X e Y y mediante una funcién g de
ellas obtenemos otra v.a. Z de la que se desea calcular su f.d.p. Es decir, sea

Z=g(X,Y)
Para obtener pz(z), calcularemos la f.d.p. conjunta de Z y X mediante,

pzx(2,7) = PZ|X(Z!93) -px(z)
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dado que px(z) es conocido, la tnica dificultad es obtener pzx(z|x); sin embargo,
como se estd condicionando a X, el cambio de variable serd de una v.a. a otra, por lo
que puede calcularse mediante lo visto en la Seccién 1.7. Una vez obtenida pz x (2|z),

pz(z) sera:

pa(z) = / " pax(ela) - px(a) de

o

Veamos con un par de ejemplos como aplicar este procedimiento.

1. Suma de dos v.a. independientes: sea
Z=X+Y

Dadas 2 v.a. X e Y, uniformes en (0, 1), e independientes entre si, obtenga pz(z).
Como se ha visto, pz(z) viene dado por:

pz(z) = /_ OOPZ|X(Z!JJ) -px(z) dz

o0

donde pz|x (z|r) se calcula aplicando el cambio de v.a. (unidimensional) Z = 24V,
por lo que,

pzix(zlz) = py(y = 2 — x)
Entonces,

+oo
pa(z) = / py(y = 2 — x) - px(z) d = py (y) * px ()

o0

que como puede verse, en este caso, pz(z) puede obtenerse como la convolucién
de las f.d.p. de X e Y. Finalmente, considerando que X e Y son distribuciones
uniformes, se tiene

2<0  pz(z) =
O<Z§1 ZZ :/ dgj:
0
l<z<2 pzz :/ dr=1—(2—-1)=2-2
z>2 )=0

2. Producto de dos v.a. independientes: sea
Z=X-Y
Dadas 2 v.a. X e Y, uniformes en (0, 1), e independientes entre si, obtenga pz(z).

pz(z) = / OOPZ|x(Z|SC) px () dx

o0
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donde pz|x(z|z) se obtiene el cambio de v.a. (unidimensional) Z = z - Y, por lo
que,

1 z
pZ\X(Z|$) = EPY(?J = ;)

Entonces,

ped)= [ Tarly=2) pxle) e

o0

Sustituyendo,

2z <0

Z\Z

1
dr=Inz| =Inl—-lnz=—1Inz

SR

0
/1
0

pz(z)
0<z<1l pz(2)
pz(2)

z>1

Z\Z

2.11. Variable gaussiana multidimensional

Una v.a. de especial interés es la v.a. gaussiana multidimensional, que tiene la si-
guiente f.d.p.

1 1 T
px(x) = Wexp (5 (x—m) V7 (x— m))

donde m es el vector de medias de X, m = E {X}, y V' es la matriz de covarianzas de

las componentes de X; es decir, siendo X = [ X7, Xo, ..., Xy]
Var{X,} ...Covar{Xy, Xy}
V= s - z
Covar {Xn, X1} ... Var{Xy}

Una caracteristica bastante importante de esta distribucién es que conociendo los
momentos de primer y segundo orden (medias, varianzas y covarianzas) se tiene definida
completamente a la v.a., ya que se informacion suficiente para obtener la f.d.p. conjunta
de X.

La matriz de covarianzas directamente indica si las componentes de X estdn relacio-
nadas entre si, ya que si la matriz de covarianzas resulta ser diagonal se tiene que la
f.d.p. conjunta se puede expresar como el producto de las distribuciones marginales,

1 1 Ty,—1
px(x) = W exp <§ (x—m) V7 (x— m))

A (2 —my)” il
=11 exp [ " ——— | =[] px.(zn)
A5 V2T < 2vy, ) vt
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lo que demuestra que las componentes de X son independientes entre si.

Mientras que el vector de medias indica donde se encuentra el centro de la distribu-
cion, la matriz de covarianza indica dispersién en cada componente. Para analizar este
aspecto en detalle, consideremos una v.a. aleatoria gaussiana bidimensional de media
m = [2,2]7 y matriz de covarianza

1 0,6
V= (0,6 0,7)
en este caso se tiene que f.d.p. tiene la siguiente representacion en el espacio (dibujo de
la izquierda) y en el plano z; — x5 (dibujo de la derecha)

Como puede verse la distribucidn tiene curvas de nivel elipticas; puede demos-
trarse que los ejes principales de las elipses se corresponden con los vectores auto-

vectores de la matriz de covarianza, que en este caso son: ¢; = [0,615, —0,788]T y
¢ = [0,788,0,615]".

Cuando la matriz de covarianza es diagonal (los términos de covarianza son nulos),
los ejes principales coinciden con las direcciones de z; y 2; asi, por ejemplo, si consi-

deramos
10
V= (o 0,2)

se tiene:

Y si ademads las varianzas de las componentes son iguales, las curvas nivel pasan de
tener forma eliptica a ser circulos; si ahora



laf.d.pes:

Vv

(
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0,5 0
0 0,5
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