B1 - Apuntes de estimacion

Nombre del curso: Teoria Moderna de la Deteccion y Estimacion

Autores: Jeronimo Arenas Garcia, Jesas Cid Sueiro

'R Universidad
Carlos III de Madrid

@080



Contents

1

2

Estimacion analitica.......... .. ... ... ... ...
1.1 Visién general de los problemas de estimacion. ......................
1.1.1 Estimadores de pardmetro determinista y de variable aleatoria . . ..
1.1.2 Estimacién analiticay maquina ................c.coviienenn...

1.2 Disefio analitico de estimadores de variable aleatoria. Teoria bayesiana
delaestimacion . ........ ...ttt
1.2.1 Modelado estadistico de los problemas de estimacién ...........
1.2.2 Funciones de COoSte. . .......vtuir ettt
1.2.3 Coste medio. . .....ooniii i
1.2.4 Estimador bayesiano. ...............cuuiiiiinieiieinennnnn.
1.3 Estimadores bayesianos de uso frecuente ...........................
1.3.1 Estimador de minimo error cuadratico medio (MMSE) ..........
3.2 Estimador de minimo error absoluto (MAD) ...................
3.3 Estimador de mdximo a posteriori (MAP) ........... .. ... ...
Estimacion de méxima verosimilitud . ......... ... ... ... .. ...
Estimacién con distribuciones gaussianas . ...............cc.oueen....
1.5.1 Casounidimensional ........... ... ... i,
1.5.2 Caso con variables multidimensionales. . ......................
1.6 Estimacion COn reStriCCIONES . . . v\ v vv vt te ittt ee e ieeeeenaennn
1.6.1 Principios generales. ...t
1.6.2 Estimacion lineal de minimo error cuadritico medio ............
1.7 Caracterizacion de estimadores. .. .........c..uiiunineneennn.
1.7.1 Sesgoy varianza de estimadores de pardmetros deterministas . . . ..
1.7.2 Sesgo y varianza de estimadores de variables aleatorias ..........
1.8 APENdICES . ..ottt
1.8.1 Casos particulares gaussianos . ..............coeueeneeneenn...
1.8.2 Principio de Ortogonalidad. Interpretaciéon geométrica ..........
1.9 Problemas . ...... ...

1.
1.

p—
(O, RN

Aprendizaje Maquina ................... ... ...
2.1 Principios generales del aprendizaje maquina........................
2.2 Métodos Paramétricos y no Paramétricos ...........................
2.3 Estimacién Méquina No Paramétrica: Método del vecino mds proximo . .
2.4 Estimacion Méquina Paramétrica: Regresion de Minimos Cuadrados . . . .

2.4.1 Modelos Semilineales . ........... ... .. ...



XIvV

Contents

2.5 GeneralizaCion . ..........iiiiii e 39
Decision analitica ........ ... ... .. . . . 41
3.1 Introduccién al problema de decisién ............ ... . ... ... ..... 41
3.1.1 Regionesde deciSiOn. . ..........c.uiuniiniinninnennenn.. 42
3.1.2 DiseNo de deciSOores . . . ..o vt 43
3.2 Disefio analitico de deciSores ..............c.iiiiiiiinineenn.. 44
3.2.1 Modelado estadistico de los problemas de decisién.............. 44
3.2.2 RIBSZO ..ttt et e e 44
3.2.3 Teoria bayesianade ladecision ............... ... . ... ...... 47
324 Decision ML . ... . . 50
3.3 DeciSores binarios . . ... ...t e un et 51
3.3.1 Riesgodeundecisorbinario ............... ... ... ... ... ... 51
3.3.2 Funcion discriminante. .. ..........couueiunnennneennnennnnnn 52
3.3.3 Decisores binarios de minimo ri€sgo. . .............ouvenn. .. 53
334 Decisor ML ... ... 54
3.3.5 Decisores no Bayesianos .................. ... 57
3.4 Elcaso GauSSiano . ... .........euinetine et 62
3.4.1 Varianzasiguales .. ..........o.iiuiiiiiiiiiiii. 64
342 Mediasnulas ......... .. 65
3.5 APENAICES . ..o 67

3.5.1 Diseno analitico de decisores con costes dependientes de la
ODSEIVACION . ...ttt e 67
3.6 Problemas . ....... ... 69
Decisionmaquina . ....... ... . ... . ... 73
4.1 Diseio de clasificadores bajo enfoque maquina ...................... 73
4.1.1 Estimacién paramétrica ML para clasificacién. ................. 74
Filtrado Lineal ...... ... . ... ... . ... . . 77
5.1 Introduccion . ... 77
5.2 Elproblemadefiltrado ......... ... ... .. . 77
53 Solucion ML . . ... 78
54 Filtrode WIener . ...ttt e 78
5.5 Solucién Bayesiana .............. i 78
5.6 Célculoonline. . ...... ... e e 79
5.6.1 Solucion ML ... ... . . 79
5.6.2 Solucién Bayesiana . ........... .. .. i 80
5.7 Problemas . ... 80
Soluciones delos problemas . ........................................ 81
6.1 Problemasdel Capitulo 1......... ... ... . i 81
6.2 Problemasdel Capitulo3....... ... ... .. i, 82
6.3 Problemasdel Capitulo S......... ... 85

References . . . ... 87



1

Estimacion analitica

1.1 Vision general de los problemas de estimacion

El disefio de un estimador consiste en construir una funcién real que, a partir del valor
de unas determinadas variables de observacion, proporcione predicciones acerca de una
variable (o vector) objetivo. A modo de ejemplo, considérese la produccion de energia
en una planta nuclear. Con el fin de maximizar el beneficio de explotacion resulta muy
deseable adecuar la generacioén de energia a la demanda real, ya que la capacidad de
almacenamiento de la energia no consumida es muy limitada. Obviamente, la demanda
energética estd muy relacionada con determinados factores, tales como la hora del dia,
la época del afio, la temperatura actual, etc. Por lo tanto, en este contexto estd muy gen-
eralizado el disefio de modelos de estimacion que, a partir de variables de facil acceso,
proporcionan predicciones sobre el consumo energético.

La Figura 1.1 representa el proceso completo de un sistema de estimacién. Habitual-
mente, el resultado de la estimacion lleva aparejada una cierta actuacion (por ejemplo,
generar una determinada cantidad de energia), y los errores en que se incurre al re-
alizar la estimacion acarrean determinadas penalizaciones. En este sentido, el objetivo
perseguido en el disefio de un estimador suele ser la minimizacién de dicha penalizacion
(o la maximizacién de un beneficio) cuando el estimador se utiliza repetidas veces.

Introducimos a continuacién la notacién que utilizaremos a lo largo del presente
capitulo de estimacion:

e Denotaremos el valor real de la variable a estimar como s o S, dependiendo de que
dicha variable tenga cardcter determinista o aleatorio. Si se trata de la estimacion de
un vector, se denotara como s 0 S.

e Incluiremos en un vector aleatorio X todas aquellas observaciones que representan la
informacion utilizada para cada aplicacion concreta del estimador, recogida a través
de sensores que exploran el escenario lgico (e.g., dia del afio) y/o fisico (e.g., me-
dida de temperatura) en que se lleva a cabo el proceso de estimacion. Notese que
el vector de observaciones tiene siempre caricter aleatorio, independientemente del
cardcter de la variable a estimar. Nétese también que para que la tarea de estimacion
de s 0 S a partir de X tenga sentido, es necesario que exista alguna relacion estadis-
tica entre ellos. )

e El mddulo de estimacion implementa una funcién de salida real, S = f(X), siendo
f() 1a funcién de estimacion. Es habitual referirse a dicha funcién simplemente
como estimador, y a su salida como estimacion. Una caracteristica fundamental del
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Fig. 1.1. Diagrama de bloques de un sistema de estimacidn.

estimador es el cardcter determinista de la funcién f(-), es decir, para un valor dado x
el estimador proporcionard siempre la misma salida. No obstante lo anterior, cuando
el argumento de la funcién es un vector aleatorio, la salida del estimador es una
variable aleatoria independientemente de que la variable a estimar sea aleatoria o
determinista, y por lo tanto la denotaremos con letra mayuscula.

El médulo actuador llevard a cabo unas u otras actuaciones en funcién del resultado
del proceso de estimacion, actuando sobre su entorno. Dado que es de esperar que
el estimador incurra en un determinado error en cada aplicacidn, la actuacion serd
subdptima (i.e., diferente a la que se habria llevado a cabo de conocer de forma
exacta el valor de s 0 S), lo que acarreard un determinado coste (0, alternativamente,
un beneficio que conviene maximizar).

Conviene indicar, por ultimo, que en ocasiones el contexto sugerird cambiar la no-

tacion, empleando otros nombres para denotar la variable objetivo y/o las observaciones.
Un primer ejemplo de esto se tiene en el Ejemplo 1.1 descrito mds abajo.

1.1.1 Estimadores de parametro determinista y de variable aleatoria

En la exposicion previa se ha mencionado que la variable a estimar puede tener cardcter
determinista o aleatorio. Dicha diferencia no es trivial y tiene importantes consecuencias
tanto en el disefio de los correspondientes estimadores, como en la evaluacion de sus
prestaciones. Por este motivo, una de las primeras reflexiones que han de hacerse a la
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hora de resolver un problema de estimacidn es precisamente acerca del caracter aleatorio
o determinista de la variable a estimar.

A modo de ejemplo se describen en esta subseccidon dos casos de estimacion, cada
uno de ellos correspondiente a un tipo diferente de variable a estimar.

Example 1.1 (Estimacion de pardmetro determinista). Se desea transmitir informacion
a través de un canal de comunicaciones que introduce ruido blanco y gaussiano, con
media nula y varianza desconocida. Para disponer de una caracterizacion mds completa
de dicho canal se desea disefiar un estimador de la varianza del ruido basado en la obser-
vacion de [ observaciones independientes del mismo. En este caso, que serd resuelto mas
adelante, la variable a estimar v es determinista, pero puede observarse que el conjunto
de observaciones para la estimaciéon X es un vector aleatorio (son muestras de ruido
gaussiano) cuya distribucion depende del valor de la varianza. Por tanto, el objetivo seré
construir una funcién de la forma

siendo X = [XW, x@ . XU

Resulta obvio que el conjunto de observaciones permite extraer informacion acerca
del valor real de v. Asi, por ejemplo, y dado que la media del ruido es nula, el estimador
deberia proporcionar valores mayores cuanto mayores fuesen los valores absolutos de
las muestras de ruido observadas.

Example 1.2 (Estimacion de variable aleatoria). Considérese la tasacion de bienes in-
muebles. Se desea conocer el precio de mercado S de una vivienda de 3 dormitorios
situada en la zona centro de Leganés. Una empresa tasadora conoce a priori que la dis-
tribucion de los precios de mercado de los inmuebles de ese tipo sigue una determinada
distribucion probabilistica (es decir, se conoce la distribucion de precios ps(s)). No
obstante, si se desea una estimacién mds precisa, podria construirse un estimador que
tuviese ademads en cuenta el nimero de metros cuadrados de la vivienda y de su garaje
asociado, distancia de dicha vivienda a la Universidad Carlos III de Madrid, horas de sol
que recibe la vivienda, etc. Dichos datos componen un vector de observaciones X cor-
relacionado con el precio de la vivienda, y por tanto pueden ser utilizados para construir
una funcién de estimacion del precio de la forma

S = f(X)

siendo X = [m? de la vivienda, distancia a UC3M en metros, . .. ].

Notese que un modelado conjunto de las observaciones y la variable a estimar re-
queriria conocer px s(x, s), y que tanto esta probabilidad conjunta como la marginal de
la variable aleatoria .S no pueden ser definidas para el caso en que la variable a estimar
tiene cardcter determinista. Este es el rasgo diferenciador fundamental de ambos tipos
de problemas de estimacidn, y la causa de los diferentes planteamientos que para ellos
habrén de realizarse en el capitulo.
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1.1.2 Estimacion analitica y maquina

El disefio de un estimador debe tener en cuenta la relacidon que existe entre la variable
que se desea estimar y las observaciones que se utilizardn como argumento de entrada
del estimador. Segin cémo venga dada dicha informacién, consideraremos dos familias
principales de procedimientos de disefio:

e Métodos analiticos: se basan en la disponibilidad de cierta informacién estadistica
que relaciona observaciones y valor a estimar. El tipo de informacion requerida para
el disefio del estimador varia en funcién de cudl sea el tipo de estimador que se
desea construir (por ejemplo, segin sea el criterio de disefio). En general, esta aprox-
imacion analitica resulta posible cuando la naturaleza del problema hace posible de-
terminar un modelo probabilistico de las variables involucradas.

e Métodos maquina: se basan en la disponibilidad de un conjunto etiguetado de datos

de entrenamiento, i.e., un conjunto de pares {x¥) s*)}t _  Este conjunto de datos
proporciona informacion acerca de cudl seria la salida deseada del sistema para difer-
entes valores de las observaciones de entrada. De esta manera, resulta posible partir
de una forma paramétrica para la funcién de estimacién f(-), y ajustar los valores
de los pardmetros de manera que el comportamiento del estimador en los datos de
entrenamiento sea el deseado. Notese, no obstante, que el objetivo del estimador con-
struido es que sea capaz de proporcionar estimaciones acertadas cuando sea aplicado
a nuevos datos no vistos durante el entrenamiento. A esta propiedad se la conoce
como capacidad de generaralizacion del estimador.

Finalmente, conviene mencionar que existe una tercera via en la que el conjunto de
datos de entrenamiento se utiliza para estimar la informacion probabilistica necesaria
para un disefio de tipo analitico. A este tipo de procedimientos se los conoce como
métodos semianaliticos.

En lo que resta de capitulo se considerardn técnicas para el disefio analitico y
maquina de estimadores. En primer lugar, se presentan los conceptos fundamentales
para un disefio analitico Optimo, prestando una especial atencion a los modelos de esti-
macion lineales en sus parametros, y al imporante caso en que las variables involucradas
tienen cardcter gaussiano. Presentaremos, ademads, criterios que permiten evaluar ciertas
propiedades de los estimadores. La parte final del capitulo considera algunas técnicas
importantes para el disefio mdquina de estimadores, contexto en el que se presentaran
algunos conceptos como los modelos semilineales y las técnicas de validacién cruzada.

1.2 Diseiio analitico de estimadores de variable aleatoria. Teoria bayesiana de la
estimacion

1.2.1 Modelado estadistico de los problemas de estimacion

Antes de abordar el propio disefio de los estimadores, recogemos en esta subseccion las
distintas funciones de probabilidad que caracterizan estadisticamente la relacidn exis-
tente entre observaciones y variable a estimar:

e En primer lugar, la verosimilitud de la variable S viene dada por pxs(x|s), y car-
acteriza probabilisticamente la generacién de las observaciones para cada valor con-
creto de la variable a estimar.
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En el caso en que la variable a estimar es determinista no tiene sentido condicionar
la distribucién de probabilidad de las observaciones al valor de s, por lo que lo es-
trictamente correcto seria denotar la densidad de probabilidad de las observaciones
simplemente como px(x). No obstante, nétese que para que el problema de esti-
macion tenga sentido, dicha densidad de probabilidad de X ha de ser diferente segun
sea el valor real del parametro determinista. Por este motivo, en ocasiones abusare-
mos la notacién y denotaremos dicha dependencia de las observaciones con s como
px|s(x|s), refiriéndonos a dicha densidad de probabilidad como la verosimilitud de
s.

e Unicamente en el caso en que la variable a estimar sea aleatoria, podemos definir
ademds densidades de probabilidad sobre S:
— Distribucién marginal o a priori de S: pg(s)
— Distribucién conjunta de X y S: px s(x, s) = px|s(x|s)ps(s)
— Distribucién a posteriori de S: pgx(s|x).

Es importante resaltar que la informacion disponible para el disefio del estimador
puede ser diferente en cada situacion concreta. Una situacion habitual, por estar rela-
cionada con el propio proceso fisico de generacion de las observaciones, es aquélla en
la que se dispone de la verosimilitud y de la distribucién marginal de S. Nétese que a
partir de ellas el cdlculo de la distribucién conjunta es inmediato, y que dicha distribu-
cién conjunta proporciona el modelado estadistico mas completo que puede tenerse en
un problema de estimacion.

Asimismo, es frecuente que el disefio analitico de estimadores requiera el uso de
la distribucién a posteriori de la variable a estimar, pgx(s|x), que indica qué valores
de S concentran mayor o menor probabilidad para cada valor concreto del vector de
observaciones. Para el cilculo de dicha distribucion el Teorema de Bayes resulta ser
una herramienta de gran utilidad, ya que permite obtener dicha probabilidad a partir de
la distribucién a priori de S y de su verosimilitud que, como hemos comentado, suelen
ser mds accesibles:

px,s(x,8) _ pxis(x]s)ps(s)
px(x) [ pxis(x|s)ps(s)ds

(1.1)

Psix(s]x) =

Por tltimo, hay que resaltar que segtn el estimador que se pretenda implementar la
informacion requerida para el disefio puede ser sustancialmente menor que la utilizada
para un modelado estadistico completo del problema de estimacion. Asi, por ejemplo,
veremos que para el calculo de ciertos estimadores resultara suficiente el conocimiento
de ciertos momentos estadisticos de la distribucién a posteriori de .S.

1.2.2 Funciones de coste

El disefio de un estimador requiere algin criterio objetivo. En nuestro caso, consider-
aremos que dicho criterio puede materializarse en forma de alguna funcién cuyo valor
perseguimos maximizar o minimizar. Hacemos notar, no obstante, que existen estrate-
gias de disefio que caen fuera de este enfoque.

En el caso concreto de estimacion de variable aleatoria, es frecuente definir una fun-
cién de coste que mide la discrepancia entre el valor real y el estimado de la variable
S. Dicho coste estd asociado a la penalizacion que conlleva la aplicacion de dicho esti-
mador segtin el modelo que describimos en la Seccidn 1.1 de este capitulo. Aceptando
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que ¢(S, S) mide el coste!, un criterio frecuente de disefio consiste en la minimizacién
de dicho coste en un sentido estadistico, es decir la minimizacioén de la esperanza de
la funcidn de coste, lo que equivale a minimizar el coste promedio que se obtendria al
realizar un nimero infinitamente alto de experimentos.

Dado que la funcién de coste estd asociada a una penalizacidn cuyo origen estd en la
discrepancia entre el valor real y el estimado de S, es frecuente aceptar que ¢(s, §) > 0,
verificdndose la igualdad cuando s = 5. Alternativamente, puede definirse una funcién
de beneficio cuyo valor medio ha de ser maximizado. Ademads, es frecuente que la fun-
cién de coste no dependa de los valores concretos de sy §, sino del error de estimacion
que se define como la diferencia entre ambas, e = s — §, en cuyo caso tenemos que
c(s,8) = c(s — 8) = c(e), y el objetivo de disefio serd la minimizacién de E{c(F)},
donde E denota el operador de esperanza matematica.

A modo de ejemplo, algunas funciones de coste de uso frecuente en el disefio de
estimadores son las siguientes:

Coste cuadratico: c(e) = €.
Valor absoluto del error: ¢(e) = |e|.

Error cuadritico relativo: c(s, 5) = =
Entropia cruzada: ¢(s, §) = —sIn§ — (1 — s)In(1 — §), para s, s € [0, 1]

Example 1.3 (Error cuadrdtico medio). Supongamos que X es una observacion ruidosa
de S, de tal modo que
X=5S4+R (1.2)

siendo S una variable aleatoria de media 0 y varianza 1, y R una variable aleatoria

gaussiana, independiente de S, de media 0 varianza v. Considerando el estimador S =
X, el coste cuadratico medio es

E{(5 — $)%} = E{(S - X)?} = E{R’} = (1.3)

El coste absoluto sera

E{|S—S|}=E{|R|}=/ e (——) dr
eXp( T2)dr— 2 (1.4)

™

\/_

En general, la minimizacién de cada coste dard lugar a un estimador diferente que
serd Optimo respecto del coste utilizado en el disefio. Notese, no obstante la diferencia
fundamental que existe entre funciones de coste y estimadores. A pesar de nuestra dis-
cusion previa en la que se indica que es habitual disefiar estimadores que son éptimos
respecto de una funcién de coste determinada, resulta completamente viable calcular el
coste medio de dicho estimador respecto de cualquier otra funcién de coste diferente de

! Nétese que la funcién de coste se denota con una ¢ mintdscula por ser una funcién de cardcter determinista, i.e.,
para unos valores fijos de s y § el coste siempre toma el mismo valor. Sin embargo, al igual que ocurria con la
funcién de estimaciodn, la aplicacién de dicha funcién sobre variables aleatorias dard lugar a otra variable aleatoria,
ie.,C = c(S,9).
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la empleada para el disefio. A modo de ejemplo, podriamos estar interesados en cono-
cer el coste absoluto medio que resulta de la aplicacion del estimador de minimo error
cuadrético medio.

Example 1.4 (Funciones de coste de variables aleatorias multidimensionales). TBD

1.2.3 Coste medio.

De forma general, el coste medio de un estimador viene dado por

E{c(S,5)} = //c(s,é)pgx(s,x)dsdx (1.5)

donde debe tenerse en cuenta que S es, en general, funcién de x. El coste medio consti-
tuye una medida de las prestaciones de un decisor, y por lo tanto proporciona un criterio
para comparar dos estimadores cualesquiera.

Example 1.5 (Cdlculo del coste medio global). Supongamos que la distribucién conjunta
de S'y X esta dada por

1

=, D<s<ar<l
psx(s,) = |

0, resto (1.6)

Consideremos dos estimadores S; = %X y Sy = X. ;Cudl es mejor estimador desde el
punto de vista del coste cuadratico? Para averiguarlo, calcularemos el error cuadrético
medio para ambos estimadores. Sabiendo que, para cualquier w,

1 T
E{(S —wX)?} = / / (s — wx)*ps x (s, z)dsdx
01 0:): 1
= / (s — ww)*~dsdx
0o Jo €
e

:/ (——w—l—w2>$2dx
0o \3

Y —— (1.7)
=glg-wtw .
Tomando w = 1/2 resulta
. 1 1/1 1 1 1
E{(S—S1)}=F{(S—=X)?}==(=—=4+-)=— 1.
(-8 =B(S-3xM =5 (5-3+7) =5 09
Alternativamente, tomando w = 1 se obtiene
A 1/1 1
E{(S — 5)?} =E{(S — X)*} = 3 (5 —1+ 1) =5 (1.9)

Por tanto, desde el punto de vista del error cuadratico medio, S es mejor estimador que
S2
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1.2.4 Estimador bayesiano.

Cabe preguntarse, para un coste y una distribucion dadas, cudl es el mejor estimador
posible. Podemos averiguarlo teniendo en cuenta que, de forma general, el coste medio
en (1.5) puede expresarse como

BLe(S.5)} = [ [ els.psx(sP)ds px(x)abx —

_ / E{c(S, 3)[X = x}px (x)dx. (1.10)

La dltima linea de esta ecuacion muestra que una estrategia que permite minimizar el
error de estimacion global consiste en la minimizacion del error medio para cada posible
valor del vector de observaciones, E{c(5, $)|X = x}, al que nos referiremos como coste
medio a posteriori o coste medio dado X. Por tanto, ambas estrategias (minimizacion de
la esperanza del error para todo S'y X, o condicionado al valor de X) son en principio
equivalentes de cara a obtener el estimador 6ptimo asociado a una funcién de coste
determinada.

Se define el Estimador bayesiano asociado a una funcién de coste como aquél que
minimiza (1.10), es decir:

§* = argmin E{c(S,s)|X = x} (1.11)

donde s* es el Estimador bayesiano. De acuerdo a nuestra discusion previa, el Estimador
bayesiano minimiza también el coste esperado en un sentido global, i.e., para todo S'y
X. Nétese, sin embargo, que para su disefio resulta més ttil la expresion (1.11) que la
minimizacién directa del coste global

E{c(S, 8)} = / E{e(S, 8)[X = x)px(x)dx (1.12)

ya que el célculo de la integral en x requeriria conocer de antemano la relacion que
existe entre 5 y x, lo que constituye precisamente el objetivo del problema de disefio del
estimador.

Example 1.6 (Cdlculo de un estimador de minimo coste cuadrdtico medio). Continuado
el ejemplo 1.5, podemos calcular la distribucién a posteriori de S mediante

pSX(va)
P slx) = —/————. (1.13)
) =@
Sabiendo que
1 T 1
px(x) —/ ps’X(S,]?)dS—/ —ds =1, (1.14)
0 o *
resulta .
=, O<s<a<l1
psix(slz) = {0, resto (1.15)

El coste medio dada la observacién vendra dado por
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E{c(S,3)|X =2} = E{(S — §)*X =z}
(s — 5)°psix(s|z)ds

I
S~

1/
= — s —38)
x o
_1 :(:—s
o

1,

§£B — §x + &2 (1.16)

Como funcién de §, el coste medio condicionado a la observacién es un polinomio
de segundo grado, cuyo minimo puede calcularse de modo inmediato por derivacion.
Siendo

d
?E{c(S, S| X =x}=—x+25, (1.17)
S
el estimador de minimo coste cuadratico medio sera
1
§* = — 1.18
§ =37 (1.18)

que coincide con el estimador Sy del ejemplo 1.5. Por tanto, Siesel mejor estimador
posible desde el punto de vista del coste cuadratico medio.

De acuerdo con (1.11) podemos concluir que, con independencia del coste que
se pretenda minimizar, el conocimiento de la distribucién a posteriori de S dado X,
psix (s/x), resulta suficiente para el disefio del Estimador bayesiano 6ptimo. Como ya
se ha comentado, dicha distribucién es frecuentemente calculada a partir de la verosimil-
itud de S'y de su distribucién a priori utilizando el Teorema de Bayes, lo que de hecho
constituye el origen de la denominacion de estos estimadores.

1.3 Estimadores bayesianos de uso frecuente

En esta seccion se presentan algunos de los estimadores bayesianos de uso mas comun.
Para su calculo, procederemos a la minimizacién del coste medio dado X (coste medio
a posteriori) para distintas funciones de coste.

1.3.1 Estimador de minimo error cuadratico medio (MMSE)

El estimador de minimo error cuadritico medio (Mznzmum Mean Square Error, MMSE)

es el asociado a la funcién de coste c(e) = e = (s — §)?, y por lo tanto queda caracter-

izado por
Smmse = argmin E{c(5,38)|X =x} = (1.19)

= argmin /(s — 8)*psix (s|x)ds (1.20)

3 s
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La Figura 1.2 ilustra el problema de disefio del estimador de minimo error cuadratico
medio. El coste medio a posteriori se puede obtener integrando en s la funcién que re-
sulta del producto de la funcién de coste y de la densidad de probabilidad a posteriori
de S. El argumento para la minimizacion es S, lo que permite desplazar la grafica cor-
respondiente a la funcién de coste (representada con trazo discontinuo) de forma que el
resultado de dicha integral sea minimo.

Jee)=(s—- §)?

pS\X(S|X)

w |
»n

Fig. 1.2. Representacién grafica del proceso de cdlculo del coste cuadratico medio a posteriori para un valor genérico
3.

El valor de sypsg puede obtenerse de forma analitica tomando la derivada del coste
medio a posteriori e igualando el resultado a 0. El calculo de la derivada no plantea
ninguna dificultad ya que la derivada y la integral pueden conmutarse (se integra re-
specto de s y se deriva respecto de 5):

dE{(S — §)?|X = x}
ds

_ / (s — Swwse)psx(sP)ds =0 (121)

8=38MMSE

Teniendo en cuenta que la integral que aparece en (1.21) debe anularse, y utilizando
el hecho de que [ pgx(s|x)ds = 1, resulta sencillo demostrar que el estimador de
minimo error cuadritico medio de S viene dado por

SMMSE = /8 psix(slz)ds = E{S|X = x} (1.22)

En otras palabras, el estimador de minimo error cuadratico medio de .S es la media a
posteriori de S dado X, i.e., la media de pgx (5]x).

Exercise 1.7. Compruebe que la expresion (1.22) efectivamente constituye un minimo
del coste medio dado X, mediante el cdlculo de la derivada segunda de E{c(S, §)|X =

x}.
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Example 1.8 (Cdlculo directo del estimador MMSE). De acuerdo con (1.22), el esti-
mador de minimo coste cuadratico medio obtenido en 1.5 puede obtenerse alternativa-
mente como

. ! *s 1
SMMSE = / sps|x (slx)ds = / —ds = = (1.23)
0 o I 2

que coincide con (1.18).

1.3.2 Estimador de minimo error absoluto (MAD)

De forma similar a como hemos procedido para el caso del estimador Sypsg, podemos
calcular el estimador asociado al valor absoluto del error de estimacién, ¢(e) = |e| =
|s — §|. Dicho estimador, al que nos referiremos como estimador de minimo error abso-
luto (Mean Absolute Deviation, MAD), esté caracterizado por

Smap = argmin E{|S — §| [ X =x} =

(1.24)
= argmin /|s — 3| psx (s|x)ds

Nuevamente, resulta sencillo ilustrar el proceso de cdlculo del coste medio a posteriori
superponiendo en unos mismos ejes el coste expresado como funcién de s y la distribu-
cion a posteriori de la variable a estimar (véase la Fig. 1.3). Dicha representacion sugiere
también la conveniencia de partir la integral en dos tramos correspondientes a las dos
ramas de la funcién de coste:

E{|S—5] X =x}= /s (5 — s) psx(s|x)ds + /Oo(s — 5) psix (s|x)ds

—00

=3$ [/ psix (s]x)ds —/ p5|x(3\x)ds] + (1.25)

[e.9]

—l—/ 8p5|x(s]x)ds—/ s pgix (s]x)ds

[e.e]

El Teorema Fundamental del Cdlculo® permite obtener la derivada del coste medio a
posteriori como
dE{|S — 3| X = x}
ds
donde Fgx(s|x) es la funcién de distribucion a posteriori de S dado X. Dado que
Smap representa el minimo del coste medio, la derivada anterior debe anularse para el
estimador, por lo que se ha de verificar que F5|x(§MAD |x) = 1/2. Dicho de otra manera,
el estimador de minimo error absoluto viene dado por la mediana de pgx (s]x):

— 2Fgx(8x) — 1 (1.26)

247 g(t)dt = g(a).
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Fig. 1.3. Representacion grafica del proceso de cdlculo del coste medio absoluto a posteriori para un valor genérico

S.

Smap = mediana{S|X = x} (1.27)

Recuérdese que la mediana de una distribucidn es el punto que separa dicha distribu-
cién en dos regiones que acaparan la misma probabilidad, por lo que el estimador de
minimo error absoluto medio verificard que

P{S > <§MAD} = P{S < éMAD}

Example 1.9 (Diseiio de estimador de Minimo Error Absoluto). En el escenario del
ejemplo 1.5, la distribucion a posteriori de S dado X es uniforme entre 0 y x, cuya
mediana es /2. Por tanto,

. 1

SMAD — 51’ (128)
Observe que, en este caso, el estimador MAD coincide con el MMSE obtenido en (1.18).
Esto es una consecuencia de la simetria de la distribucién a posteriori. En general, ambos
estimadores no tienen por qué coincidir.

1.3.3 Estimador de maximo a posteriori (MAP)

Como su propio nombre indica, el estimador de maximo a posteriori (Maximum a Poste-
riori, MAP) se define como el valor de .S que maximiza la distribucién de probabilidad
a posteriori de dicha variable, i.e., el valor de S que concentra mayor densidad de prob-
abilidad para cada valor de la variable observable:
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Smap = argmax pg|x (5]x) (1.29)

En sentido estricto, el estimador MAP no es bayesiano, porque no minimiza ningtn
coste medio. No obstante, si consideramos la funcién de coste (véase también la Figura
1.4)

. 1 ;parals — 5| > A
eal(s — §) = para [s — 3|
0 ;para|s — 5| < A
y denotamos por s, el estimador bayesiano asociado a la misma, puede comprobarse

que Syap = lima g Sa. El estimador MAP es, por tanto, un caso limite de una familia
de estimadores bayesianos.

(1.30)

Exercise 1.10. Demuestre que el estimador MAP puede obtenerse como Syap = lima 0 54.

pS\X(S|X)

Fig. 1.4. Representacion gréfica del proceso de célculo del coste medio a posteriori para ca (s — §).

Por otro lado, por motivos précticos, para la maximizacién de (1.29) puede ser ttil
introducir una funcién auxiliar que simplifique la forma analitica de la funcién a maxi-
mizar. Asi, por ejemplo, la definicion (1.29) es completamente equivalente a

Smap = argmax In [ps‘x(s|x)} (1.31)

dado que la funcién logaritmo esté definida para todo valor positivo de su argumento y es
estrictamente creciente (lo que implica que si pgx(s1/x) > ps;x(s2|x), entonces tam-
bién In pgx (s1|x) > Inpgx (s2/x)). La introduccién de la funcién logaritmo resultard
util cuando la distribucién a posteriori de S dado X presente productos o exponenciales,
ya que transformard productos en sumas y cancelard las exponenciales. De esta manera,
el proceso de maximizacién puede simplificarse considerablemente.
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Example 1.11 (Cdlculo de un estimador MAP). Suponiendo que

1
p(slr) = —sexp <—£> , x>0,s>0 (1.32)
x x
el estimador MAP puede obtenerse maximizando
In(p(slz)) = —21In(z) + In(s) — f, x>0,5s>0 (1.33)
x

Dado que In(p(s|z)) tiende a —oo entornoa s = 0y s = 0o, su maximo debe estar en
algun punto intermedio de derivada nula. Derivando respecto a s, resulta

0 1 1
— Inp(s|x) = - ——=0, x>0,5>0 (1.34)
s s=38MAP MAP z
Por tanto
SMAP = T (1.35)

Cuando la distribucidn a posteriori tiene varios maximos globales, el estimador MAP
no es dnico.

Example 1.12 (Multiplicidad del estimador MAP). En el ejemplo 1.5, la distribucion a
posteriori de S dado X es uniforme entre 0 y x. Por tanto, cualquier valor de s € [0, z]
es un estimador MAP.

1.4 Estimacion de maxima verosimilitud

Definimos el estimador de maxima verosimilitud (Maximum Likelihood, ML) de una
variable aleatoria como

SvL = argmax px|s(x|s) = argmax In(px|s(x|s)) (1.36)

donde se ha indicado que el uso de la funcién logaritmo (o de alguna otra de propiedades
similares) es opcional y no afecta en ningtn caso al valor que resulta de la maxi-
mizacién. Es importante resaltar que la maximizacion de px|s(x|s) ha de realizarse
con respecto del valor de s, que no es la variable respecto de la que estd definida dicha
funcién de probabilidad.

El estimador de Médxima Verosimilitud no estd asociado a la minimizacién de ningun
coste medio a posteriori, y por lo tanto no se considera un estimador bayesiano. De
hecho, su aplicacion sufre el inconveniente de no tomar en consideracion la distribucion
a priori de la variable aleatoria S. Precisamente, el uso del estimador ML estd mas
justificado en aquellos casos en los dicha informacién no se encuentra disponible.

El estimador ML coincide con el MAP cuando S presenta distribucion uniforme
en un rango de valores y, por lo tanto, la aplicacion del estimador ML en ausencia de
informacidn acerca de la distribucién a priori de S equivale a asumir uniformidad para
la misma y aplicar el estimador MAP. Para comprobar la equivalencia entre Sy y Smap
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cuando ps(s) es uniforme, no hay mds que considerar la relacién existente entre la
verosimilitud y la distribucion a posteriori de S, que segin el Teorema de Bayes es

slx :pX|S(X|5>pS(5>
T

Dado que px(x) no depende de s y estamos asumiendo que ps(s) es constante, el valor
de s que maximiza el término izquierdo de la igualdad ha de coincidir con el que maxi-
miza la verosimilitud.

Por dltimo, hay que resaltar que, al contrario de lo que ocurria en el caso de esti-
macion bayesiana, la estimacién de maxima verosimilitud no precisa de la definicion de
densidades de probabilidad sobre la variable a estimar y, por lo tanto, puede ser aplicada
tanto en el caso de estimacion de variable aleatoria como de pardmetro determinista.

Example 1.13 (Estimacion ML de Variable Aleatoria). Se desea estimar el valor de una
variable aleatoria S a partir de una observacion X estadisticamente relacionada con ella.
Para el disefio del estimador se conoce Unicamente la verosimilitud de S que estd dada
por

2
;ksuby:af%p,0<x<1—s,0<s<1 (1.37)

Dada la informacion estadistica disponible, se decide construir el estimador ML de
S. Para ello, se debe maximizar la verosimilitud anterior con respecto de s. Dicha
verosimilitud es una funcién de densidad de probabilidad de X, tal y como se representa
en la Figura 1.5(a), donde se comprueba que la integral de dicha funcién con respecto
de x es unitaria. Sin embargo, para llevar a cabo la maximizacién que permite encon-
trar Syz resulta de mayor utilidad representar dicha verosimilitud como funcién de s
(Fig. 1.5(b))*. A partir de dicha representacién gréfica resulta evidente que el estimador
buscado es
<§ML =1—=x

o0, alternativamente, si consideramos la aplicacién de la funcién de estimacién sobre la
variable aleatoria X en lugar de sobre un valor concreto de la misma,

Syp=1-—X

Example 1.14 (Estimacion ML de los pardmetros de una variable aleatoria gaussiana
unidimensional). Se sabe que el peso de los individuos de una familia de moluscos
sigue una distribucién de tipo gaussiano, cuya media y varianza se desea estimar. Se
dispone para la estimacién de los pesos de [ individuos tomados de forma independiente,
{XO},.

En este caso, nuestro objetivo consiste en construir estimadores de pardmetros de-
terministas, ya que no existe y carece de sentido definir la distribucién de probabilidad
de la media y la varianza de la distribucion gaussiana. La verosimilitud de la media y
la varianza, en este caso, consiste simplemente en la distribucién de probabilidad de las
observaciones, que segun establece el enunciado viene dada por:

3 Nétese que la integral respecto de s de p x|s(x]s) no serd en general la unidad, ya que dicha funcién no constituye
una densidad de probabilidad de S.
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pX\S(X\S) pX\s(X\S)

2
I—s 2/x

2x

() (b)

Fig. 1.5. Representacion de la funcién de verosimilitud del Ejericio 1.13 como funcién de x y de s.

N2
! M} (1.38)

pX(I) :pX|m,v(:L‘|m,U) = \/%exp |:— N

para cada una de las observaciones. Dado que debemos construir el estimador basado
en la observacion conjunta de [ observaciones, necesitaremos calcular la distribucién
conjunta de todas ellas que, al tratarse de observaciones independientes, se obtiene como
producto de las individuales:

l
Pix e ({2 Hm, v) = T [ pxime(@®|m, v)
k=1

l (1.39)

- e {_M}

/2
(2mv)t/2 -5 20

Los estimadores de mdxima verosimilitud de m y de v serdn los valores de dichos
parametros que hacen méxima la expresion anterior. La forma analitica de (1.39) sugiere
el uso de la funcion logaritmo para simplificar el proceso de maximizacion:

!
l 1
k k 2
L = [ppxyjmo ({2 }m, v)] = =5 In(2m0) — ;@ J—m)*  (140)
Para obtener los estimadores de maxima verosimilitud procederemos a derivar (1.40)
con respecto de m y de v, y a igualar el resultado con respecto de 0. De esta manera, el
sistema de ecuaciones a resolver queda

ar . = 1 Z(x(k) —m) =0
dm|m = Mmm v~ m = MmL
U = UML v =27
l ML (1.41)
d_L . - _L L Z(x(k) —m)? =0
d v | = ML 20 202 p m = ML
U = UML B
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La primera de estas ecuaciones permite obtener el estimador de la media de forma
sencilla como el promedio muestral de las observaciones, i.e.,

l

. 1
L = 7 > (1.42)

k=1

Por otro lado, podemos despejar el estimador ML de la varianza de la segunda ecuacién
del sistema, obteniendo

—_

l
v = 7 ;(:p“ﬂ — i) (1.43)

Notese que, si en lugar de aplicar la funcién de estimacion (de m o de v) sobre unas

observaciones concretas lo hiciésemos sobre valores genéricos { X ()}, los estimadores
podrian ser tratados como variables aleatorias, i.e.,

l

. 1
Myp =5 X% 1.44
ML = 2 (1.44)

NIH

l
Z — My ]? (1.45)

Esto es asi porque, a pesar de ser m y v pardmetros deterministas, sus estimadores son
funciones de las observaciones, y éstas siempre tienen caracter aleatorio.

Exercise 1.15 (Estimacion ML de la media de una variable aleatoria gaussiana
multidimensional). Demuestre que el estimador ML de la media de una variable
gaussiana multidimensional, a partir de [ observaciones independientes de la misma,

{X®}L_ . estd dado por el promedio muestral:

l

R 1
mmg, = 7 Z X(k)

k=1

1.5 Estimacion con distribuciones gaussianas

En esta seccién analizaremos el caso de estimacion de variable aleatoria cuando la
distribucién conjunta de todas las variables implicadas (variable a estimar y variables
de observacion) es una gaussiana multidimensional. Este caso resulta de especial in-
terés dada la frecuencia con la que dichas distribuciones suelen aparecer en problemas
del ambito de las telecomunicaciones y en otros escenarios. En este caso, puede de-
mostrarse que todas las distribuciones marginales y todas las condicionales son tam-
bién gaussianas. En concreto, dado que pgx(s|x) es gaussiana, puede entenderse que
la moda, la media y la mediana de la distribucién coinciden, por lo que se verificard
SMMSE = Smap = Smap- Por lo tanto, durante esta seccidon centraremos nuestra discusion
en el cdlculo del estimador de minimo error cuadratico medio.
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1.5.1 Caso unidimensional

Consideraremos como punto de partida un caso con variables aleatorias unidimension-
ales con medias nulas, en el que la distribucién conjunta de X y S tiene la siguiente

forma:
psx(s,x) ~G ({8} , {“; U’;D (1.46)

siendo p la covarianza entre ambas variables aleatorias.

A partir de dicha distribucién conjunta podemos obtener cualquier otra distribucién
que involucre a las variables s y x; en concreto, la distribucién a posteriori de S se puede
obtener como:

pS,X(S7 QJ)

pS|X(8‘x) = pX(fE)

Vi =] [ lLE]
eXP |\~ 5 o (1.47)
2w/ Ux Vg — p? P 2(vxvs — p?) [m] —puvg | |x

1 [ x? }
— — exp|——
\2TUx 2ux
donde ha sido necesario calcular la inversa de la matriz de covarianzas de S'y X, lo que
resulta sencillo al ser dicha matriz de dimensiones 2 x 2.

Nuestro objetivo para obtener Sypsg consiste en calcular la media de dicha distribu-
cion. Sin embargo, un cdlculo directo mediante la integracion de su producto con s
resulta bastante complicado. Sin embargo, dado el cardcter conjuntamente gaussiano de
Sy X, sabemos que la distribucién a posteriori de S ha de ser necesariamente gaus-
siana, definida por sus parametros (desconocidos) de media y varianza mg|x y vs|x,
respectivamente, lo que permite reescribir la expresion anterior como:

1 (s — m5|X)2] _

2mug|x [ 205)x
Lt [ 521
2/ Vx Vg — p2 2(vxvg — p?) | —pus | |x

1.48
1 o (1.48)
\2mux P 2ux
Resulta posible descomponer esta igualdad en otras dos asociadas a los factores ex-
ternos a las exponenciales y a sus argumentos:

L Vimx (1.49)

V2m0six  2m/oxvs — P2
(omsp) 1 H ] (150)

Us|x UxUs — p° | T —pPUs | |T Ux
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Operando los términos matriciales, la segunda de estas igualdades puede ser reescrita
de forma mas sencilla como
(s —mgix)?  wvxs®+uvsz?—2prs
= 5 — — (1.51)
Vs|x VxVs — p Vx

Notese que (1.51) supone una igualdad entre dos polinomios en s (y en z). Por lo
tanto, los coeficientes de los términos independientes, lineales y cuadraticos en s (i.e.,
que no dependen de s, o que multiplican a s y s?) que aparecen en ambos lados de la
igualdad deben coincidir. Por lo tanto, y teniendo en cuenta que mgx no depende de s,
se han de verificar las tres igualdades siguientes:

T S (1.52)
VS| x vxvs — P2 Ux '
sSm
SIX prS . (1.53)
Vs|x VxUs — p
2 2
S S (1.54)

Usix  UxVUs — p?
Para el calculo de la media a posteriori, resulta comodo despejar dicho valor de (1.53)

como
_ Ugixpx 1.55
mex = ———— (1.55)

UxUs —p

Finalmente, el valor de la varianza a posteriori puede extraerse facilmente de (1.49) o

(1.54) como
2
UxVUs — p
vg|x = ————— (1.56)
Ux
Introduciendo este valor en (1.55) se obtiene la expresion que determina el estimador
de minimo error cuadratico medio.

SMMSE = mg\x = in (1.57)

Como puede comprobarse, el estimador obtenido tiene carécter lineal.

Exercise 1.16. Generalice el resultado anterior para el caso en que las variables S'y X
tienen medias no nulas mg y my, respectivamente. Demuestre que en dicho caso, el
estimador buscado es
Swise = s + —(x — mx) (1.58)
Ux
Example 1.17 (Estimacion de sefial gaussiana contaminada por ruido gaussiano).
En este ejemplo consideraremos el caso en que la observacion se obtiene como suma
de la sefial a estimar y una componente de ruido independiente de la sefial: X = S + R.
Tanto la sefial como el ruido presentan distribuciones gaussianas de medias nulas y
varianzas vg y v, respectivamente. La Figura (1.6) representa la situacion descrita para
un caso con vg < UR.
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s/r

Fig. 1.6. Estimacion de variable aleatoria gaussiana .S contaminada por ruido gaussiano R.

De acuerdo con (1.57), para la resolucién del problema debemos encontrar la var-
ianza de X y la covarianza entre S 'y X (p). La varianza vx se obtiene simplemente
como la suma de vg y vy por ser ambas variables independientes. Para el cdlculo de la
covarianza podemos proceder como sigue:

p=E{(X —mx)(S —mgs)} =E{X S} = E{(S + R)S} = E{S*} + E{S R} = vg
(1.59)
donde se ha utilizado la independencia de S'y R, y el hecho de que todas las variables
(incluida X) tienen medias nulas.
Sustituyendo estos resultados en (1.57) se obtiene
Us

SMMSE = ———1 (1.60)
Vs + UR

Este resultado puede ser interpretado de una manera bastante intuitiva: cuando la vari-
anza del ruido es mucho menor que la de la sefial (Relacion Sefial a Ruido (SNR) alta,
vg > wvg) se tiene que Symsg — &, 1o que tiene sentido ya que el efecto de la compo-
nente de ruido en este caso no es muy significativo; por el contrario, cuando la SNR es
muy baja (vg < vg), la observacion apenas aporta informacién acerca del valor de S en
cada experimento, por lo que el estimador se queda con el valor medio de la componente
de senal, =§MMSE — 0.

1.5.2 Caso con variables multidimensionales

En un caso general multidimensional, S y X pueden ser vectores aleatorios de dimen-
siones NV 'y M, respectivamente, con distribucién conjuntamente gaussiana

Vg V
psx(s,x) ~ G (L‘;‘ﬂ : {vfx VS;‘D (1.61)

siendo mg y mx las medias de S y X, respectivamente, Vg y Vx las matrices de
covarianzas de S y X, respectivamente, y Vgx la matriz de covarianzas cruzadas de S
y X, y, de tal modo que
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Vs = E{(S — mg)(S — mg)”} (1.62)
Vx = E{(X — mx)(X — mx)"} (1.63)
Vsx = E{(S — mg)(X — mx)"} (1.64)

El cdlculo de la distribucion a posteriori de S dado X es algo mas complejo que en el
caso unidimensional pero sigue un procedimiento similar, que omitiremos aqui. Puede
demostrarse que la distribucion a posteriori es gaussiana de media

ms|x = INlg + stvx_l<X — mx) (165)
y matriz de covarianzas
Vsix = Vs — VsxVx 'Vix (1.66)

Dado que el estimador MMSE de S dado X es precisamente la media condicional,
podemos escribir

Smmse = Mg + Vsx Vx ' (x — mx) (1.67)

La expresion del estimador se simplifica cuando S y X tienen medias nulas, resul-
tando

SMMSE = Mg|x = VsxVx 'x (1.68)

Partiendo de (1.68) pueden obtenerse diversos casos particulares de interés en aplica-
ciones précticas del procesado de sefiales. Algunos de ellos se analizan en el Apéndice
1.8.1.

1.6 Estimacion con restricciones

1.6.1 Principios generales

En ocasiones, puede resultar util imponer una forma paramétrica determinada al esti-

mador, 5 = fw(X), donde w es un vector que contiene todos los pardmetros de la

funcién. Por ejemplo, en un caso con dos observaciones X = [X;, X5]7, podria ser un
requisito de disefo el restringir la biisqueda del estimador a la familia de estimadores

cuadraticos de la forma S = wg + w; X 12 + w2X22. En estos casos, la tarea de disefio del
estimador consiste en encontrar el vector 6ptimo de pardmetros w* que proporciona un
minimo coste medio sujeto a la restriccion impuesta en la arquitectura del estimador:

w* = arngvniIl E{C(S, S)} = argvl‘flnin E{C(S, fW(X>>}

= argmin //c(s,fw(x))psx(s,x)dsdx (1.69)
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Puede entenderse facilmente que la imposicion de restricciones en la forma analitica
del estimador hace que el estimador resultante incurra en un coste medio mayor que
el que se obtendria utilizando el estimador bayesiano asociado a la misma funcién de
coste*. No obstante, pueden existir razones de tipo préctico que hagan preferible el uso
del primero, por ejemplo por simplicidad en el disefio o aplicacién del estimador. Un
ejemplo de esto lo tendremos en la Seccién 1.6.2, dedicada al estudio de estimadores
lineales de minimo error cuadratico medio.

Example 1.18 (Cdlculo de un estimador con restricciones).

Continuando el ejemplo 1.6, se desea calcular el estimador de minimo error cuadratico
medio que tenga la forma § = wx?. Partiendo del coste medio dado la observacion cal-
culado en (1.16), se puede obtener las expresion del coste medio global como

E{c(S, 3)} = / E{c(S, )| X = z} px(x)dx

1
= / (5132 — Sr+ 52) px(x)dx

Forzando § = wz? y teniendo en cuenta que px(x) = 1 paraQ < x < 1, se obtiene el
coste medio global en funcién de w

(1.70)

1
E{c(S,wX?)} = / (§x2 — wr® + w2x4) dx (1.71)
1 1 1
=5 v+ ng (1.72)

El valor w* que optimiza (1.72) puede calcularse derivando respecto de w e igualando
a cero la expresion obtenida:

d 1 2
%E{C(S, wX?)} = + gw* =0, (1.73)
5
= 1.74
wi=g (1.74)
y por lo tanto el estimador buscado es: s = ng.

1.6.2 Estimacion lineal de minimo error cuadratico medio

En esta seccién nos centraremos en el estudio de estimadores de variable aleatoria que
obtienen su salida como combinacidn lineal de los valores de las observaciones, uti-
lizando la minimizacién del coste cuadritico medio como criterio de disefio. Por lo
tanto, consideraremos exclusivamente estimadores que calculan su salida como

4 La tinica excepci6n a esta regla consiste precisamente en el caso en el que las restricciones impuestas permiten
obtener el estimador éptimo o, dicho de otro modo, cuando el estimador bayesiano presenta una forma analitica
compatible con las restricciones impuestas.
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S=wy+w Xy + - +wyXn (1.75)

donde N denota el nimero de variables observables disponibles, { X;}Y |,y {w;}, son
los pesos que caracterizan al estimador. En este contexto, es habitual referirse al término
independiente de la expresion anterior, wy, como término de sesgo. Por simplicidad
analitica, resulta mds comodo introducir la siguiente notacién matricial:

~

S=wy+w'X=w'X, (1.76)
donde w = [wy,...,wy]T y X = [X1,...,Xy]T son los vectores (columna) de
pardmetros y de observaciones, respectivamente, y w, = [wg, w! |7 y X, = [1, XT]"

son versiones extendidas de dichos vectores.

Puede entenderse que, al imponer una restriccién en la forma analitica que imple-
menta el estimador, los estimadores lineales obtendrdn, en general, prestaciones inferi-
ores al estimador bayesiano 6ptimo. No obstante, el interés de los estimadores lineales
estd justificado por su mayor simplicidad y facilidad de diseno. Como veremos, para el
calculo del estimador lineal de minimo error cuadratico medio, serd suficiente conocer
los momentos estadisticos de primer y segundo orden (medias y covarianzas) asociados
a las variables observables y la variable a estimar.

Por otro lado, el empleo de estimadores lineales estd plenamente justificado en ciertas
circunstancias, por ejemplo al tratar con variables con distribuciones gaussianas, ya que,
como vimos en la seccion anterior, en dicho caso el estimador bayesiano de minimo
error cuadratico medio tiene arquitectura lineal.

Minimizacion del error cuadratico medio

Como ya se ha comentado, consideraremos como criterio de disefio el coste cuadrético,

c(e) = (s — 5)?, por lo que el vector de pesos 6ptimo serd aquel que minimice el valor
medio de dicha funcién de coste:

w? = argmin E{(S — §)?} = argmin E{(S — w/X,)?} (L.77)

y nos referiremos al estimador lineal asociado a dicho vector ptimo de pesos como

SLMSE:
A *T
SLMSE = W, Xe

La Figura 1.7 representa la superficie de error en un caso con dos observaciones. Al
ser la funcién a minimizar cuadratica en los pesos (argumento de la minimizacion), la
superficie de error tendrd forma de un paraboloide de N dimensiones. Ademads, dado
que el coste medio es no negativo, queda garantizado que la funcidn es convexa, y su
minimo puede localizarse igualando a 0 el gradiente del coste medio con respecto del

vector de pesos®:

VW E{(S = 9| = —2E{(S - WIX)XH e = (178)
= 2E{(S — w:"X)X.} =0

® El gradiente de una funcién escalar f(w) con respecto del vector w se define como un vector formado por las
T
af af ]

Owy """ dwpn

derivadas de la funci6n con respecto de cada una de las componentes de w: Vy, f(w) = [
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E{(S - wTX)?}

Fig. 1.7. Superficie de error cuadratico medio de un estimador lineal de variable aleatoria como funcién de los pesos
del estimador.

La segunda linea de la expresion anterior define las condiciones que debe cumplir el
vector de pesos Optimo. Notese que dicha ecuacion constituye, en realidad, un sistema
de N + 1 ecuaciones (tantas como dimensiones tiene X.) con /N + 1 incégnitas (las
componentes de w;).

Para encontrar el vector éptimo de pesos, resulta conveniente reescribir la dltima
linea de (1.78) como

E{SX.} = E{X.(X; w;)} (1.79)
Definiendo el vector de correlacion cruzada
rsx. = E{SX.} (1.80)
y la matrix de correlacién
Rx, = E{X.X!} (1.81)
(que es una matriz simétrica) la ec. (1.79) se puede escribir como
rsx. = Rx w, (1.82)

De donde resulta el vector de coeficientes buscado:

w; = Ry'rsx, (1.83)

Propiedades del estimador lineal 6ptimo

La ecuacion (1.82) resuelve el problema del célculo de los pesos del estimador Sy ysk.
Pero resulta interesante volver sobre la ecuacién vectorial (1.78) para analizar algunas
de sus propiedades. Obsérvese que el término entre paréntesis en esta ecuacion consti-
tuye el error de estimacion

E*=S—-w'TX, (1.84)
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de modo que podemos reescribir (1.78) como
E{E"X.)} =0 (1.85)

Tomando, por un lado, la primera componente de esta ecuacion (teniendo en cuenta que
Xe1 = 1, y el resto por otro, se obtienen dos propiedades fundamentales del estimador
lineal de minimo error cuadratico medio:

Propiedad 1: El error tiene media nula:
E{E*} =0 (1.86)

Cuando un estimador tiene esta propiedad se dice que es insesgado. Volveremos
sobre esta propiedad en la sec. 1.7.
Propiedad 2 (Principio de Ortogonalidad): el error es estadisticamente ortogonal a
las observaciones:
E{E"X} =0 (1.87)

Expresion alternativa del estimador

Expandiendo las ecs. (1.86) y (1.87), podemos obtener las siguientes formulas explicitas
para los coeficientes w; y w* del estimador.

wh = mg — w* my (1.88)

w* = V;(l Vs X (1.89)

Se puede observar que el papel del término de sesgo w, consiste en compensar las
diferencias entre las medias de la variable a estimar y las observaciones. Por lo tanto,
cuando todas las variables involucradas tengan medias nulas, se tendrd que w; = 0.
En contraposicién al papel de w,, podemos afirmar que el vector de pesos w permite
minimizar el error cuadratico medio de las fluctuaciones de S alrededor de su media,
explotando para ello la relacion estadistica existente entre S'y X.

Dedicaremos este apartado a obtener las expresiones (1.88) y (1.89). La primera es
una consecuencia directa de (1.86) que puede desarrollarse como

mg —w* my —w =0 (1.90)

despejando wy; se llega a (1.88).
Buscaremos ahora una expresion para w*. De (1.87) resulta

E{(S —w'X —w)X} =0 (1.91)
que puede reescribirse como
E{SX} = E{(w"X + w})X}
= E{X(X"w*)}+wiE{X}
= E{XX"}w* + wimx (1.92)
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Recurriendo ahora a las expresiones que relacionan la correlacién y la covarianza de
dos variables:
E{SX} = vgx + msmx (1.93)

E{XX"} = Vx + mxmy (1.94)

la ec. (1.92) se convierte en

vgx = Vxw™ — myxmxw" + wemx — mgmx

= Vxw" + mx(w) — miw* — mg)

donde, en la ultima igualdad, hemos aplicado (1.88). Por tanto, despejando w*, se ob-
tiene (1.89)

Estimacion lineal y estimacion gaussiana

Aplicando (1.89) y (1.88) sobre (1.76), el estimador lineal de minimo error cuadrético
medio puede escribirse como

Sumse = (W9)Tx + wi = mg + vix Vx' (x — mx) (1.96)

Resulta interesante comprobar que esta expresion coincide con (1.65) para S unidime-
sional. Esto no es sorprendente: dado que el estimador MMSE sin restricciones en el
caso gaussiano es lineal, el mejor estimador lineal debe coincidir con el obtenido para
el caso gaussiano.

Obsérvese, por dltimo, que (1.89) asume que Vx es una matriz no singular. La in-
vertibilidad de Vx implica que ninguna componente de X puede obtenerse como com-
binacion lineal del resto de componentes. Cuando esto no es asi, puede comprobarse que
la solucién al problema de minimizacién no es unica, y por lo tanto conviene eliminar
las variables redundantes antes de proceder al disefio del estimador.

Error cuadratico medio minimo

Calcularemos aqui el error cuadritico medio asociado al estimador lineal de minimo

error cuadratico medio, Syysg. Como se comentd al inicio de esta seccion, el error
cuadrdtico medio obtenido serd, en general, superior al que obtendria el estimador

bayesiano de minimo error cuadratico medio (Symsg) para el mismo problema, salvo
cuando este ultimo estimador tenga precisamente estructura lineal.
Para calcular el error cuadrédtico medio no tenemos mas que desarrollar la expresion

del coste medio, particularizdndola para Sy vsg, dejando el resultado en funcidn de las
esperanzas matemadticas de las variables aleatorias:

E{(S — Sumse)?} = E{E*(S — wi — w*'X)}
= E{E*S} — w;E{E*} — w"E{XE"*}
= E{E*S} (1.97)
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donde, en la ultima igualdad, hemos aplicado las dos propiedades del estimador de
minimo error cuadritico medio obtenidas en (1.86) y (1.87). Desarrolando de nuevo
el término de error, E*, resulta

E{(S — Sumse)’} = E{S(S — wi — w*'X)}
= ]E{S2} —wymg — W*T(VSX + mgsmx)}
= E{S?} — mg(wi+w" mx) — wvex

=g — Wlvex (1.98)

Exercise 1.19 (Estimacion lineal de minimo error cuadratico medio). Se desea con-
struir un estimador lineal de minimo error cuadratico medio que permita estimar la
variable aleatoria S a partir de las variables aleatorias X; y X5. Sabiendo que

E{S}=1/2 E{X;}=1 E{X,}=0
E{S?} =4 E{X?}=3/2 E{X2} =2

obténganse los pesos del estimador buscado y calctlese su error cuadritico medio. Cal-
culese el valor estimado para el siguiente vector de observaciones: [ X1, X5] = [3,1].

Example 1.20 (Extension al caso multidimensional). A lo largo de la discusion tedrica
previa se considerd en exclusiva el caso en que la variable a estimar tiene cardcter uni-
dimensional. Cuando se desea construir el estimador lineal de minimo error cuadrético
medio de un vector aleatorio S, el problema puede formularse como

SZWU+WTX

donde W es ahora una matriz que contiene tantas columnas como variables a estimar, y
tantas filas como observaciones disponibles, mientras que w es un vector columna de
términos de sesgo.

La solucién a este problema puede obtenerse como extension directa del caso unidi-
mensional, y estd caracterizada por

W = V;(I Vg,x

w; = E{S} - WE{X}
siendo Vg x la matriz de covarianzas cruzadas entre los vectores aleatorios S y X.

Puede comprobarse que, como cabria esperar, al calcular el estimador Sy vsg para este
caso, resulta la misma expresion que obtuvimos en (1.65) para el caso gaussiano sin
restricciones

La estimacion lineal de minimo error cuadrdtico medio y el Principio de Ortogo-
nalidad presentan algunas analogias con la aproximacion lineal de vectores en espacios
vectoriales. El lector interesado puede acudir al apéndice 1.8.2.
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1.7 Caracterizacion de estimadores

A lo largo de este capitulo hemos presentado diversos métodos de estimacion, com-
probando que para un mismo escenario de aplicacion es posible disefiar diferentes esti-
madores no triviales. Por tanto, surge la necesidad de establecer criterios que permitan
una comparacion objetiva entre estimadores. Una primera posibilidad para evaluar las
prestaciones de un estimador es evaluar su coste medio para una determinada funcién de
coste. Queda claro, no obstante, que ningtin estimador ofrecerd un menor coste medio
que el estimador bayesiano asociado a dicha funcion de coste.

En esta seccion analizamos otras medidas que permiten obtener una primera aprox-
imacion acerca de las propiedades de un estimador. En concreto, introduciremos los
conceptos de sesgo y de varianza, que dan idea del error sistematico y de la dispersion

de las estimaciones frente a un valor medio (recuérdese el caracter aleatorio de .S). Por
simplicidad, comenzaremos considerando el caso de estimacion de pardmetro determin-
ista, para pasar posteriormente a extender estos conceptos a la estimacion de variable
aleatoria.

1.7.1 Sesgo y varianza de estimadores de parametros deterministas

Una caracterizacion completa del comportamiento de un estimador de pardmetro deter-
minista la proporciona la densidad de probabilidad del estimador para cada posible valor
del pardmetro a estimar, es decir, p §|s(§\s). Nétese, que al ser el estimador una funcién

de las observaciones, S = f (X), es posible obtener dicha densidad de probabilidad a
partir de la de X (dado s), aplicando el cambio de variable aleatoria correspondiente.

Ps s (Sils) ps(S)

P35 (S,1s)

Varianza
i

Sesgo
—

7]
v
~
2
5
©n
v

(a) (b)

Fig. 1.8. Sesgo y varianza de estimadores de pardmetro determinista. La figura de la izquierda muestra las densidades
de probabilidad asociadas a dos estimadores diferentes, mientras que la figura de la derecha ilustra el significado
fisico del sesgo y la varianza de un estimador.

La Figura 1.8(a) muestra la distribucion de probabilidad que se obtendria con dos es-

timadores diferentes, 5 = f1(X)y Sy = fg( ),y sugiere que, en este caso concreto, el
empleo del primero de los estimadores serd en general mds beneficioso, ya que la prob—
abilidad de estimar valores cercanos al valor real de s es mucho mayor que si usaramos

S,. Nétese que esto no implica que en cada aplicacion concreta de los estimadores Sy
obtenga menor error de estimacion.
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Para disponer de una caracterizacion mas cémoda de los estimadores resulta ttil
resumir algunas de las propiedades mds relevantes de p¢($), y la forma mds evidente de
hacer esto es mediante la media y la varianza de dicha distribucién. En realidad, més que
interesarnos la media de la distribucion nos interesa como de alejada estd dicha media
del valor real de s, siendo ésta la definicion del sesgo de un estimador:

Sesgo(S) = E{s — S} = s — E{S} (1.99)
Varianza(S) = E{(S — E{S})?} = E{S?} — E*{S} (1.100)

Cabe mencionar que, cuando s es un parametro determinista, la varianza del estimador

A ~

coincide con la de el error de estimacion, ya que Varianza(s — S) = Varianza(S).

Es importante resaltar que, en el caso de estimacion de pardmetro determinista, el
sesgo y la varianza son funciones de la variable que se desea estimar (s). Notese que
todas las esperanzas matemadticas de las expresiones anteriores pueden ser calculadas

tanto a partir de la funcién de densidad de probabilidad de X como de la de S. Nue-
vamente, es posible denotar la dependencia de dichas densidades con s a la hora de
calcular las esperanzas matematicas, por ejemplo,

B(S*) = B{S%)s} = [ & ps(s)ds = [ 5 b (s19)ds
:/f2(x) px(x)dX:/f2(x) px|s(x]s)dx (1.101)

La Figura 1.8(b) ilustra el significado fisico del sesgo y la varianza de un estimador.
Como puede verse, el sesgo tiene significado de error sistemaético, es decir, seria la media
de los errores que se obtendrian si aplicdsemos el estimador un nimero infinito de veces
con distintas observaciones. A los estimadores que tienen sesgo nulo se les denomina
estimadores insesgados. Por otro lado, la varianza da idea de como de concentrada esta
la probabilidad del estimador en torno a su media y, por lo tanto, estd relacionada con
la dispersién de los valores que se observarfan al aplicar el estimador sobre distintas
observaciones.

En el caso particular de estimadores que operan sobre un nimero / de observaciones
de una variable aleatoria, por ejemplo al estimar la media o la varianza de una distribu-
cién de tipo Gauss a partir de [ observaciones de la misma (Ejemplo 1.14), una propiedad
deseable es que la varianza del estimador decrezca conforme aumenta el nimero de ob-

~

servaciones, i.e., Varianza(S) — 0 cuando [ — oo. A los estimadores que disfrutan de
esta propiedad se los conoce como estimadores consistentes en varianza.

Por ultimo, es posible relacionar el sesgo y la varianza con el coste cuadrético medio
del estimador:

B{(s — §)?) = Varianzals — 5} + E*{s — 5} (1102)
— Varianza(S) + [Sesgo(5)]? .

Example 1.21 (Cdlculo del sesgo y la varianza del estimador muestral de la media de
una distribucion). El estimador muestral de la media m de una variable aleatoria X a

partir de [ observaciones independientes de la misma, {X (k) 2:1, se define como
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I =

l
=1 Z (1.103)
k=1

Podemos calcular el sesgo y la varianza de dicho estimador de manera sencilla como

Sesgo(M) =m —E{M} =m — E:IE{X(’g

k=1

! !
. 1 1 v
i — i il k)] = = i k)Y = =
Varianza(M ) = Varianza (l 321 X ) =5 kE:l Varianza( X'") = i

En el célculo de la varianza del estimador, se ha utilizado v para denotar la media de
la variable aleatoria X, y se ha utilizado ademads el hecho de que las observaciones
son independientes. A la vista de los resultados, puede comprobarse que el estimador
muestral de la media es insesgado y consistente en varianza.

Example 1.22 (Cdlculo del sesgo del estimador muestral de la varianza de una distribu-
cion). El estimador muestral de la varianza v de una variable aleatoria X a partir de [

observaciones independientes de la misma, {X®}!_, se define como

l
~ 1 ~
V=7 > (X®) — hry? (1.104)

k=1

donde M es el estimador muestral de la media dado por (1.103).
Podemos calcular el sesgo de dicho estimador como

9 9 1 l k “r\2
Sesgo(V) =v—E{V} =v— 7 ZE{(X( ) — M)}
—v— -3 [E(X®’} 4 E{) - QIE{X(’“)M}}

I !
— 1 2 : ’ 201 1 (k) (k)
—U——Z v+m +Var1anza(M)—|—IE{M}—27]E{X ZX }

k=1 k=1

:v—lz -U—i-m + l +m® _21 [E{Xk)2}+(l_1)E2{X(k }”

1 [ 1
=v—2> v—|—2m2—|—%—25 [U+m2+(l—1)m2ﬂ
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Dado que E{V'} = I_Tlv # v, el estimador muestral de la varianza es sesgado, si bien
es asintéticamente insesgado, ya que seguin crece el nimero de observaciones el sesgo
tiende a cero.

Exercise 1.23 (Estimador insesgado de la varianza). Se desea corregir el estimador
muestral de la varianza, de modo que el nuevo estimador sea insesgado independien-
temente del nimero de observaciones. Para ello se decide utilizar una version escalada
del estimador: . R

Vgns =cV

donde V' es el estimador muestral de la varianza, Vi, es el estimador buscado, y c es

una constante a determinar. Obtenga el valor de la constante ¢ que hace que Vj, sea
insesgado. Demuestre que la varianza del estimador insesgado es mayor que la que se
obtendria al utilizar el estimador muestral. Este resultado ilustra el importante com-
promiso entre sesgo y varianza que aparece con frecuencia en problemas de estimacion:
resulta posible disminuir la varianza (el sesgo) de un estimador a costa de un incremento
de su sesgo (varianza).

1.7.2 Sesgo y varianza de estimadores de variables aleatorias

La extension de los conceptos de sesgo y varianza para el caso de estimacién de vari-
able aleatoria resulta inmediata. De hecho, y de forma andloga al caso determinista,
seria posible utilizar directamente la distribucion pg, 5(5]s) para obtener informacién

acerca de la bondad de un estimador para cada posible valor de la variable aleatoria.
Sin embargo, al aplicar repetidas veces un estimador de variable aleatoria, el valor s de
la variable a estimar cambia de experimento a experimento y, por este motivo, resulta
necesario obtener también la esperanza matemdtica con respecto de S para tener una
idea precisa acerca del error sisteméatico que se obtiene al aplicar el estimador.

Por lo tanto, en el caso de estimacion de variable aleatoria definimos el sesgo y la
varianza como

Sesgo(S) = E{S — S} = E{S} — E{S} (1.105)
Varianza(S) = E{(S — E{S})?} = E{S?} — E*{S} (1.106)

En este caso, es posible llevar a cabo una descomposicion del error cuadritico medio
similar a la utilizada para el caso determinista:

E{(S — 5)?} = Varianza{S — S} + E}{S — S} (1.107)
= Varianza(F) + [Seng(S’)]? .

donde E es error de estimacion en que incurre el estimador S. Nétese que, al contrario
de lo que ocurria en el caso determinista, cuando la variable a estimar S' es aleatoria la
varianza del error no serd en general igual a la varianza del estimador.

Conviene por ultimo resaltar que el cdlculo de las esperanzas matemaéticas anteriores

que involucran a S'y S puede realizarse utilizando la distribucién conjunta de dichas
dos variables o, alternativamente, la distribucién conjunta de S y X, haciendo uso de la

relacion determinista que existe entre S'y X. Asi, por ejemplo,
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E{(S — S)%} = /()/(A)@— $)°ps,5(s, 8) ds ds

(1.108)
:/ / (s—f(x))Qp&X(s,x) ds dx
(s) J (%)

Mencionaremos, finalmente, dos propiedades de interés relativas al sesgo:

e El estimador de minimo error cuadritico medio (sin restricciones) E{Swumse} es
siempre insesgado:

]E{SMMSE} = E{E{S|X}}
= /E {S|X = x}px(x)dx
— E{S} (1.109)

e Asimismo, el estimador lineal de minimo error cuadratico medio también es inses-
gado. Esto es una consecuencia inmediata de la propiedad 1 en (1.86)

1.8 Apéndices

1.8.1 Casos particulares gaussianos

Partiendo de (1.65) pueden obtenerse estimadores MMSE para diferentes casos partic-

ulares de interés, que se analizan en los apartados siguientes.

Transformaciones lineales con ruido

Supongamos que la observacion X estd relacionada con S a través de la expresion.
X=HS+R

donde H es una matriz determinista conocida de dimensiones M x N,y R es un vector
gaussiano aleatorio de dimensiones M X 1, independiente de S. Las distribuciones de
los vectores S 'y R son:

ps(s) = G(0, Vs) pr(r) = G(0,VR)

siendo 0 un vector columna con todas sus componentes iguales a 0.
De acuerdo con ésto, podemos comprobar que

E{X} = HE{S} + E{R} =0 (1.110)

Por tanto, S y X tienen media nula, y podemos aplicar la ecuacién (1.68). Para ello,
calcularemos Vgx y Vx. En primer lugar,
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Vsx = E{SX"}

=E{S(HS +R)"}

=E{SS"}H" + E{SR)"

= VgH" + E{S}E{R)"

=VgHT (1.111)

(donde, en la tercera igualdad, hemos hecho uso de la independencia de S y R).
Analogamente,

Vx = E{XX"}
=E{(HS+R)(HS + R)"}
= HE{SS"}H' + E{RR)”
=HVsH” + Vg (1.112)

(donde, de nuevo, en la tercera igualdad hemos hecho uso de la independencia de S y
R). Aplicando (1.111) y (1.112) en (1.68), resulta

Smumse = mgx = VsH' (HVsH” + Vi) 'x (1.113)

Una expresion alternativa pero equivalente a la anterior puede obtenerse aplicando el
denominado lema de inversion de la matriz, segtn el cual

(HVsH" + Vg) ' = V5 - Vi HH'Vi'H+ Vg ) H' Vi ! (1.114)

Aplicando esta ecuacion sobre (1.113) y, tras algunas manipulaciones algebraicas que
omitiremos aqui, puede escribirse

swmse = (HTVR'H + V') 7 H Vg 'x (1.115)

Observaciones independientes

Considérese el caso con M = N (hay tantas observaciones como variables a estimar),
H = I, siendo I la matriz unidad, y matrices de covarianzas diagonales Vg = Dg 'y
Vr = Dg (lo que equivale a decir que todas las componentes de S, y todas las de R,
son independientes). La particularizacién de (1.113) para este caso resulta en

Smmse = Ds (Ds +Dgr) ™' x (1.116)

La matriz Dg (Dg + Dg) " es una matriz diagonal, cuyo elemento i-ésimo de la diag-

onal es Ve
Ds(Ds+Dgr) '], = ——
[ s (Ds + Dg) Lz VR, + vs,

donde vg, y vg, son las varianzas de e .S; y R; respectivamente.
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Por lo tanto, la estimacién de la componente ¢-ésima del vector aleatorio S es

Vg.
SMMSE; = ———1; (1.117)
VR, + Vs,

Notese que este resultado implica que cada componente de S ha de ser estimada con
un estimador similar al obtenido en el Ejemplo 1.17. Dicha conclusion era esperable,
ya que el modelo de generacion de observaciones en este caso puede escribirse como
X =S + R, siendo todas las componentes de S y R independientes entre si. En otras
palabras, el problema podria haber sido descompuesto en /N problemas de estimacién
independientes equivalentes al estudiado en el Ejemplo 1.17.

Observaciones independientes de una misma variable aleatoria unidimensional

Consideremos la observacion repetida de una variable aleatoria unidimensional S, es-
tando sujeta cada medicion a ruidos independientes de distinta varianza. Se pretende
estimar el valor de S en base al conjunto de observaciones X. Esto supone una particu-
larizacion del modelo general estudiado en esta subseccion, en el que

X=15+R

Es decir, H = 1, siendo 1 un vector columna de dimensiones apropiadas con todas

sus entradas iguales a 1, y siendo S una variable aleatoria unidimensional. El hecho

de que las observaciones estén sujetas a ruidos indpendientes implica que la matriz de

covarianza del ruido es diagonal, Vg = Dgr de componentes diagonales vp,.
Aplicando (1.115), se obtiene

1
—1 T —1
vg +1'Dg'1

SMMSE = 1"Dg'x (1.118)

y, teniendo en cuenta que Dﬂl es una matriz diagonal, se obtiene

1 xT;
s = ’ 1.119
D DR zl: UR,i (119

Respecto del resultado anterior, ndtese que la estimacion de .S consiste en un promedio
ponderado de las observaciones, asignando un mayor peso a aquellas observaciones
contaminadas por una menor cantidad de ruido (i.e., con baja vg ;).

1.8.2 Principio de Ortogonalidad. Interpretacion geométrica

Una analogia que permite obtener algo mds de intuicion acerca del significado del Prin-
cipio de Ortogonalidad obtenido en (1.87), asi como del problema de estimacion lineal
de minimo error cuadratico medio, consiste en asociar cada variable aleatoria unidi-
mensional a un vector en un espacio euclideo. La analogia, considerando el caso en
que todas las variables aleatorias tienen medias nulas, es como sigue (véase la Figura
1.9): cada variable aleatoria puede representarse como un vector en un espacio euclideo,
definiendo el producto escalar entre dos vectores en dicho espacio como su covarianza
(Xi, X;) = E{X; X} (recuérdese que estamos asumiendo medias nulas). De esta man-
era, la longitud del vector asociado a cada variable aleatoria es directamente la varianza
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Fig. 1.9. Interpretacion geométrica del Principio de Ortogonalidad.

de la variable, || X;|| = /E{X;X;}. Puede comprobarse que, con estas definiciones, se
satisfacen las necesarias correspondencias entre sumas y diferencias de variables aleato-
rias y sus correspondientes representaciones vectoriales.

Tanto las variables observables X; como aquélla que deseamos estimar S se aso-
cian por tanto a un vector en un espacio euclideo. Ahora, si el objetivo es aproximar
el valor de S como combinacién lineal de las X;, resulta claro que la estimacion de S
debe pertenecer al subespacio generado por las observaciones (un plano, para el caso
de dos observaciones representado en la Figura 1.9). El objetivo de minimizacién de
error cuadratico medio es andlogo al de minimizacién de la norma del error (|| E|)), y
sabemos que dicha norma se minimiza cuando el vector de error es ortogonal al sube-
spacio generado por las X;, y por tanto también ortogonal a todos los vectores de dicho
espacio, incluidas cada una de las observaciones. Cuando recuperamos la interpretacion
en términos de variables aleatorias, dicha conclusion sigue siendo vélida, sin mas que
argumentar en términos de ortogonalidad estadistica en lugar de geométrica.

Un corolario interesante del Principio de Ortogonalidad, que también puede enten-
derse facilmente a la vista de lo representado en la Figura 1.9, es que el error del esti-

mador lineal 6ptimo £* también ha de ser ortogonal al propio estimador, Sy vsg, por ser
éste una combinacion lineal de las observaciones y, por tanto, un vector en un subespa-
cio ortogonal a E*.

Para concluir la seccion, conviene insistir en el hecho de que todos estos resulta-
dos son validos exclusivamente para el caso de estimacion lineal de minimo error
cuadratico medio.

1.9 Problemas
1.1. La distribucioén a posteriori de S dado X es

psix(s|z) = 2* exp(—a?s), s>0
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Determine los estimadores Symsg, Smap Y SMAP-

1.2. Considere un problema de estimacién caracterizado por la siguiente distribucion a
posteriori:
psx(s|z) = vexp(—ws), s>0 (1.120)

Determine los estimadores Symsg, SMap Y SMAP-

1.3. Se desea estimar la v.a. S a partir de la observacién de otra v.a. X mediante un
estimador lineal de minimo error cuadrético medio dado por la expresion:

Simse = wWo + w X

Sabiendo que E{X} = 1, E{S} = 0, E{X?} = 2, E{S?} = 1y E{SX} = 1/2,
calcule:

a) Los valores de wy y w;.

N 2
b) El error cuadratico medio del estimador, [E { (S - SLMSE> }

1.4. Sean X y S dos variables aleatorias con d.d.p. conjunta

px,s(T, s) {

20<x<1,0<s <z
0 resto

a) Calcule el estimador de ml’nimerrror cuadratico medio de S dado X, SMMSE.
b) Calcule el sesgo del estimador Sypysg.-

1.5. Se dispone de una imagen digitalizada de dimensiones 8 x 8 cuyos valores de lum-
niancia son estadisticamente independientes y se distribuyen uniformemente entre 0
(blanco) y 1 (negro); se ha modificado dicha imagen aplicando sobre cada pixel una
transformacion de la forma Y = X" r > 0, donde X es la v.a. asociada a los pixeles de
la imagen original e Y la asociada a la imagen transformada. Obtenga la expresion que
permite estimar por maxima verosimilitud el valor de » empleado en la transformacion
cuando se dispone de los 64 que componen la imagen transformada {y*)}%4 | pero no
se dispone de la imagen original.

1.6. Para el disefio de un sistema de comunicacién se desea estimar la atenuacién de
sefal entre el transmisor y el receptor, asi como la potencia de ruido introducida por el
canal cuando este ruido es gaussiano de media nula e independiente de la sefial trans-
mitida. Para ello, el transmisor envia una sefial con una amplitud constante de 1 y el
receptor recopila un conjunto de /K observaciones disponibles a su entrada.

a) Estime por maxima verosimilitud la atenuacion del canal, o, y la varianza del ruido,
v, cuando las observaciones diponibles en el receptor son

{0.55,0.68,0.27,0.58,0.53,0.37,0.45,0.53,0.86, 0.78}.

b) Si el sistema se va a utilizar para la transimision de sefiales digitales con una codifi-
cacion unipolar (se emplea un nivel de sefial A para transmitir el bit 1 y se mantiene
el nivel de sefial a 0 para la transmision del bit 0), considerando equiprobabilididad
entre simbolos, indique el minimo nivel de sefial que debe usarse en la codificacion,
Amin, para garantizar un nivel de SNR en el receptor de 3 dB.
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Aprendizaje Maquina

2.1 Principios generales del aprendizaje maquina

Como se ha estudiado en secciones anteriores, el disefio de estimadores y clasificadores
que son capaces de aprender una funcién para la estimacién o clasificacién de cualquier
nuevo punto x del espacio de observacién (procedimiento denominado induccion) pre-
cisa de cierta informacion que relacione las observaciones y el valor a estimar (o la
clase deseada). En los capitulos anteriores hemos asumido que dicha informacién estaba
disponible gracias al conocimiento de determinadas distribuciones de probabilidad (en-
foque analitico). Asi, por ejemplo si en un determinado problema de estimacién asum-
imos conocida pg x (s, x) disponemos de la caracterizacién mds completa posible para
el disefio 6ptimo de estimadores (de hecho, para el disefio de estimadores bayesianos
resulta suficiente la distribucion a posteriori de S).

En la préctica, existen un gran nimero de problemas en los que no se dispone del
conocimiento estadistico necesario para llevar a cabo la tarea de estimacion o clasifi-

cacién de forma 6ptima. Sin embargo, si se dispone de datos etiquetados, {x¥), s*)},
es decir, de un conjunto de observaciones para las cuales se conoce el valor de la vari-
able objetivo, resulta posible utilizar dicha informacién para la construccién de esti-
madores o clasificadores siguiendo un enfoque conocido como mdquina o de apren-
dizaje automdtico. Esto no es de extrafiar, ya que puede entenderse que si el conjunto

de datos {x™*), s(¥)} estd compuesto por muestras i.i.d. de psx(s,x), la informacién
contenida en dicho conjunto de datos puede considerarse como una aproximacién al
propio conocimiento de la densidad de probabilidad, por lo que podrd utilizarse en la
tarea de estimacion. Obviamente, conforme el nimero de muestras disponibles crece, el
conjunto de datos proporciona una informacién més completa acerca de la densidad de
probabilidad conjunta real, por lo que el estimador o decisor construido se aproximara
mads al disefio dptimo analitico.

En esta seccion presentamos algunos de los conceptos clave inherentes al disefio de
estimadores y clasificadores a partir de datos. Cabe mencionar que existen al menos dos
maneras de proceder a partir de dicho conjunto de datos:

e [os datos pueden utilizarse en primer lugar para obtener una aproximacion de la den-
sidad de probabilidad ConjuntaNétese que en el caso de clasificacion una alternativa frecuentemente
utilizada consiste en la estimacién de las verosimilitudes px |z (x|h). Esto es mucho mas complicado en el caso
de estimacion dado el cardcter continuo de las variables objetivo, ps,x (s, x). Una vez se dispone de dicha esti-
macioén de la d.d.p., puede procederse siguiendo un enfoque analitico convencional. Esta aproximacion se conoce
habitualmente como semianalitica.
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e Otra posibilidad es utilizar directamente los datos de entrenamiento para el proceso de estimacién o clasificacion,
evitando la aproximacién de densidad de probabiliidad alguna que es, en general un objetivo mds complicado
que la propia tarea de estimacién o clasificacion. Este enfoque es el que se suele asumir cuando se habla de
Aprendizaje Mdquina, y serd el que estudiaremos de forma resumida en el presente capitulo.

Resulta pertinente plantearse la cuestion de cudl de los dos enfoques, analitico o
maquina, resulta mds potente para la resolucion de problemas de aprendizaje. En prin-
cipio, no hay situacién mds ventajosa que el conocimiento estadistico del problema. Sin
embargo, en la prictica es habitual que dicha informacién no se conozca (o al menos no
con exactitud), mientras que el acceso a un conjunto de datos etiquetado puede resultar
mds viable. Por ejemplo, si se considera un escenario de clasificacion de imagen en diag-
néstico médico, resulta evidente que la disponibilidad de un modelo estadistico preciso
que relacione el valor de los pixeles de la imagen con la variable a estimar (e.g., nivel de
respuesta a un determinado contraste) o la clase a predecir (e.g., presencia o no de tu-
mores) es imposible, mientras que la construcciéon de un conjunto de pares etiquetados
(conjunto de entrenamiento) Unicamente requiere del etiquetado manual de imdgenes
concretas por parte de expertos, un procedimiento probablemente costoso, pero viable
en cualquier caso.

En la literatura cientifica y técnica se viene realizando un gran esfuerzo en esta di-
reccion a lo largo de las ultimas décadas, disponiéndose actualmente de una amplia
bateria de métodos de aprendizaje automatico. No es el objetivo de este capitulo cubrir
siquiera un nimero reducido de las técnicas de aprendizaje propuestas, pero si presen-
tar de forma resumida algunos de los conceptos mas importantes de dicho aprendizaje
maquina, revisando Unicamente algunas técnicas concretas a modo ilustrativa.

2.2 Métodos Paramétricos y no Paramétricos

e Paramétrico: Se propone un modelo en forma de una funcién parametrizada. Se trata
de optimizar una determinada funcién de dichos datos que mida la discrepancia entre
las variables objetivos disponibles y las que proporciona el modelo (funcidn de coste
basada en muestras, tipicamente promedios muestrales). Adicionalmente, se pueden
incluir términos de control de la generalizacién. En funcién del problema, podemos
encontrar distintos métodos de optimizacion. Algunos de ellos proporcionan la solu-
cién optima en modo bloque (i.e., existe una solucién cerrada), mientras que otros
proceden de manera iterativa. En la dltima parte del curso veremos algtin ejemplo de
dichos procesos iterativos en el caso particular de estimacion.

e No Paramétrico: Son estrategias que no requieren la definicién a priori de ningtn tipo
concreto de funcidén que implemente el estimador o clasificador. Lo veremos con un
ejemplo.

2.3 Estimacion Maquina No Paramétrica: Método del vecino mas proximo

5(x) = s*)

siendo

k* = arg mkin [x —x®||,
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2.4 Estimacion Maquina Paramétrica: Regresion de Minimos Cuadrados

5(x) = wp + wix

Los vectores 6ptimos se obtienen como

M — (XTX,)'Xs
W

con (1) (1)
1y’ .. oy
X - 1 x(12) x%)
. =
1a:§ )"'955\/)
S = [5(1), 75(K)]T

2.4.1 Modelos Semilineales

§ = wo + wy f1(x) + wafo(x) + -+ - + wnr far (X) = wo + wryr + WaYo + - - - +wWNYN

{X(k)’ S(k)} BN {y(k)7 S(k)}

| = s
W

con (1) (1)
by

1 ;

Ye: .yl. . yN

2.5 Generalizacion

e Para el disefio bajo enfoque supervisado se dispone de un conjunto de entrenamiento
con datos supervisados. No obstante, ha de tenerse presente que el objetivo es
aplicar dicha miquina en nuevos datos, diferentes de los disponibles durante el en-
trenamiento.

e Generalizacion: La deseable propiedad de que la maquina proporcione una buena
estimacion/clasificacién en datos diferentes de los del entrenamiento.

e Sobreajuste: El comportamiento indeseado que ocurre cuando la funcién de esti-
macion o clasificaciéon aprende las particularidades del conjunto de entrenamiento,
debidas al ruido o al efecto del submuestreo, pero no extrapolables al problema real.
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e Una forma de garantizar una adecuada generalizacioén es mediante la aplicacion de
técnicas conocidas como de validacién, de forma que un conjunto de datos se deja
aparte para estimar el comportamiento de la miquina, y tener asi una forma de pre-
decir cudl va a ser el comportamiento en datos diferentes a los usados para el en-
trenamiento. La validacion cruzada divide el conjunto de entrenamiento en varios
subconjuntos, y promedia los resultados obtenidos al utilizar cada uno de ellos como
de validacion.

e En la prictica, el conjunto de test no es conocido, al menos no las etiquetas deseadas.
No obstante, en los disefios de laboratorio es frecuente disponer de dichas etiquetas.

Unicamente se pueden utilizar a los efectos de una evaluacion final de los diferentes
métodos y su comparacion; en ningun caso deberian utilizarse durante el disefio.
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