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Coleccion de Problemas y Ejercicios - Bloque I: Estimacion

problemas y ejercicios que se incluyen pertenecen en su mayoria a examenes

de convocatorias anteriores. Junto a cada ejercicio se muestra los puntos del temario de la
asignatura cubiertos:

Vision general de los problemas de estimacion.

Teoria Bayesiana de la Estimacion.

Estimadores Bayesianos de uso frequente: MMSE, MAP, MAD.
Estimacion de Maxima Verosimilitud.

Estimacion con distribuciones gaussianas.

Estimacion lineal de minimo error cuadratico medio.
Caracterizacion de Estimadores (Sesgo y Varianza).

Disefio de Estimadores bajo enfoque maquina

Notacion:
S'MMSE: Estimador de minimo error cuadratico medio.
gMAD: Estimador de minimo error absoluto medio.
SM ap: Estimador de maximo a posteriori.
S'ML: Estimador de maxima verosimilitud.

Stumse: Estimador lineal de minimo error cuadratico medio.

Ejercicio 1 (1.6)

Se desea construir un estimador lineal de minimo error cuadratico medio que permita
estimar la variable aleatoria S' a partir de las vv.aa. X; y X5. Sabiendo que

E{S}:% E{X}=1 E{X3}=0
E{SX) =1 E(SX}=2 E{X,X}=

E(S?} =4 E(X{}=) E{X}=2

obténganse los pesos del estimador S”LMSE = wy + w1 X1 + wyXs y calcilese su
error cuadratico medio E {(S — S’LMSE)Q}
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Solution: wy = 3 w =0 wy=1
N ) 7
E{(S - Suse)*} = ;

Ejercicio 2 (1.2; 1.3; 1.7)
Se desea estimar la variable aleatoria S' a partir de la variable aleatoria X, conociendo
la funcién de densidad de probabilidad conjunta de ambas, dada por:

6
ps.x(s,x) :?(x—l—s)Q, 0<z,s<1

(a) Determinese px (z).

(b) Determinese pgjx (s|x).

(©) Qalcﬁlese el estimador de minimo error cuadratico medio de .S a la vista de X,
SMMSE-

(d) Calculese el estimador MAP de S ala vista de X, S’MAP.

(e) Determinense el sesgo y la varianza del estimador MAP.

Solution:
2
(a) pX(x):?(3x2+3x+1) 0<z<L
2
Tr+s
® pox(sla) = T g <5<,
2+ x4
3
X% 22X N 1
(©) SMMSE = 3 14.
X2+ X+ §

(d) Dado que pg|x(s|z) es creciente con s, Snap = 1.

2 9
(e) ps(s) = - (3s+3s+1), 0<s<1,portanto, E{S} = e

5 :
El sesgo es —117 la varianza es nula.

Ejercicio 3 (1.7)
Se desea estimar la media m de una v.a. X con varianza v, para lo que se dispone
de un conjunto de K + 1 observaciones independientes {X (’“)}fjll de dicha v.a.

Considérense los estimadores siguientes:

K
~ a ~ ~ ~ ~
M, = kEIjXUf) My = XE+D Mg =AMy + (1= )) M,

siendo a una constante positiva y estrictamente menor que uno, y A otra constante a
determinar.
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(a) Comparense los estimadores M, y M, en base a sus sesgos y varianzas.
(b) Obténgase el sesgo, la varianza, y el error cuadratico medio (MSE) del estimador
M3, simplificando el resultado obtenido para X' — oo.

Solution:

(@E{m—ﬂﬁ}jﬂ—aWu E{m—A@}:Q
Var{]\7[1} = 7” Var{MQ} = .

(b)E{m—]\ng}:/\(l—a)m Var{Mg}:)\2;2v+v(1—)\)2
]E{(Mg —m)2} = )\Q;?U +o(1=XA)’+A(a—1)7"m?
SU(—%OQVM{M*::Ml—Any{@%—ﬂﬁ?wzwl—Af+
A2 (a —1)°m?.

Ejercicio 4 (1.7)

Considérense dos variables aleatorias unidimensionales S'y X. La variable X esta ca-
racterizada por la siguiente funcidn de densidad de probabilidad:

1
— <1
pX(I) — { 9’ |$|

0, en otro caso

Se sabe que el estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X es

1
N ]_ . ) X Z 0
Swmse (X) = s1eno (X) = 2

, X <0

N —

. . . . I .
También se sabe que el error cuadratico medio que comete este estimador es —. Sin
embargo, se prefiere usar el siguiente estimador

Sy =-X
(a) Determinese el sesgo del estimador 5‘1.

(b) Calcilense las siguientes esperanzas matematicas: E {SX } y E {S5?}.

(c) Determinese el error cuadratico medio que comete el estimador 5.

Solution:
(a) Es insesgado.

1 1
®) E{SX} = - yE{S’} = ¢

A 1
(¢c) E1 MSE de 5] es 5
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Ejercicio 5 (1.6; 1.8)
Se desea construir un modelo de regresion lineal de bajo coste computacional para
una variable aleatoria S. Se sabe que esta variable depende de otras tres variables
aleatorias X1, Xo y X3, que constituyen las observaciones. La siguiente tabla muestra
cuatro realizaciones independientes del proceso aleatorio.

X1 | Xo | X5 | S
3 | —-1] 0 | -1
-21 0 1 ] -2
0| —-1] 2 0
-1 2 | -3 3

El objetivo del problema consiste en evaluar dos estrategias para construir el citado
regresor de bajo coste computacional:

= Construir un regresor lineal exacto de minimo error cuadritico medio usando
unicamente dos de las variables disponibles.

= Construir una aproximacion al estimador lineal de minimo error cuadratico me-
dio usando las tres variables. La aproximacién consiste en suponer que la matriz
de covarianzas de las observaciones es diagonal.

Para ello:

(a) Determinese cudles de las tres variables observables se van a incluir en el regre-
sor del primer disefno. La seleccion se realiza en dos pasos: en primer lugar se
elige la variable cuya covarianza muestral (i.e., estimada a partir de los datos)
con S presenta un mayor valor absoluto. La segunda variable serd aquella cu-
ya covarianza muestral con la seleccionada en el primer paso tenga menor valor
absoluto.

(b) Constriyase el regresor lineal de S de minimo error cuadratico medio empleando
las dos variables elegidas en el apartado anterior.

(c) Construyase el estimador lineal aproximado especificado en el segundo disefio.
Para ello, estimense en primer lugar los elementos de la diagonal de la matriz de
covarianzas de las observaciones y el vector de covarianzas de las observaciones
con S a partir de las muestras disponibles.

(d) ¢Cual de los dos disefios propuestos obtiene un menor error cuadritico promedio
sobre los datos disponibles?

Solution:
(@) vx,,s = —0.5, vx, s = 1.75, vx, s = —2.75. La primera variable elegida es
3.
Ux, x; = 0.25, Ux, x, = —2. La segunda variable elegida es X.

(b) Sy = —0.087X; — 0.7795X;
(€) Sy = —0.1429X, + 1.1667X5 — 0.7857 X5

(d) El error promedio de 31 es 1.3128. El error promedio de 5'2 es 3.3656. Es
menor el error del primer disefo.
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Ejercicio 6 (1.4;1.7)
Una variable aleatoria X sigue una distribucion exponencial unilateral con pardmetro
a > 0:

1 x
pX(JK) = EeXp (—5) x>0

Como se sabe, la media y varianza de X estén dadas por a y a?, respectivamente.

(a) Determinese el estimador de maxima verosimilitud de a, AML, basado en un con-
) . . . . ) K
junto de K observaciones independientes de la variable aleatoria X, {X*)} "~

(b) Se propone un nuevo estimador basado en el anterior y que obedece a la expre-
sion: . .
A=c- AML7
donde 0 < ¢ < 1 es una constante que permite un reescalado del estimador ML.
Obténganse el sesgo al cuadrado, la varianza y el error cuadratico medio (MSE)

del nuevo estimador, y represéntense todos ellos en una misma figura en funcién
del valor de c.

(c) Determinese el valor de ¢ que minimiza el MSE, c*, y discutase su evolucion
conforme el nimero de observaciones disponibles aumenta. Calculese el MSE
del estimador asociado a c*.

(d) Obténgase el intervalo de valores de c para los que el MSE de A es menor que el
MSE del estimador ML, y expliquese como varia dicho intervalo cuando X —
oo. Disciitase el resultado obtenido.

Solution:
| X
(@) Ay = I ZX(k)
k=1
o X
- = (k)
(b) A=— dox
= 2.2 2
~ 2 ~ A
p{i-a)’ = c-1fe warfd) - G5 B{(d-0)} -
22
1 2 9 c a
(c—1a?+ 55
K . 2 2
(C)C*:K—H, — 1 (K — o0), ]E{(A—a)}—Ka+1(C—
")
. -1 .
(d) El intervalo de valores es: ¢ € {K——Fl’ 1] , que se estrecha segun aumenta
K.

Ejercicio 7 (1.8)
La intensidad que atraviesa la rama de un circuito viene caracterizada por la ecuacién

i(t) = Acos(wot)e ™ + Bsin(wet)e ™ + C
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donde w, y « son dos constantes conocidas. Para la determinacién de los parametros
del modelo, A, By C, se dispone un conjunto de medidas de i(¢) para K instantes de
tiempo, es decir, un conjunto de pares {t*) i(+*))}X_ . Proporciénense las expresio-
nes que permiten obtener los pardmetros A, 5y C' que minimizan el error cuadratico
del modelo promediado sobre el conjunto de muestras disponibles.

Solution: Si definimos 2" = cos(wet®)e=t" y 27 = sin(wyt™)e

Siendo X, la matriz extendida de observaciones {ajgk)
los datos {i(t®"))} | se tiene:

—at®)

k .
28K e i un vector con

A
B | = (X'X,) ' XTi
C

Ejercicio 8 (1.7)
Se desea estimar la media de una v.a. X a partir de un conjunto de K observaciones
independientes { X (k)}le, para lo que se construye el siguiente estimador:

K
N a

_ v (k)
M—Kng ,

siendo a una constante a determinar.
(a) Calculense el sesgo y la varianza del estimador en funcién del valor de a.

(b) ¢(Para qué valor de a se minimiza la varianza? ;Existe algin valor de a para el
que el estimador sea insesgado?

(c) Obténgase el error cuadratico medio del estimador y el valor de a que lo mini-

miza.
Solution:
N N a?v
(a) E{m—M} =(1 —a)m;Var{M} =%

(b) La varianza se minimiza para a = 0y el sesgo es nulo para a = 1.
. a’v o
() E {(M - m)Q} = (a — 1)*>m? + T El valor de a que lo minimiza es

2
% m

:m2+v/K'

Ejercicio 9 (1.5)
Para la estimacién de una variable aleatoria S se dispone de las dos siguientes obser-
vaciones:

X1:S+N1
XQZOlS+N2

donde « es una constante conocida y .S, N; y N, son variables aleatorias gaussianas
independientes, de media nula y varianzas v, v, y v,, respectivamente.
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(a) Calcilense los estimadores de minimo error cuadratico medio de S a la vista de
X1y Xs, S1y S, respectivamente.
(b) Calculese el error cuadratico medio de cada uno de los estimadores del apartado

anterior. ;Cual de ellos propociona menor error cuadratico medio? Discuta su
respuesta para los distintos valores que pueda tomar el parametro a.

(c) Determinese el estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista del

) X A
vector de observaciones X = { Xl 1 , SMMSE-.
2

Solution:
(a) S =

Vs Qg

X1y32=

Vs + Uy, o?vg + v,

V.
b) E{E?} = =~ E{E2} = —>2"
(b) E{E7} ve t U, y E{E5} o0, + v,

medio de 32 es menor que el de S 1.

Xo.

VsUn

. Para |a| > 1 el error cuadratico

1 «
14+ a2+v,/vs’ 1+ a2+ v,/ vs

© SMMSE = [

Ejercicio 10 (1.6)
Sabiendo que la f.d.p. conjunta de las vv.aa. X y .S viene dada por

(z,s) = T+ s 0<zr<1ly0<s<1
Px,s\%,8) = 0 en caso contrario

Obténgase el estimador lineal de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X,
SLMSE = wy + le.

lution: Spyisp = — — —
Solution SLMSE 11 11

Ejercicio 11 (1.2; 1.3; 1.4; 1.7)
Se desea estimar el valor de la v.a. positiva S a partir de una observacion aleatoria X,
relacionada con S mediante

X =R/S
siendo R una v.a. independiente de S con distribucién
pr(r) =exp(—r), >0
(a) Calctlese la verosimilitud, pxs(z|s).

(b) Obténgase el estimador de maxima verosimilitud de S a la vista de X, S’ML.
Sabiendo que la f.d.p. de S es ps(s) = exp(—s), s > 0, calctlense:
(c) Ladistribucién conjuntade S'y X, ps x (s, x), y la distribucién a posteriori de S,
Psix (s]z).

(d) El estimador de maximo a posteriori de .S a la vista de X, S’MAP.
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(e) El estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X, S’MMSE.

(f) El sesgo de los estimadores gMAp y SMMSE-

Solution:

(@) pxis(z|s) = sexp(—xs), = > 0.

1

<

(©) pxs(z,s) =sexp(—s(z+1)), x,5>0;

(b) Sy =

psix = (x 4+ 1)*sexp (—s(z + 1)), s> 0.
1

d) Suap = ———.
(d) Smar X1
() Smmse = X——I—l

~ 1 R
() E{S — Smar} = > E{S — Summse} = 0.

Ejercicio 12 (1.6; 1.8)
Se desea construir un estimador de una variable aleatoria S con la siguiente forma
analitica: .

S =wy+wX?
(a) Si se define la v.a. Y = X3, indiquese qué estadisticos son suficientes para de-
terminar los pesos del modelo de estimacién de minimo error cuadratico medio.

(b) Un analista desea ajustar el modelo anterior, pero desconoce la estadistica del
problema, por lo que recurrre a estimaciones muestrales de los estadisticos sufi-
cientes, basadas en el conjunto disponible de pares etiquetados de las variables
aleatorias:

{2 s = {(—1,-0.55),(0,0.5), (1,1.57), (2,8.7)}

Determinense los pesos wy y w obtenidos por el analista.

Solution:
(a) E{X}, E{Y'}, v, y vy, (o algin otro conjunto que permita determinar los
anteriores).

(b) w =1.0256 y wy = 0.5038.

Ejercicio 13 (1.2;1.3; 1.4)
Las variables aleatorias S y X se distribuyen conjuntamente segtn la ddp

ps.x (s, ) = asa?, 0<s<l—z, O<z<l

siendo v un pardmetro a determinar.
(a) Establézcanse las expresiones de las ddp marginales px () y ps(s).
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(b) Calcilese el estimador MAP de S dado X, Sy Ap(X).
(c) Calcilese el estimador ML de S dado X, Sy (X).

(d) Calculese el estimador de S dado X de error cuadratico medio minimo, SMMSE (X).

(e) Comparense los estimadores calculados segun el error cuadritico medio dado X
en que incurren cada uno de los estimadores.

Solution:
(@) px(z) = 302%(1 — z)?, 0<z<l,

ps(s) = 20s(1 — s)3, 0<s<l,
(b) Swar(X)=1-X
©) Su(X)=1-X

(d) Swmse(X) = 2(1 - X)

© E { (5 — Suar(X)) | x} —E { (5 $u() a:} = 1(1—2)?
E{Gﬁ4amﬂxﬁﬂx}:%u—xy

Ejercicio 14 (1.8)
Se desea aproximar la funcién f(z) = 2” en el intervalo [0, 3] mediante polinomios
sencillos, utilizando técnicas de regresion. Para ello, se toman los puntos ) = k-1,

con 1 < k < 4,y se disefia una curva de regresiéon y = ¢g(x), donde g(x) es un
polinomio, siguiendo el criterio de minimizar el error cuadratico dado por

4

E=3"[g(=®) — f (@)’

k=1

(a) Suponiendo g(z) = wy + w1z + wex?, determinese la ecuacién matricial que
debe verificar el vector de coeficientes w = [wy, w1, wQ]T de minimo error.

(b) Suponiendo g(z) = vx?, determinese el coeficiente v.

Solution:
4 6 14 15

(a) 6 14 36 |w= | 34
14 36 98 90
90

b) v =—

(b) v 08

Ejercicio 15 (1.2;1.3; 1.4; 1.7)
Se desea estimar la v.a. S a partir de la v.a. X, conociendo la funcién de densidad de
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probabilidad conjunta de ambas, dada por:

6z, 0<zx<s, 0<s<1
pX’S(x’S): 0 resto

(a) Calcilese el estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X,

SMMSE-

(b) Calculese el estimador de maxima verosimilitud de S dado X, Sy..

(c) Establézcanse las ddps de ambos estimadores, pg () y pg,, (8), y represénten-
se graficamente ambas.

(d) Calculense la media y la varianza del error de ambos estimadores.

Solution:
(@) Swmse(X) = 3(1 4+ X)

(b) Swi(X) =X

(©) Doy (3) =24(25 - 1)(1 —5),  5<8<1
Pga(3)=05(1—-35), 0<s5<1
A 1 N
(d) ]E{S - SML} = Z, ]E{S — SMMSE} =0
A 13 . 1
Var{S — SuL} = 30’ Var{S — Swmmsg} = 0

Ejercicio 16 (1.6)
Se desea construir un estimador lineal de minimo error cuadritico (MSE) que permita
estimar la variable aleatoria S a partir de la v.a. X;. Se conoce la siguiente informa-

cion estadistica:
E{X,} =0 E{S}=1
E{X%} =1 E{X;S}=2

(a) Indiquese cual de los siguientes disefios MSE proporcionara un error cuadratico
medio menor:

Sa = Woq + wlaXl
Sp = wp X1

(b) Si se dispone ahora de una segunda v.a. X5 de la que se sabe:
E{X,} =1 E{X2Z} =2

justifiquese si el estimador S. = wg.+w. X1 +ws. X2 presenta un error cuadrati-
co medio menor que los estimadores propuestos en a).

Solution:
(a) woq no es nulo, por lo que el MSE de S, es menor que el de Sy
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(b) Al calcular los pesos de S*c, se tiene:

Wi,c = 2 W, c = 0

Por lo que S, =58, y ambos presentan el mismo MSE, que es menor que el
de Sb

Ejercicio 17 (1.7)
Se estima la varianza v de una v.a. X con media nula a partir de K observaciones

{x ) }le de dicha variable tomadas independientemente, utilizando el estimador

1 |&E ’
VA X )
re )

(a) Determinese el sesgo del estimador.
(b) Para K = 2y suponiendo E { X*} = «, determinese la varianza del estimador.

Solution:
(a) Es insesgado

(b Var {V} = % o+ 7]

Ejercicio 18 (1.2; 1.3; 1.7)
La d.d.p. conjunta de dos variables aleatorias S'y X es:

(s,2) = 6s, 0<s<z O<xz<l1
Ps.x\5 %) = 0, en otro caso
obténganse:

(a) El estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X, S’MMSE.
(b) El sesgo de dicho estimador.

Solution:
(@) Smmse = %X

(b) Es insesgado

Ejercicio 19 (1.2;1.3)
La d.d.p. conjunta de las vv.aa. S'y X sigue la forma:

psx(s,x)=a, —l<z<l, 0<s<|z

(a) Determinese la d.d.p. de la v.a. X, px (), especificando el valor de .
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(b) Establézcanse las expresiones de los estimadores de .S en funcién de X que mi-

nimizan los costes cuadritico medio (Cysg = E { (S — S )2}) y absoluto medio

(Cmap = E {]S - S | }), Svmse Y Smap, respectivamente.

(c) Supuesto que se restringe la forma de los estimadores a cuadraitico en X, es-
tablézcanse las expresiones de los estimadores S, vmmse = w1 X Zy SqMAD =

wy X2 que minimizan los costes antes mencionados (cuadratico y absoluto me-
dios, respectivamente).

Solution:
(@) px(x) =z, -1 <z <1

(®) Swmse(X) = Swan(X) = [X]/2
(C) Sq,MMSE(X) = 3X2/5 ) S'quAD(X) = 5X2/8

Ejercicio 20 (1.2;1.7)
Las variables aleatorias S'y X tienen una funcién de densidad de probabilidad con-
junta

(5,2) = 10s, 0<s<2? 0<z<1
Ps.x{5T) =130,  enotro caso

Se desea estimar S a la vista de X minimizando la siguiente funcién de coste:
N A\ 2
(8, 8) = 2 (S - s)

Obténganse:

(a) el estimador 6ptimo de 5, 5‘0, que minimiza el coste medio a la vista de X,
E {c(s, Q)\x}.

(b) el estimador de la forma S, = wX que minimiza el coste medio E {C(S, S ) }
(c) el coste medio global de ambos estimadores, E {C(S, SC)} yE {0(57 SL)} :
(d) el sesgo de ambos estimadores, E {S — S’C} yE {S — SL}

(e) la varianza del error de ambos estimadores, Var {S — SC} y Var {S -8 I }

Solution:
(a) Sc =1X?

(b) Sy =4X

(©) E{C(S, Sc)} == yE {C(S, SL)} = %

@ E{S-5c}=-ZyE{S -5} =-01319




Tratamiento Digital Problemas y Ejercicios
de la Informacion Estimacién Analitica Curso Académico 2012/2013

(€) Var {S . SC} — 0.03163 y Var {S - SL} — 0.0326

Ejercicio 21 (1.5;1.7)
Se desea estimar un vector aleatorio S a partir de un vector de observaciones X rela-
cionado con é€l:

X=HS+R

donde H es una matriz conocida, R es un vector de ruido con distribucién G(0, v,.1),
y S es el vector aleatorio a estimar, cuya distribucién es G(E{S}, V's). Sabiendo que
S y R son vectores aleatorios independientes:

(a) Calcilese el estimador ML de S, SML.
(b) Determinese si dicho estimador es sesgado o no. Justifique su respuesta.
(c) Segtn se sabe, el estimador MSE de S viene dado por la expresion:

Swwse = (HTH +0,V,") " H™X

Calciilese el sesgo de Syvse € indiquese en qué condiciones dicho sesgo tiende
a0.

Solution:
(@) Sw. = (H"H)™ H'X
(b) Es insesgado

© E {éMMSE . s} = (HTH + v,V )" HT HE{S} — E{S}. El sesgo tiende
a anularse cuando la potencia de ruido tiende a 0.

Ejercicio 22 (1.2)
Considérese la familia de funciones de coste dadas por

. . | 1.
c(S,9) = SN e SN - 56N

N +1 N(N +1)
siendo /N un ndmero entero no negativo e impar.
(a) Suponiendo que

1 s
psx(s,z) = T &P <_E — X> u(s)u(z) A>0

determinese el estimador de minimo coste medio de S a la vista de X.
(b) Determinese el minimo coste medio.

(c) Determinese el coeficiente w que minimiza el coste medio del estimador de la
forma R
S L — wX m

siendo m un entero positivo.

Indicacion: [;° 2 exp(—z) dz = N!
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Solution:
@ S=X

®) E{c(5,8)} = (N + 1) = 1) (¥ = A+

(Nm +1)!
(Nm + m)I m-1

() w=

Ejercicio 23 (1.4;1.7)
La densidad de probabilidad tipo Erlang de orden /N viene dada por la expresion

aV N lexp(—ax)

(N —1)!

px(x) = x>0, a>0

Supdngase que N es conocida. Considerando que la media viene dada por m = N/a,
determinense:

(a) El estimador ML de la media, MML, a partir de K observaciones independientes
de la variable.

(b) Elsesgo de MML.

(c) (Es My un estimador consistente en varianza?

Solution:
| X
Y/ A _E (k)
(a) MML = K k_l X

(b) Es insesgado

~ (% . .
(c) Var {MML} = Ex luego es consistente en varianza

Ejercicio 24 (1.6)
La variable X = [X, X», X3]T se distribuye segin una ddp de media m = 0 y matriz
de covarianza

321
Vix= 12 3 2
12 3

(a) Calculense los coeficientes (wg, w1 y w9) del estimador lineal de error cuadrético
medio minimo de X3 a la vista de X; y X5,

X3 imse = Wo + w1 X7 + weXs

N 2
(b) Calculese el error cuadratico medio £ { (X 53— X 3,LMSE> }
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Solution:
R 1 4
(@) Xsimse = —= X1+ =Xo
5 5
. 2 8
®) Eq (X5 = Kypuse) p=:

Ejercicio 25 (1.3; 1.6)
Sean X y S dos variables aleatorias con d.d.p. conjunta

(2, 5) a; 0<zr<l, 0<s<2(1l—ux)
Px.s\Ts 0 ; en caso contrario

siendo « una constante.
(a) Utilizando la representacion del soporte de la d.d.p., determine el valor de .
(b) Encuentre la funcién de densidad de probabilidad de S ala vista de X, pg|x (s|z).
(©) galcule el estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X,

SMMSE
(d) Calcule el estimador lineal de minimo error cuadratico medio de S a la vista de
X, SLMSE-

Solution:
(@ a=1
1

(b) psix(slz) = (-2
(c) §MSE =1-X

(d) Spmse =1 — X

Ejercicio 26 (1.3; 1.4; 1.7)
Para la estimacién de una variable aleatoria S se dispone de una observacién de la
v.a. X caracterizada por:

X=S+N
siendo la funcién de densidad de probabilidad de S

ps(s) =sexp(—s) s>0
y N un ruido aditivo, independiente de .S, con distribucién

pn(n) =exp(—n) n>0

(a) Obtenga el estimador de maxima verosimilitud de .5, §ML.

(b) Determine la funcién de densidad de probabilidad conjuntade X y S, px s(z, s),
y la funcién de densidad de probabilidad de S a la vista de X, pgx(s|z).

(c) Obtenga el estimador maximo a posteriori de S a la vista de X, §MAP.
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(d) Obtenga el estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X,
SMSE-
(e) Calcule el sesgo de los estimadores obtenidos anteriormente, Sy, Smap Y SMSE-

(f) Indique qué estimador tiene una menor varianza. Razone la respuesta sin calcular
las varianzas de los estimadores.

Nota: Para la resolucion del ejercicio puede emplear la siguiente igualdad:

/ 2V exp(—xz) dz = N!
0

Solution:
(@ S =X

(b) pxs(z,s) =sexp(—z) z>s, s>0

s
pS\X(S|I)=—2 O<s<z, x>0
x

(©) §MAP =X
~ 2
(d) Smse = §X

@ E {S . §ML} —E {S - §MAP} ~ 1
E {S - §M5E} =0
Var {§MSE} < Var {§MAP} = Var {§ML}

Ejercicio 27 (1.3)
La region sombreada de la figura ilustra el dominio de la funcién de distribucion
conjunta de S'y X, i.e., el conjunto de puntos para los que px s(z,s) # 0.

S A

0.5

i >
0.5 1 X

Responda a las siguientes cuestiones justificando sus respuestas:
(a) Si se sabe que px s(x,s) es constante en el dominio de definicién, ;jcudl es el
estimador MSE de S a la vista de X ? Represente graficamente dicho estimador.
(b) ¢Existe alguna px ¢(z, s) con el dominio anterior para la cual el estimador MSE
de S ala vista de X sea Sysg = X/2?
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(c) Justifique si existe alguna px s(z, s) con el dominio anterior tal que S = 0.5 sea:
= El estimador de minimo error cuadratico de .S a la vista de X.
= El estimador de minimo error absoluto de S a la vista de X.
= El estimador de maximo a posteriori de .S a la vista de X.

Solution:

(@) Susg = 0.25si0 <2 < 0.5 y Susg = 0.75s8100 <z < 1

(b) Para 0.5 < x < 1, pg|x(s|x) estd definida entre 0.5 < s < 1, por lo que X/2
no puede ser el valor medio de pg|x (s|z)

(c) S =0.5n0 puede ser ni la media ni la mediana de pg X( |z), pero puede ser
su maximo. Luego, S =0.5no puede ser ni SMSE, ni SMAD, pero puede ser

SMAP-

Ejercicio 28 (1.3;1.4)
La variable aleatoria .S sigue una distribucién exponencial

ps(s) = Ae ™, s>0

siendo A > 0. La variable aleatoria discreta X estd relacionada con S mediante una
distribucion de Poisson, es decir

Pxs(z|s) = T r=0,1,2,...

(a) Determine el estimador ML de S ala vista de «

(b) Suponga que se observan K realizaciones independientes {(z*), s) k =1,... K}
de (X, S). Determine el estimador ML de A basado en ellas.

(c) Determine el estimador MAP de S ala vistade = = 1.

Solution:
(@ S =X
(b) X !
ML = T——7%¢
% Zf:l 5(k)
~ X
(c) Smar = 1+—/\

Ejercicio 29 (1.5;1.7)
Se desea estimar la v.a. S a partir de la observacién X dada por:

X =54+ N+ Ny

donde S es una v.a. gaussiana de media m; y varianza v, y donde N; y N son dos
variables de ruido, independientes de S, cuya d.d.p. conjunta viene dada por:

0 )
DPNy,Ny (n1;n2) ~G <[ 0 } ) [ 12112 Ulj ])

Obtenga:
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(a) El estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X, Syusk.

(b) El estimador de maximo a posteriori de .S a la vista de X, §MAP.
(c) Calcule el sesgo y varianza de ambos estimadores.

Solution:

(a) S, U X +my (1 Us )
a = mg | 1—
VIMSE Vs + U1 + U2 + 2019 Vs + U1 + v + 2019

(b) Swiap = Sumise
(c) E{S - §MMSE} = E{S — §MAP} =0
Var {§MMSE} = Var {§MAP} = Ys

Ejercicio 30 (1.4;1.7)

Se dispone de una coleccion de observaciones {x(k), k =1,..., K} independientes
con distribucién de Pareto de parametros deterministas oy (3, es decir,
af®
pX\oa,ﬁ(x|a76) - zo+l’ xZﬂ

siendoa > 1y > 0.

(a) Supuesto conocido el valor de 3, determine el estimador ML de a, aiy .

(b) Suponiendo K = 1 (es decir, una sola observacion), determine el estimador ML
de 3, BmL-

(c) Suponiendo K = 1, determine el sesgo de BML.

Solution:
1
(a) 6ZML = K (k)
X 2k 0 B
(b) BML =z
~ 1
(c) Sesgo {5ML} = —mﬁ

Ejercicio 31 (1.3)
Construya el estimador de minimo error cuadratico medio de la variable aleatoria S a
partir de la observacién de una variable aleatoria X en los siguientes casos:

(a)

(z,s) = 1, 0<z <1, 0<s<1
Px.5\%,5) = 0, en el resto

(b)
(2,5) = 2, 0<s<1l—2z, 0<x<1
Px.5\%,8) = 0, en el resto
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Solution:
1

(a) §MMSE =3

(b) Sumse = 5%

Ejercicio 32 (1.3; 1.7)
Se desea estimar la v.a. S a partir de la observacién X y para ello se conoce la distri-
bucién conjunta de ambas:

(s,2) = 6s, O0<s<zx—1, 1<x<?2
Ps.x5,T) = 0, enelresto
Obtenga:
(a) El estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X, §MMSE.
(b) El estimador de mdximo a posteriori de .S a la vista de X, §MAP.

(¢) El estimador de minimo error absoluto de S a la vista de X, §MAD.
(d) Calcule el sesgo de los estimadores anteriores.

Solution:
(@) Smmse = % (X —1)

(b) Swar = X — 1
(©) Swap = J5 (X — 1)

@ E {S . §MMSE} —0 E {S . §MAP} - 025 E {S . §MAD} — —0.03

Ejercicio 33 (1.4;1.7)

Se dispone de una coleccién de observaciones {z(*), k = 1,..., K} independientes
con distribucién de Rayleigh de parametro b, es decir,
2 x?
pxp(x]b) = 72 exp (—?) , x>0
siendo b > 0.

(a) Determine el estimador ML de b, BML.

(b) Si el conjunto de valores observados es {2,0,1, 1}, ;cudl seria el valor mas ve-
rosimil del pardmetro b?

(c) Determine el sesgo del estimador.

Solution:

~ 1 K 2
(a) bML = ? ; (I(k))




Tratamiento Digital Problemas y Ejercicios
de la Informacién Estimacion Analitica Curso Académico 2012/2013

) by = 1.5

(c) Insesgado

Ejercicio 34 (1.3;1.7)
Se dispone de tres variables aleatorias independientes 51, So y S5, con idéntica fdp a
priori. A partir de una observacién de X = S; + 5, + S3 se desea estimar 5.

(a) Justifique brevemente por qué el estimador de minimo error cuadratico de S
. T
dado z es §; = 3

(b) Calcule el sesgo de dicho estimador. ;Es sesgado o insesgado?

Asumiendo en los apartados siguientes que S, S2 y S3 tienen una fdp uniforme entre
-lyl:
(c) Calcule la fdp de X dado s;.

(d) Calcule la varianza del estimador Sl.

Solution:
(a) Por la simetria del problema, todas las E{S;|x} deben ser iguales y sumar z.

(b) 0, insesgado.

(©) px|s, (x]|s1) = 1/2 — | — s1]/4 para =2 < x < 2, 0 en otro caso.
(d) 1/9

Ejercicio 35 (1.5)
Dos variables aleatorias Gaussianas independientes Z; y Z» tienen medias 2 y 1,
respectivamente. Ambas tienen varianza unidad. Estamos interesados en su diferencia
S == Z1 - ZQ.

(a) Calcule pg(s), el estimador MMSE de S y el error cuadratico medio de dicho
estimador, si no se dispone de ningtin dato adicional.

(b) A continuacién se observa X = Z; + Z, = 3. Calcule pgx(s|z), el estimador

MMSE de S a la vista de X y el error cuadratico medio de dicho estimador.
Interprete el resultado obtenido en relacién con el apartado anterior.

Solution:
(a) Smmse = 1, con varianza 2.

(b) X es independiente de .S, por lo que la respuesta es la misma que en a).

Ejercicio 36 (1.2;1.3)
Se desea estimar la variable aleatoria S' a partir de la variable aleatoria X conociendo
la funcién de densidad de probabilidad conjunta de ambas, dada por:

psx(s,x)=24zs, 0<s<l—-z,0<z<1
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(a) Calcule el estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X,
Swmse-

(b) Calcule el estimador MAP de S a la vista de X, S’MAP.

(c) Calcule el estimador MAD de S ala vista de X, SMAD.

(d) El estimador de la forma S’CUAD = wX? de minimo error cuadratico medio.

Solution:

A 2
(@) Smmse = g (1 - X)-

(b) Dado que pg|x(s|z) es creciente con s, Syap = 1 — X.

A 1-X
(c) Smap =

?\

(d) w=0.8

Ejercicio 37 (Estimacion Lineal)
Se sabe que la distribucién conjunta de S con X viene dada por:

1
pS’X(s,x):§(x—|—s) 0<zx<2 0<s<l

(a) Obtenga el estimador lineal de minimo error cuadratico medio, SLMSE = wy +
le.

(b) Calcule el error cuadratico medio del estimador.

Solution:

14 1

(a) Stmse = % - 2—355

® E{ (5 Suse) = 155

Ejercicio 38 (Estimacion ML y MMSE)
El encargado de una empresa informética desea analizar la productividad de sus em-
pleados mediante la estimacién del tiempo, S, que les lleva desarrollar cierto progra-
ma informadtico. Para ello, a las 12:00 a.m. el encargado solicita a sus empleados la
realizacion de este programa. Los empleados no atienden la peticion hasta que fina-
licen la tarea que estén llevando a cabo en ese momento, lo que les lleva un tiempo
adicional N. En consecuencia, el tiempo total transcurrido desde la peticion del en-
cargado hasta que el empleado termina el programaes X = S + V.

Se sabe que el tiempo N puede modelarse mediante la siguiente distribucién expo-
nencial:

pn(n) =aexp(—an) n >0,
mientras que .S puede modelarse mediante una exponencial retardada, es decir:

ps(s) =bexp(—=b(s—c)) s>c
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(a) Antes de iniciar el andlisis de productividad sobre los empleados, se ha simulado
sobre un grupo de control, midiendo directamente sobre este grupo los tiempos
que han tardado en acabar las tareas que estin realizando y los tiempos que han
tardado en desarrollar el programa informatico. Como consecuencia se tienen
los siguientes conjuntos de observaciones independientes: 6, 10, 12 y 20 minutos
para el tiempo N y 6, 12, 18 y 36 minutos para el tiempo .S. Estime por maxima
verosimilitud los valores de las constantes a, by c.

Considere de ahora en adelante que a = 10 minutos, b = 10 minutos y ¢ = 5 minutos.

(b) Si cuando comienza el andlisis de productividad, el encargado recibe la notifi-
cacion de finalizacién del programa de tres empleados diferentes a las 12:25, a
las 12:30 y a las 12:40 a.m., estime por maxima verosimilitud el tiempo que ha
tardado cada uno de estos empleados en realizar el programa.

(c) (Qué tiempo estimariamos que ha tardado cada uno de estos empleados si uti-
lizasemos un estimador de minimo error cuadratico medio?

Solution:
(@) avr, = % Zszl n®) = 12 minutos;
éwr, = ming {s®} = 6 minutos;
bt = % S, (s — évn) = 12 minutos.

(©) Smmse = 2. Suuse(x = 25) = 15, Syuse(e = 30) = 17.5,8\use(e =
40) = 22.5.

Ejercicio 39 (Estimacion MMSE y MAD)
Se sabe que la distribucién conjunta de S con X viene dada por:

x(fix); 96(1—2:)<S<2x(1—x), 0<x<l1

psx(s,7) = 0 resto

(a) Represente, de forma aproximada, la region de soporte de la distribucién conjun-
ta.

(b) Determine el estimador §MMSE.

(c) Determine el estimador §MAD.

Solution:
(a) Laregion de soporte es la zona sombreada de la figura

04
03
02
0.1
00

By

05

X

. 14
() Smmse = Eﬁc(l — ).
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(C) §MAD = \/gl'(l — JZ)

Ejercicio 40 (Estimacion ML)

Se toma una medida de la tensién intantdnea z existente en un momento dado en
un nodo de un circuito. En dicho nodo existe una componente de sefial con valor s,
contaminada por ruido gaussiano aditivo de media nula y varianza v, e independiente
de la sefal. A priori, el valor de s sigue una densidad de probabilidad gaussiana de
media y varianza unitarias.

(a) Suponiendo conocida v, calcule el estimador de maxima verosimilitud de s,

§ML(37)-
(b) Calcule el error cuadrético medio en el que incurre el estimador Sy ().
(c) Calcule la verosimilitud de v a la vista de x, px,(z|v).

(d) Calcule el estimador de maxima verosimilitud de v, Oy ().

Solution:

(@ SuL(z) ==z

®) E[(z —s)}] =v

©) p(zlv) = G(z|l,v+1)

(d) omp(x) = méx[(z — 2)z, 0]




