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Tratamiento Digital Evaluacion continua: Prueba 1
de la Informacién Estimacién Analitica Curso 2011/12

Nombre y apellidos:

Titulacién y grupo:

NIA y firma:
Question: 1 2 3 4 5 6 Total
Points: 10 10 10 10 30 30 100
Score:
Indicaciones:

= El examen consta de una primera parte que consiste en 5 cuestiones de tipo test, y de una
segunda parte con dos ejercicios cortos. Ambas partes reciben la misma valoracién. Algunas
preguntas se dividen en varias subpreguntas, en cuyo caso la puntuacién se distribuye unifor-
memente entre ellas. Se incluyen ademas dos preguntas de tipo test asociadas a las sesiones
practicas.

= Cada pregunta o subpregunta de tipo test Uinicamente tiene una respuesta correcta; sin em-
bargo, los alumnos pueden marcar tantas respuestas como consideren oportuno. Si se mar-
ca la respuesta correcta se obtiene la puntuacién asociada a la pregunta (o subpregunta);

por cada respuesta incorrecta marcada se obtendrd una penalizacién que se calcula como
Puntuacién pregunta
Numero de opciones — 1°

= Consteste a las preguntas en la hoja de examen. Si necesita mdas espacio utilice una hoja
adicional.

Notacién:
. S'MMSE Estimador de minimo error cuadratico medio.
. S'M Ap Estimador de minimo error absoluto medio.
. S'M Ap Estimador de maximo a posteriori.
. S'ML Estimador de méxima verosimilitud.

» Spumsk Estimador lineal de minimo error cuadratico medio.

1. Preguntas tipo test

(10%) 1. Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) Para disenar el estimador de mdxima verosimilitud de una variable aleatoria S es impres-
cindible conocer su d.d.p. a priori pg(s).
(O Verdadero.
\/ Falso.
(b) El estimador de maxima verosimilitud de un pardmetro determinista coincide con el esti-
mador que maximiza el logaritmo de su verosimilitud.
v/ Verdadero.
O Falso.
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(¢) Conociendo todos los estadisticos de primero y segundo orden de la variable a estimar
y las observaciones, puede determinarse el estimador lineal de minimo error cuadratico
medio.

v/ Verdadero.
O Falso.

(d) Elestimador lineal de minimo error cuadrético de una variable aleatoria S de media m # 0
a partir de otra variable aleatoria X de media nula tiene un término wy distinto de cero.

v/ Verdadero.
O Falso.

(10%) 2. Se trata de estimar la variable aleatoria S a la vista de la observacién X. Se tiene que
psx(slz) = Le=3/T 2 >0, s > 0. Sefiale la afirmacién CORRECTA:

v/ El estimador MAP es éyap = 0.

(O El estimador MMSE coincide con el MAP.
(O El estimador MAP es Syap = .

O El estimador MMSE es $ymse = s/2.

(10%) 3. Se desea estimar la v.a. S a partir de la observacién X = 25 + N. Para ello, se plantea usar
los estimadores: S; = X y S = X/2. Se puede afirmar que:
(a) Sy tiene sesgo nulo si E{N'} = 0.
v/ Verdadero.
O Falso.

(b) El sesgo de S; s6lo depende de E{N}.
(O Verdadero.
v/ Falso.
(c) El sesgo de S siempre es mayor que el de 5'2, independiente de la distribuciéon de N.
v/ Verdadero.
(O Falso.
(d) La varianza de S siempre es mayor que la de So, independiente de la distribucién de V.
v/ Verdadero.
O Falso.

(10%) 4. En un problema de estimacién analitica, se sabe que pg|x(s|z) = ps(s), para todo s y todo z.
Se observa X = 4. Indique si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.
(a) El estimador de minimo error cuadritico medio de S a la vista de X es E{S|X = 4}.
v/ Verdadero.
(O Falso.
(b) El estimador de minimo error cuadrédtico medio de S a la vista de X es E{S}
v/ Verdadero.
O Falso.

(c) El estimador de minimo error cuadritico medio de S a la vista de X es s
(O Verdadero.
v/ Falso.

(d) El estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X es 4

(O Verdadero.
\/ Falso.
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2. Miniejercicios

(30%) 5. Suponiendo que
5
ps,X(SJ):Z—SﬂC, s€[0,1],z € [0,1]

determine el estimador MSE de s a la vista de z.

15—8x

Solution: Svmse = 55755

(30%) 6. Considérese la estimacién de una variable aleatoria S a partir de otra X, estando ambas

caracterizadas por la siguiente densidad de probabilidad conjunta:

ps.x(s,x) =2, 0<s<um; 0<z<1.

(a) Calcule el valor de w que minimiza el error cuadrético medio (MSE) de un estimador con

forma analitica S = wX?2.

(b) Calcule el sesgo del estimador.

Solution:

(b) Es sesgado.




(10 %)

Tratamiento Digital Evaluacion continua: Prueba 2
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Nombre y apellidos:

Titulacién y grupo:

NIA y firma:
Question: 1 2 3 4 5 6 Total
Points: 10 10 10 10 30 25 95
Score:
Indicaciones:

El examen consta de una primera parte que consiste en 4 cuestiones de tipo test, y de una
segunda parte con dos ejercicios cortos. Ambas partes reciben la misma valoracién. Algunas
preguntas se dividen en varias subpreguntas, en cuyo caso la puntuacién se distribuye unifor-
memente entre ellas.

Cada pregunta o subpregunta de tipo test unicamente tiene una respuesta correcta; sin em-
bargo, los alumnos pueden marcar tantas respuestas como consideren oportuno. Si se mar-
ca la respuesta correcta se obtiene la puntuacién asociada a la pregunta (o subpregunta);

por cada respuesta incorrecta marcada se obtendra una penalizacién que se calcula como
Puntuacién pregunta
Numero de opciones — 1°

Consteste a las preguntas en la hoja de examen. Si necesita méas espacio utilice una hoja
adicional.

Notacion:
Decisor ML: Decisor de méxima verosimilitud [¢ar(x)].
Decisor MAP: Decisor maximo a posteriori [¢parap(X)].
LRT: Test de razén de verosimilitudes.
P.: probabilidad de error.
Pr4: probabilidad de falsa alarma.
Py probabilidad de pérdidas.
Pp: probabilidad de deteccién.
curva ROC: curva caracteristica de operacion.

ci;: coste de decidir D = 7 cuando H = j es la hipétesis correcta.

1.

Preguntas tipo test

1. Considere el problema de decisién binaria (D € {0,1}) con observacién X € R y el decisor
dado por

La

D=1
-4 = 0
D=0

regién de decisién X} (correspondiente a D = 1) esta dada por
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A (-1/2,1/2).
B. (—o0,—1/2) U (1/2,00).
C. (-2,2).
D. (—o0,—2) U (2, 00).

(10%) 2. Considere un problema de decisién binario, y sea Pyiap la probabilidad de error del decisor
MAP. Sea un decisor arbitrario, que llamaremos DEC, de probabilidades de error, falsa alarma
y pérdida P,., Ppa y Py, respectivamente. Se puede afirmar que:

(a) P. > Puap
(O Verdadero.
(O Falso.
(b) Si DEC es ML, Ppa < 0.5
(O Verdadero.
O Falso.
(C) Si DEC es 1\/[1_47 PM = PFA~
(O Verdadero.
O Falso.
(d) Puvap <0.5.
(O Verdadero.
(O Falso.

(10%) 3. Considere los problemas de deteccién y las curvas ROC representadas en la Figura. Suponga
que disena un test LRT con cada uno de los problemas de deteccién. Cada uno de estos test
LRT se correspondera con una curva ROC.

p(x|1)
p(xI0) pixID
P p o : > p 0 : 2
X X
Problema P1 Problema P2
PD C
p(x]0) p(x|1)
2 1 0 1 2
X
Problema P3 Curvas ROC

Relacione cada curva ROC con el problema de decision que le corresponde
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(a) ProblemaPl: O A OB (OC
(b) Problema P2: O A OB (OC
(¢) ProblemaP3: O A OB (OC
(10%) 4. Se desea disenar un decisor para un problema definido por las siguientes verosimilitudes uni-
dimensionales:
pX\H(JC\O) ~ G (mo,vo), pX|H(I|1) ~ G (my,v1)
Se puede afirmar que:
(a) Simg=myy vg # vy, el decisor ML aplica un tnico umbral sobre z.
(O Verdadero.
O Falso.
(b) Siwvg=w1y mg# my, el decisor ML coincide con el decisor LRT Minimax.
(O Verdadero.
(O Falso.
(¢) Si mg = my = 0, el decisor ML puede expresarse en funcién del valor absoluto de la
observacién, |z|.
(O Verdadero.
(O Falso.
(d) Siwvg=w1y my#my, el decisor MAP verifica que P, = 2Ppa.
(O Verdadero.
(O Falso.

2. Miniejercicios
(30%) 5. Considere el problema de decisién binaria dado por las verosimilitudes

1

1
)=>— — 0 10
pxa(z[1) £ 5% <z <
1
px|a(z]0) =5 0<z<5
4
Se sabe que Py (1) = 7

(a) Diseiie el decisor de minima probabilidad de error.
(b) ¢{Cuadl es la probabilidad de pérdida del decisor?

(30%) 6. Considere el problema de decisién definido por las siguientes verosimilitudes:

2 1
pxu(z[l) = 3 -1<z< 5

pxia(z2) =1, 0<z<l1
pxu(x3)=1—|z[, |z[<1
(a) Determine el decisor ML.
(b) Obtenga la probabilidad de acierto bajo cada hipdtesis, P {D = h|H = h}, h =1,2,3.
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Nombre y apellidos:

Titulacién y grupo:

NIA y Firma:
Question: 1 2 3 4 5 Total
Points: 10 20 20 25 25 100
Score:
Indicaciones:

= El examen consta de 5 ejercicios cuya valoracion se indica junto a cada enunciado y en la tabla
superior. El primer ejercicio consta de cuatro cuestiones de tipo test con igual puntuacién
(2.5/100 puntos); cada respuesta errénea acarreard una penalizacion equivalente a la propia
puntuacién de la cuestion. La minima puntuacién del ejercicio tipo test es 0.

= Conteste a las preguntas de tipo test en la hoja de examen. Conteste al resto de ejercicios en
hojas independientes, ya que cada ejercicio se entregara por separado. Debe escribir su nombre,
apellidos y grupo en todas las hojas que entregue.

= Paralaresolucién del examen no se permite el uso de apuntes, ejercicios resueltos o calculadoras
de cualquier tipo. Unicamente se acepta el uso de una hoja manuscrita que ha de entregarse
junto con la hoja de examen.

= La duracién del examen es de 3 horas.

Notacion:
. §MM5E: Estimador de minimo error cuadratico medio.
. §MAD: Estimador de minimo error absoluto medio.
. §MAPZ Estimador de méaximo a posteriori.
. §ML: Estimador de maxima verosimilitud.
. §LM5E¢ Estimador lineal de minimo error cuadratico medio.
= Decisor ML: Decisor de maxima verosimilitud [¢wr, (x)].
= Decisor MAP: Decisor méaximo a posteriori [¢pap(x)].
= LRT: Test de razén de verosimilitudes.
= P,: probabilidad de error.
= Ppa: probabilidad de falsa alarma.
= Py: probabilidad de pérdidas.
= Pp: probabilidad de deteccion.

= Curva ROC: curva caracteristica de operacion.
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(10%) 1. Sean Din] y X[n]| dos procesos estocésticos conjuntamente estacionarios, ambos de media
nula. Sea D[n] el proceso estocastico que resulta de pasar X[n] por un filtro FIR de Wiener de
coeficientes w = (wo, ..., wp_1)T. Sea E[n] = D[n] —w7T X[n] el error de estimacién. Se puede
afirmar que

(a) D[n] tiene media nula.
v/ Verdadero.
(O Falso.
(b) E[n] es (estadisticamente) ortogonal a D[n].
(O Verdadero.
v/ Falso.

(c) El valor cuadratico medio del error es nulo
(O Verdadero.
\/ Falso.

(d) Si se aplica el algoritmo LMS para estimar w a partir de una realizacién del proceso
conjunto (D[n], X[n]), cada paso del algoritmo requiere la inversién de una matriz.

(O Verdadero.
/ Falso.

(20%) 2. Se dispone de una coleccién de observaciones {z(*) k = 1,..., K} independientes con distri-
bucién de Rayleigh de parametro b, es decir,

2 z?
pplal) = e (<5). 220

siendo b > 0.
(a) Determine el estimador ML de b, Dy

(b) Si el conjunto de valores observados es {—2,0,1,—1}, jcuél seria el valor mas verosimil
del parametro b?

(c) Determine el sesgo del estimador.

Solution:
1« 2
o = — (k)
(@) b = = > ()
k=1
(b) byr = 1.5
(c) Insesgado

(20%) 3. Considere el problema de decisién binaria dado por la observaciéon x = (x1,z2) € R? y verosi-

militudes
px|a(x[1) = exp(—z1 — 22), x1 > 0,20 >0
px|a(%]0) = 2, x1 > 0,70 > 0,71 +79 < 1

siendo Py (1) =4/5.

(a) Determine el decisor ML.

(b) Determine el decisor MAP.

(c) Determine la probabilidad de error del decisor ML.
(d) Represente la probabilidad de falsa alarma del decisor MAP.
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Solution:
D=1
(a) a1 422 2 1
D=0

(b) Decide D =0 si In(2) < 21 + x2 < 1, decide D =1 en caso contrario.
(c) P.=(1—-2e"1)/5
(d) PFA = 1n(2)2

(25%) 4. Se dispone de tres variables aleatorias independientes Sy, Ss y Ss3, con idéntica fdp a priori. A
partir de una observacion de X = S; + Sy + S3 se desea estimar S;.

(a) Justifique brevemente por qué el estimador de minimo error cuadrético de S; dado = es
. T
S1 = —.

3
(b) Calcule el sesgo de dicho estimador. ;jEs sesgado o insesgado?

Asumiendo en los apartados siguientes que S, So y S35 tienen una fdp uniforme entre -1 y 1:
(c) Calcule la fdp de X dado s;.

(d) Calcule la varianza del estimador S;.

Solution:

(a) Por la simetria del problema, todas las E{S;|z} deben ser iguales y sumar x.
(b) 0, insesgado.

(c) pxys,(z|s1) =1/2 — | — s1]/4 para —2 < x < 2, 0 en otro caso.

(d) 1/9

(25%) 5. Considere un problema de decisién binaria con hip6tesis equiprobables definido por las siguien-
tes verosimilitudes:
. 2$1, 0 S X1 S 1
Py (21]0) = 0, en el resto

2(17$1), 0<z; <1
px,(211) = { 0, en el resto

Se sabe que los costes de acertar son nulos mientras que los de equivocarse unitarios (cog =
c11 =0, c10 = co1 = 1).
(a) Obtenga la familia de decisores LRT de la forma
D=0
px,a(21]0) 72

< N
px,a(@ill) p=y

y calcule su probabilidad de falsa alarma Ppa y de pérdida Py en funcién de 7.

(b) A partir del resultado anterior obtenga la probabilidad de falsa alarma Pra y de pérdida
Py del decisor bayesiano, asi como la probabilidad de pérdida del decisor de Neyman
Pearson para una probabilidad de falsa alarma de 0.01.
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(c) Se desea mejorar las prestaciones del decisor bayesiano proporcionado por la observacion
X, y para ello se recurre a medir una nueva variable X5 que tiene, bajo cada hipoétesis,
la siguiente distribucién:

323, 0<mz <1
P, | (22]0) = { 0, en el resto

3(1—m2)2%, 0<z2<1
Pxo(m (T2]1) = { 0, en el resto

Obtenga la probabilidad de falsa alarma Py y de pérdida Py del decisor bayesiano basado
en Xz.

(d) Se desea analizar el coste total de llevar a cabo la decisién por cada uno de los esquemas
de decision propuestos. Para ello, se va a medir el coste total de tomar una decisién como
el riesgo del decisor (rg,) mas el coste de medir la observacion Cy,, es decir,

Croti = 14, + Cx;-

Sabiendo que medir la observacién X; tiene un coste nulo, mientras que medir X5 tiene
un coste a, indique para que valores de a el esquema de decisién basado sélo en X7 o el
basado sélo en X5 proporciona un menor coste total.

Solution:
D=0

(@) &1 =2 —— =1
D=1 147

PFA _ 1712 y PM — (1 _ ,’7/)2

1 1
(b) Dec. Bayesiano: Prpa = 1 y Py = i

Dec. N-P: Ppa = 0.01 y Py = 0.81

D=0
(c) 22 2 5
D=1
1 1
Pra==-v Pu=-
FA 8YM 3

1 1
(d) Crori = 1Y Crot2 = 3 +a

. . 1
Sia< 3’ Cror2 < CroT1- Y sia > 3’ Cror2 > CtoTi-
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Nombre y apellidos:

Titulacién y grupo:

NIA y Firma:
Question: 1 2 3 4 5 Total
Points: 10 20 20 25 25 100
Score:
Indicaciones:

= El examen consta de 5 ejercicios cuya valoracion se indica junto a cada enunciado y en la tabla
superior. El primer ejercicio consta de cuatro cuestiones de tipo test con igual puntuacion
(2.5/100 puntos); cada respuesta errénea acarreara una penalizacion equivalente a la propia
puntuacién de la cuestion. La minima puntuacién del ejercicio tipo test es 0.

= Conteste a las preguntas de tipo test en la hoja de examen. Conteste al resto de ejercicios en
hojas independientes, ya que cada ejercicio se entregara por separado. Debe escribir su nombre,
apellidos y grupo en todas las hojas que entregue.

= Para la resoluciéon del examen no se permite el uso de apuntes, ejercicios resueltos o calculadoras
de cualquier tipo. Unicamente se acepta el uso de una hoja manuscrita que ha de entregarse
junto con la hoja de examen.

= La duracién del examen es de 3 horas y 15 minutos.

Notacion:
n §MMSE: Estimador de minimo error cuadratico medio.
. §M ADp: Estimador de minimo error absoluto medio.
. §M ap: Estimador de maximo a posteriori.
. §ML: Estimador de méaxima verosimilitud.
. §LMSE: Estimador lineal de minimo error cuadratico medio.
= Decisor ML: Decisor de méaxima verosimilitud [¢yr, (x)]-
= Decisor MAP: Decisor maximo a posteriori [¢pyap (x)].
= LRT: Test de razén de verosimilitudes.
= P.: probabilidad de error.
= Ppa: probabilidad de falsa alarma.
= Pyp: probabilidad de pérdidas.
= Pp: probabilidad de deteccion.

= Curva ROC: curva caracteristica de operacion.
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(10%) 1. Sean D[n] y X[n] dos procesos estocisticos conjuntamente estacionarios, ambos de media nula.
Se desea estimar D[n] a la vista de X[n]. Sea D[n] el proceso estocéistico que resulta de pasar
X[n] por un filtro FIR de Wiener de coeficientes w = [wy, ..., wp_1]T. Sea E[n] = D[n] — D[n]
el error de estimacioén. Se puede afirmar que

(a) E[n] es (estadisticamente) ortogonal a X|[n].
v/ Verdadero.
O Falso.
(b) Si D[n] es independiente de X [m] para todo n y para todo m, entonces w = 0.
v/ Verdadero.
O Falso.
(c¢) El error cuadratico medio no puede aumentar al aumentar el orden del filtro, P.
v/ Verdadero.
O Falso.
(d) Para aplicar el algoritmo LMS con objeto de estimar w a partir de una realizacion del
proceso conjunto (D[n], X [n]), es necesario conocer la matriz de autocorrelacion de X[n].
(O Verdadero.
v/ Falso.

(20%) 2. Dos variables aleatorias Gaussianas independientes Z; y Z tienen medias 2 y 1, respectiva-
mente. Ambas tienen varianza unidad. Estamos interesados en su diferencia S = Z; — Zs.

(a) Calcule ps(s), el estimador MMSE de S y el error cuadratico medio de dicho estimador,
si no se dispone de ningtn dato adicional.

(b) A continuacion se observa X = Z; + Z; = 3. Calcule pg|x(s|z), el estimador MMSE de
S a la vista de X y el error cuadratico medio de dicho estimador. Interprete el resultado
obtenido en relacién con el apartado anterior.

Solution:

(a) Smmse = 1, con varianza 2.

(b) X es independiente de .S, por lo que la respuesta es la misma que en a).

(20%) 3. Se tiene un problema de decision binaria definido por las verosimilitudes representadas en la
siguiente figura:

px|a(x[0) px|m (1)

-1 0 1 2 T

(a) Obtenga una expresion para las regiones de decision de un decisor LRT genérico.

(b) Obtenga las probabilidades de falsa alarma y de pérdida y represente la curva ROC.

Solution:
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(b) PFA = %(1 — ’U,)Q, PD = %’U,Q

(25%) 4. Se desea estimar la variable aleatoria S a partir de la variable aleatoria X conociendo la funcién
de densidad de probabilidad conjunta de ambas, dada por:

ps.x(s,x)=24zs, 0<s<l—-z, 0<z<l1
(a) Calcule el estimador de minimo error cuadratico medio de S a la vista de X, S'MMSE.
(b) Calcule el estimador MAP de S a la vista de X, SMAP.
(c) Calcule el estimador MAD de S a la vista de X, SMAD.
)

(d) El estimador de la forma S’CUAD = wX? de minimo error cuadratico medio.

Solution:

(1-X).

Wl o

(a) 51MMSE =

(b) Dado que pgx(s|x) es creciente con s, Syap=1-X.
1-X
7

(c) Smap =

(d) w=08

(25%) 5. Considere el problema de decision binaria dado por hip6tesis equiprobables y verosimilitudes
pau(z|l) = zexp(—z), =0 (1)
Pa|u (2]0) = exp(—x), x>0 (2)
(a) Determine, en funcion de 7, las regiones de decision del decisor LRT de parametro 7.
(b) Determine, en funciéon de 7, las probabilidades de falsa alarma y de pérdida del decisor
LRT.
(¢) Determine la probabilidad de deteccion del detector de Neyman Pearson dado por Pra <
-1
e .
(d) Determine la probabilidad de error condicionada a la observacion, P{D # Hlz}, del
decisor LRT de parametro n

Solution:
D=1

(a)z = 7
D=0

(b) Pra =€, Ppa =1 — (1 +n)e™"
(C) Pp = 2e¢ 1

six<n
sixz >n

(d) P{D # Hlz} = | T

14+x°
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