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Capitulo 2

Ruido en los sistemas de comunicaciones

En un sistema de comunicaciones hay distintos tipos de senales. Algunas senales son determinis-
tas. Otras, sin embargo, tienen naturaleza aleatoria, ya que no se conoce a priori su valor concreto
en un cierto instante de tiempo, sino que se conoceran unicamente sus parametros estadisticos. A
este tipo de senales pertenecen por ejemplo

= Las senales de informaciéon que se desean transmitir. Toda senal de informacién tiene un
cierto grado de incertidumbre. Si no fuera asi, no contendria realmente informacién (por
ejemplo, si el receptor conociera de forma precisa la senial que se va a transmitir, no seria
necesario transmitirla).

= El ruido térmico que siempre aparece en la transmision de senales electromagnéticas.

Para caracterizar senales de este tipo, de las que se conocen algunas de sus caracteristicas es-
tadisticas, pero no sus valores concretos en un momento dado, se utilizan los procesos aleatorios.

Por esta razon, en este capitulo se va a utilizar la teoria de los procesos aleatorios para caracteri-
zar senales de comunicaciones y, sobre todo, el ruido térmico, ya que este modelo serd fundamental
en el diseno y analisis de sistemas de comunicaciones al ser el ruido térmico una de las principales
fuentes de distorsion. Se analizard también como afectan los sistemas lineales a los parametros
estadisticos que definen el procesos, y se verd cémo calcular la relacién senal a ruido bajo diversas
circunstancias en un sistema de comunicaciones.

Antes de llegar a la utilizacion de los procesos aleatorios como herramienta para la caracteriza-
cién de senales en un sistema de comunicaciones, se realizard un breve repaso de algunos conceptos
relacionados con la probabilidad, las variables aleatorias y los procesos aleatorios. Aunque estos
conceptos formarian parte de la asignatura previa de Estadistica, se incluyen aqui por completitud.

2.1. Probabilidad

En este apartado se repasardan, de forma breve, algunos de los conceptos basicos de la teoria
de la probabilidad. Nos centraremos en los aspectos que son necesarios para el tratamiento de
procesos aleatorios en el ambito del modelado de senales de comunicaciones.

La teoria de la probabilidad trabaja con fenémenos que se producen de forma masiva. Hay un sin
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nimero de ejemplos: juegos de azar, movimiento de electrones, tasas de nacimiento y muerte, etc.
Y lo que la teoria de la probabilidad trata de hacer es establecer promedios para esos fenémenos.
En particular, su propdsito es describir y predecir estos promedios en términos de probabilidades
de sucesos o eventos.

2.1.1. Espacio de probabilidad

Antes de poder definir lo que es un espacio de probabilidad, es necesario hacer varias definiciones.

Experimento aleatorio

El concepto fundamental en el que se basa la teoria de la probabilidad es el experimento aleatorio.
Un experimento aleatorio es un experimento cuya salida no puede ser predicha con exactitud. Tirar
una moneda, tirar un dado, sacar una carta de la baraja, o medir el valor de voltaje en un par de
cobre, son algunos ejemplos de experimento aleatorio.

Espacio muestral (Espacio de muestras)

Todo experimento aleatorio tiene ciertos valores de salida, o posibles resultados del experimento.
En el caso del lanzamiento de una moneda, que la figura que queda hacia arriba se cara o cruz,
en el caso del dado, que el nimero de puntos de la cara que queda hacia arriba sea 1, 2, 3,4, 5 0
6. Se define el espacio muestral como el conjunto de todas las posibles salidas de un experimento.
Normalmente se denota con la letra griega omega €.

En cuanto a su naturaleza, existen dos tipos de espacios muestrales:

= Discretos, cuando el experimento tiene como posibles valores un numero finito de posibles
valores, o un numero infinito numerable.

= No discretos (o continuos), cuando el espacio muestral corresponde a conjuntos continuos
de posibles valores (o dicho de otro modo, el niimero de posibles valores de salida es infinito
incontable).

Ejemplos de los primeros son el dado o la moneda antes mencionados. En ese caso el espacio de
muestras es para la moneda cara y cruz, en el caso del dado, 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Un ejemplo de
variable aleatoria con un espacio muestral continuo es el valor del voltaje en una resistencia, que
puede tomar cualquier valor dentro de un rango de valores de voltaje. En este caso el espacio de
muestras es todo ese conjunto continuo de posibles valores.

Existen también espacios mixtos, con parte del espacio muestral discreto, y parte continuo,
aunque no se comentaran en este capitulo.

Sucesos (Eventos)

Un suceso, o un evento, es un subconjunto del espacio de muestras sobre el que es posible definir
una probabilidad. Para que esta medida de probabilidad tenga sentido, tiene que imponer una
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serie de condiciones, que se veran algo mas tarde. Vamos primero a ver qué es lo que se entiende
por una probabilidad.

La probabilidad de un suceso E es un nimero, P(F), no negativo, definido entre 0 y 1 (0 <
P(F) < 1), asignado a ese evento y que describe lo probable o improbable que es dicho suceso.
Este nimero se puede interpretar de la forma siguiente:

Si un determinado experimento se realiza un nimero N de veces (suponiendo que N es sufi-
cientemente grande) y el evento A ocurre N, veces, entonces podemos decir que la probabilidad
serd bastante cercana a la relacion N/N:

P(A) ~ %

Esta puede ser una definicién intuitiva de probabilidad, es decir, que es una medida que nos indica
lo frecuentemente que se produce un suceso cuando se realiza un cierto experimento.

Para el caso de espacios discretos, la idea es simple. ;Cudl es la probabilidad de sacar un 5 al
tirar un dado? Si el dado no estd trucado, esta probabilidad es 1/6. Pero para el caso de espacios
continuos hay un matiz importante a tener en cuenta. Por ejemplo, jcual es la probabilidad de
que el voltaje en una resistencia valga 1 V? La respuesta es 0. Aunque esto puede parecir anti-
intuitivo, la explicacion esta en que el conjunto de valores que puede tomar es infinito, asi que la
probabilidad de tener uno de ellos es nula. En resumen, no es posible definir una probabilidad para
un valor concreto. Lo que si es posible es definir la probabilidad de que el valor de tensién esté en
un cierto intervalo, por ejemplo entre 0.99 y 1.01 voltios. Ese suceso si tiene una probabilidad
asociada.

Asi pues, los sucesos en experimentos con espacios muestrales discretos han de estar formados
por un subconjunto del espacio muestral, incluidos sucesos de un tnico elemento. Y en el caso
de espacios muestrales continuos, cada suceso ha de tener una probabilidad, asi que hay que
coger “regiones” del espacio muestral (no un tnico valor). Normalmente se define el campo sigma,
denotado por B, como la coleccién de los subconjuntos de €2, es decir, como el conjunto de todos
los posibles sucesos.

Algunas definiciones sobre sucesos, que pueden resultar de utilizadad, son las siguientes:

= Suceso trivial: es el que ocurre en todo experimento, es decir, que su probabilidad es 1.
Ejemplo, €.

» Congunto nulo (&): El que no tiene ninguin elemento.
» Union de sucesos (Ey U Es): es el suceso que ocurre cuando sucede Fy, Ey 0o ambos.

» Interseccion de sucesos (F1NFEy): el evento que ocurre cuando los eventos Ey y Es se producen
al mismo tiempo.

» Complemento de un suceso (E°): es el espacio muestral menos el propio suceso.

= Fuventos exclusivos o disjuntos: aquellos para los que E; N Ey = &. Para ellos se cumple que
P(FEyUE,) = P(E,) + P(E»)
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Espacio de probabilidad

El espacio de probabilidad se define como el triplete (£2,3,P); es decir, el espacio muestral, el
espacio con los distintos sucesos y la medida de probabilidad que nos indica la probabilidad de
cada suceso. Algunas de las propiedades que tiene que cumplir la medida de probabilidad sobre
sucesos son las siguientes:

1. P(E°)=1- P(F).
2. P(@)=0.

w

W

. Si E; C E5 entonces P(E;) < P(Es).

2.1.2. Probabilidad condicional

Supongamos que existen dos sucesos, Fy y Fy, definidos sobre el mismo espacio de probabilidad
con sus correspondientes probabilidades P(E;) y P(E,). A estas probabilidades a veces se las
conoce como probabilidades a priori de cada suceso. Si se sabe que uno de los eventos se ha
producido, por ejemplo FEjy, esto nos puede proporcionar cierta informacion sobre el otro suceso,
que cambia su probabilidad a priori (sin conocer que se haya producido ningin evento). A esta
nueva probabilidad se le denomina probabilidad condicional, o condicionada. La probabilidad
condicional del suceso F; dado el suceso Fs, denotada como P(FE;|Es) se define como:

PENE)  pipyzo
P(E\|E,) = P(Ey) 2 :
0, P(Ey) =0

Ejemplo

Se lanza un dado no cargado, y se definen los siguientes sucesos

= Fj: resultado mayor que 3

= F5: resultado par

Las probabilidades de cada uno de estos sucesos se calcula de forma muy sencilla sumando
las probabilidades de cada uno de los posibles valores de salida del espacio muestral que
forman parte del suceso

P(Ey) =P(4)+ P(5)+ P(6) =

N~ N~

P(Ey) = P(2)+ P(4) + P(6) =
P(Ey1NEy) =P(4)+ P(6) = %

La probabilidad de E1|F; es
1/3 2
P(E\|By) =12 =%
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Se comprueba que el resultado obtenido coincide con la probabilidad de tener un 4 o un 6
cuando el espacio muestral es el suceso F». El hecho de conocer que el resultado es par, altera
las probabilidades de tener un resultado mayor que 3 cuando no hay ninguna informacién
previa.

Sucesos estadisticamente independientes

De la probabilidad condicional se deriva una importante definiciéon estadistica. Si ocurre que
P(FE4|Es) = P(E) esto significa que el conocimiento de Fy no aporta informacién sobre E; y por
tanto no cambia su probabilidad con respecto a la probabilidad a priori (sin el conocimiento de que
se ha producido E,). En este caso, se dice que los dos sucesos son estadisticamente independientes.

Formalmente, se dice que dos sucesos son estadisticamente independientes cuando las probabi-
lidades condicionales coinciden con las probabilidades a priori

P(E1|E2) = P(E,),, P(E2|E,) = P(Ey).

Dada la relacion entre probabilidades a priori, y probabilidades condicionales a través de la pro-
babilidad de la interseccién, la probabilidad de la interseccién de dos sucesos estadisticamente
independientes es igual al producto de las probabilidades de cada suceso

P(E1 ﬂEQ) = P(El) X P(EQ)

Teorema de la probabilidad total

Si los sucesos E;, con i = 1,--- , N forman una particién del espacio muestral €2, lo que quiere
decir que se cumplen las siguientes condiciones

L] UZ]\LlEZ =0

» F;NE; =@ para todo ¢ # j

es decir, que la unién de los sucesos forma todo el espacio muestral, siendo los sucesos disjuntos
entre si, entonces, si para un suceso A se dispone de las probabilidades condicionales P(A|E;) para
todos los sucesos que forman la particién, ¢ = 1,--- , N, la probabilidad P(A) se obtiene mediante
el teorema de la probabilidad total

P(A) =) P(A|E)P(E).

i=1

Regla de Bayes

Por otro lado, la Regla de Bayes (aunque su idea se debe a Bayes, finalmente la formulé Laplace)
nos dice que las probabilidades condicionales de los sucesos de la particién dado A, P(E;|A), se
obtienen mediante la siguiente expresion

P(A[E)P(E;)) _ P(A[E)P(E;)

P(E;|A) = L |
e > P(A|E;)P(E;)

Open Course Ware (OCW) 19 (©Marcelino Lazaro, 2014



f@Y Uniersigad , . ..
Carlos il deMdrid Teoria de la Comunicacién QIolEle]

2.2. Variable aleatoria

Una variable aleatoria (v.a.) no es mas que una funcién que asigna un nimero a cada una
de las posibles salidas de un experimento aleatorio, es decir, a cada uno de los elementos del
espacio muestral. En esta seccién el estudio se centrarda en variables aleatorias reales, para las
que el nimero asignado a cada posible salida del experimento aleatorio pertenece al conjunto de
numeros reales.

Q=R
AeQ = XN eR

Por tanto, una v.a. (real) mapea los resultados de un experimento aleatorio en la recta real.

N

X)) X(M) X(As) X(A) R

Figura 2.1: Variable aleatoria como un mapeo de 2 a IR.

Por ejemplo, en el experimento lanzar un dado aparece ya una asignacién de forma implicita (el
nimero de puntos que hay en la cara que queda hacia arriba). En otros casos, como en el caso de
lanzar una moneda, es posible asignar un nimero a la cara y y uno a la cruz (por ejemplo cara
= 0, cruz = 1). Las variables aleatorias normalmente se denotan con maytuscula X, Y, y no se
suele expresar la dependencia implicita con los elementos del espacio muestral del experimento
aleatorio, \;. De nuevo, al clasificar en cuanto al tipo de valores que puede tomar, vamos a tener
principalmente dos categorias de variable aleatoria:

» Discreta: nimero finito de valores.
» Continua: rango continuo de valores (uno o varios intervalos).
En cuanto a los valores en los que se traduce la salida del experimento aleatorio, se denomina

rango (o recorrido) de una v.a. al conjunto de niimeros reales que tienen asociado un resultado
del espacio muestral, es decir:

Ax ={r € R : 3\ € Q tal que X(\) = z}.

En el caso de variables aleatorias discretas, también se le denomina en ocasiones alfabeto de la
variable aleatoria.

Probabilisticamente, una variable aleatoria se caracteriza habitualmente mediante dos funciones
(que estan ligadas entre si):
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» Funcién de distribucion, Fx(z).

» Funcién de densidad de probabilidad, fx(x).

A continuacién se describe cada una de estas funciones.

2.2.1. Funcion de distribucion

La funcion de distribucion (FD) de una variable aleatoria se define como
Fx(x) = P(X < x),
es decir, como la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor menor o igual que el
argumento x. Las principales propiedades de la funcion de distribucién son las siguientes:
1. 0< Fy(z) < 1.
2. 1 < x9 — Fx(x1) < Fx(z2) (Fx(z) es no decreciente).

3. Fx(—o00) =0y Fx(oo) =1 (lim Fx(z)=0y lim Fx(z) =1).

r——0o0 T—00
4. Fx(x") = Fx(x) (Fx(x) es continua por la derecha).

Para calcular otras probabilidades incluyendo o no los limites del intervalo

6. P(X =a) = Fx(a) — Fx(a™).

7. P(X >z)=1- Fx(x).

En las expresiones anteriores, se ha utilizado como notacion

+\ 14
Fx(x )—ll_I}%FX(xﬂ:&“).

Esta distincién Fy(zF) se realiza para tener en cuenta el caso particular de funciones de distri-
bucién para v.a. discretas, para las que Fx(z;) # Fx(z;), siendo {z;}Y, el conjunto discreto de
valores que forman el rango de X . En general, para variables aleatorias continuas Fx(x) = Fx(z7),
lo que implica que la probabilidad de tomar un valor concreto, P(X = a) = 0. En cualquier caso,
tanto para variables discretas como continuas, se cumple F(z) = Fx(a™) (ver propiedad 4).

Para variables aleatorias discretas Fx (x) es una funcion escalonada, con discontinuidades en los
valores discretos que forman el rango de la variable aleatoria. Para una variable continua tiene
una variacién continua. La Figura 2.2 muestra ejemplos de funciéon de distribucién discreta, en
este caso el experimento lanzar un dado, y continua.
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1 w w ® 1 .
0.8r 1 0.8r 1
Q—
0.6r 1 0.6r 1
O—
041 1 041 1
Q—
0.2r 1 0.2r 1
0O 2 4 6 8 95 5
Valores de la v.a. X Valores de la v.a.X
(a) Discreta (b) Continua

Figura 2.2: Ejemplos de funcién de distribucién de v.a. discreta y v.a. continua.

Interpretacién frecuencial (probabilistica)

Para presentar una interpretacién empirica, constructiva, de la funcién de distribucién, podemos
escribir:

Fx(z) = P(X <) = lim "2,

n—oo N

donde n es el numero de realizaciones del experimento aleatorio, y n, es el nimero de resultados
para los cuales X < x. Obviamente no podremos nunca realizar un niimero infinito de experimen-
tos, pero podemos realizar una estima a partir de un nimero limitado de los mismos. La Figura
2.3 muestra 500 realizaciones de un experimento y la estima realizada de este modo comparada
con la funcién de distribucién tedrica.

4 : ‘ ‘ ‘ 1 ‘ ‘ ‘ ——3
3t ]
038 ]
2t ]
/
! 0.6/ 1
'l
:
—1r i 041 'I 4
,l
-2t B
0.2r - -~ Tedrica 1
3t 1 — Estimada
—4 I I I I 0 T I I I I
0 100 200 300 400 500 30 2 - 0 1 2 3
Realizaciones de la v.a. X Valores de la v.a.X
(a) Realizaciones (b) Estima de la funcién de distribucion

Figura 2.3: Estima de la funcién de distribucion mediante su interpretacion frecuencial.
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2.2.2. Funcion de densidad de probabilidad

La otra funcién empleada para caracterizar una variable aleatoria es la funcion de densidad de
probabilidad (f.d.p.), que se denota como fx(z). La funcién de densidad de probabilidad se define
como la derivada de la funcién de distribucién

d

fx(z) = @FX@?)-

Esta funcién indica como se distribuye la probabilidad de la variable aleatoria. Sus principales
propiedades son las siguientes:

bt

3. fx(z)de = Pla< X <b).

a

[\

4. En general, P(X € A) = / fx(x)dx.
A

ot

P = [ oo F(u)du.

En el caso de variables continuas tiene una variacién continua, y en el caso de variables discretas,
la f.d.p. incluye impulsos situados en los valores discretos que puede tomar la variable (la derivada
de una funcién con escalones). El valor en cada uno de esos valores discretos corresponde a la
probabilidad de que la variable aleatoria tome dicho valor.

El matiz a™ sirve para tratar las senales discretas. En este caso, el impulso estd situado en a, e
integrar desde a™ no lo incluye. Para variables continuas podemos utilizar directamente a.

En el caso de variables discretas, en ocasiones en lugar de trabajar con la f.d.p., se trabaja con
la funcion masa de probabilidad, o a veces los llamados puntos de masa. En el caso de una variable
discreta, sélo unos valores concretos {z;}¥, son posibles. En ese caso se define la funcién masa de
probabilidad o puntos de masa como

En este caso se cumple que

L. pi > 0.

La diferencia con la f.d.p. es que se suele representar en funcién de i en lugar de con respecto a
x;, pero conceptualmente es lo mismo.
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En otras ocasiones, para variables aleatorias discretas, una vez conocido el espacio muestral
{z;},, las probabilidades de cada uno de los valores de dicho espacio se denotan como px (z;).

En este curso en general se trabajard con la f.d.p., pero cuando se trabaje con variables aleatorias
discretas, en ocasiones en lugar de utilizar la notacién fx(z) se utilizard la notacién px (z;).

Interpretacién frecuencial

Para dar una interpretacién empirica de la f.d.p., podemos definir la funcién densidad de pro-
babilidad como

L P X<z+A,)
fx(z) = lim A ,

es decir
B Probabilidad de un intervalo

fx(z) =

= Densidad de Probabilidad
Longitud del intervalo ensidac de Trobablidad,

cuando la longitud del intervalo se lleva al limite infinitesimal. Utilizando la definicién frecuencial
de la probabilidad,
1 Ny
= lfim { — lim =
st = i {5 Jim |
donde n es el numero de realizaciones del experimento aleatorio, y n, es el nimero de resultados
para los cuales r < X < x + A,.

Esto es equivalente a hacer un histograma, que consiste en dividir la recta real en intervalos
de anchura A, y levantar una barra vertical con la frecuencia relativa de cada intervalo. En este
caso, se puede comprobar que un histograma tiende a la funcién densidad de probabilidad cuando
el namero de realizaciones crece y la longitud del intervalo disminuye. La Figura 2.4 muestra un
histograma con un valor A, = 0,2 realizado a partir de 1000 realizaciones y lo compara con la
funcién densidad de probabilidad tedrica para una distribucién gausiana de media nula.

0.5

0.3 ]

0.1r i

95 0 5

Valores de lav.a. X

Figura 2.4: Aproximacion de la f.d.p. mediante un histograma.
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2.2.3. Variables aleatorias de interés

A continuacion vamos a ver las variables aleatorias mas frecuentemente utilizadas en comunica-
ciones.

Variable aleatoria de Bernoulli

Esta es una variable aleatoria discreta que toma dos valores, 1 y 0, con probabilidades

= P(1)=p,
. P(O) =1- b,
respectivamente.

I—p

0 1 z

Figura 2.5: fx(x) de una v.a. de Bernoulli.

Se trata de una distribucién con un parametro, en este caso p. Su funcién densidad de probabi-
lidad es, obviamente:

1—p, =0
0, en otro caso

Una variable aleatoria de Bernoulli es un buen modelo para

» Generador de datos binario. En este caso, lo normal es que el pardmetro p valga 1/2; es
decir, que los 1’s y los 0’s sean equiprobables.

s Modelo de errores. Por otro lado, en cualquier transmisién sobre un canal de comunicaciones
se van a producir errores. Un error se puede modelar como la suma médulo-2 (XOR) del
bit de entrada con un 1. Por tanto, este tipo de variables también se pueden emplear para
modelar errores. En este caso, el parametro p es precisamente la tasa de errores.

Variable aleatoria binomial

Es también una variable aleatoria discreta. Esta variable modela el nimero de 1’s en una se-
cuencia de n experimentos de Bernoulli independientes, con lo que tiene dos parametros, n y p.
Su funcion densidad de probabilidad es la siguiente:

O =p)m, 0<z<nyz€l
fX(w) B { 0, en otro caso
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0.3

0.2

I‘II.

Figura 2.6: fx(x) de una v.a. binomial.

8 10 x

Esta variable se puede utilizar, por ejemplo, para modelar el nimero total de bits recibidos con
error cuando una secuencia de n bits es transmitida a través de un canal con probabilidad de error
de bit p.

Variable aleatoria uniforme

Esta es una variable aleatoria continua de dos parametros, a y b, que toma valores en el intervalo
(a,b) con la misma probabilidad para intervalos de igual longitud. Su funcién de densidad de
probabilidad es
a<x<b

= b—a’
fx(@) { 0, en otro caso

a b T
Figura 2.7: fx(x) de una v.a. uniforme.

En ocasiones se utiliza la notacién U(a,b) para denotar una distribucién uniforme entre a y b.
Este modelo se utiliza para variables continuas con rango conocido para las cuales nada mas se
conoce. Por ejemplo, para modelar una fase aleatoria en una sinusoide, se suele emplear una v.a.
uniforme entre 0 y 27.

Variable aleatoria gausiana o normal

Se trata de una variable aleatoria continua con dos parametros, p v ¢. Su funcién densidad de
probabilidad es una gausiana de media y y varianza o2 (o lo que es lo mismo, desviacién tipica
o),

1 _(@—p)?
e 202

fx(z) =

2ro

En ocasiones se denota como N (i1, 0?). La gausiana es la v.a. mds importante y la mds utilizada
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!
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Figura 2.8: Funcion densidad de probabilidad para una v.a. gausiana
sin duda en comunicaciones. La principal razon es que el ruido térmico, que es la mayor fuente de
ruido en los sistemas de comunicaciones, tiene una distribuciéon gausiana.

La funcién de distribucién, Fx(z), para una v.a. gausiana de media nula y varianza unidad se
denota cominmente como ®(z)

Una funcién relacionada con esta funcién de distribucién, que se utiliza con mucha frecuencia es
la funcién Q(z), que se define a partir de la funcién de distribucién como

Q(r)=1—-9(x) = P(X > x)

lo que proporciona la probabilidad de que la variable aleatoria gausiana de media nula y varianza
unidad tome valores mayores que el argumento de la funcién. Esta funcién, definida formalmente

COImMo
+oo +o0o 1 Py

= = 2
Q(z) ’ fx(z) dz ’ me dz
no tiene solucién analitica (®(z) tampoco la tiene), pero es posible calcularla de forma numérica
y normalmente se presenta tabulada para sus valores positivos, tal y como se muestra en la Tabla
A.3, del Apéndice A. En la Figura 2.9 se muestra la interpretacién grafica del valor de esta
funcién como el area debajo de la curva de la distribucién gausiana N (0, 1) para valores positivos
v negativos del argumento x.

A partir de esta figura es facil extraer algunas de las propiedades propiedades de esta funcion

1. Q(0) = 5.
2. Q(400) = 0.
3. Q(-1) =1-Q(x).
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N(0,1) x>0

Figura 2.9: Interpretacion gréfica de Q(z) para valores positivos y negativos de x.

Debido a la simetria Q(—x) = 1 — Q(z), las tablas de esta funcién se suelen presentar tinicamente
para valores positivos del argumento de la funcién, dado que para valores negativos se puede
obtener a partir de esa relacion.

Para una distribucién con media p y varianza o2, i.e. N'(u, 0?), un simple cambio de variable
sirve para estimar P(X > z) a través de la funcién Q(x) como

P(X>x):Q<x_M).

g

La funcién Q(z) es de gran interés en esta asignatura porque se utilizard como ya veremos, para
evaluar probabilidades de error en sistemas de comunicaciones digitales. Dada su importancia
en la asignatura, a continuacién se ilustraran algunos ejemplos de cémo se puede utilizar esta
funcién para obtener probabilidades de que una variable aleatoria con una media g y una varianza
o? dadas pueda tomar valores en ciertos rangos. A partir de su definicién, es evidente cémo se
pueden calcular probabilidades de que una variable aleatoria tome valores mayores que un cierto
umbral z. En la Figura 2.10 se muestran algunas de las simetrias de la funcién Q(z) que permiten
también obtener probabilidades de que la variable aleatoria gausiana tome valores menores que
un cierto argumento (a la derecha), a partir de un problema equivalente sobre la propia definicién
de la funcién Q(X) (a la izquierda). Y en la Figura 2.11, se ilustra un ejemplo de cémo calcular la
probabilidad de que la variable aleatoria tome valores en un intervalo entre dos umbrales, problema
que se puede resolver replantedndolo como la diferencia entre dos problemas con un tinico umbral.

Figura 2.10: Interpretacion grafica de las simetrias de la funcién Q(z).
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Figura 2.11: Célculo de la probabilidad de que una variable aleatoria gausiana tome valores en un
intervalo utilzando la funcién Q(x).

2.2.4. Funciones de una variable aleatoria

Una funcién de una variable aleatoria Y = ¢g(X) es también ella misma un variable aleatoria.
Para encontrar su funcion de distribucion podemos partir de la definicién de la misma

Fy(y) =P(Y <y) = P(g(X) <y)

Esta probabilidad se reduce a
Fy(y) = P(z € B%(y)),

donde B%(y) es el conjunto de valores de X tales que g(x) < y, es decir

Bi(y) ={zr € R:g(x) <y}.
Ejemplo

Para la transformacién ¥ = —2X, queremos calcular Fy (y).
En este caso, es sencillo calcular B (y),

By (y)={re R: -2z <y}={x>-y/2},

de modo que
Fy(y)=P(Y <y)=P(X > —y/2).

Esta probabilidad para una cierta variable aleatoria X se puede calcular conocida Fx(z) o

fx(x).

Por otro lado, la funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria Y se puede calcular,
a partir de fx(z) y de la transformacién g(z), como

OEDY |J; )'(&i))r
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donde N, y {z;}2", son el ntimero de soluciones y las propias soluciones de la ecuacién y = g(z),
respectivamente: la funcién ¢'(z) es la derivada de g(z). Para poder obtener esta expresién es
preciso que la ecuacion tenga un numero finito de soluciones, que para todas estas soluciones
exista la derivada ¢'(z;) y que la derivada en las soluciones no sea nula.

Ejemplo

Tenemos una variable aleatoria X gausiana con media nula y varianza unidad, es decir p = 0
v 0 = 1. Queremos encontrar la funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria

Y =aX+0.

En este caso g(x) = ax + b, y por tanto su derivada es ¢'(z) = a. La ecuacién y = ax + b

tiene una unica solucién i
y—

xr1 =
a

Aplicando la expresién para calcular la f.d.p. tenemos
—b
) Ix (yT) 1wy
Y y = = (& 2a
|al V2r|al
Se puede comprobar que esta distribucién es una gausiana de media b y varianza a

fr(y) = N(b,a®).

2 .
, 1.e.

De este ejemplo se puede sacar una conclusion importante: una funcion lineal de una variable
aleatoria gausiana es también una variable aleatoria gausiana.

2.2.5. Momentos estadisticos

A continuacién vamos a ver cémo se calculan algunos momentos estadisticos asociados a una
variable aleatoria. Conviene no olvidar que una variable aleatoria representa la salida de un ex-
perimento aleatorio. Si se conoce la f.d.p. es posible obtener algunos estadisticos de la misma, lo
que equivale a decir estadisticos del experimento aleatorio.

Valor esperado (Media)

El valor esperado (esperanza matematica) de una variable aleatoria es equivalente a su media
(aritmética), y a menudo se denota como my. El valor esperado mide el valor medio obtenido
cuando el nimero de experimentos es suficientemente grande. Este valor esperado se define como

mx = F[X] = /_OO x- fx(x) dz.

o

Valor esperado de una funcién de X

El valor esperado de una funcién de una variable aleatoria, Y = ¢g(X), se obtiene como

Elg(X)] = / " g0) - fxlo) da.

—0oQ
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Momento de orden n

En general, el momento de orden n nos da el valor esperado (la media) de x™, y se define como

my = /_OO 2" fx(x) d.

o

En este caso, la funcién es g(x) = z". El valor esperado, la media, es por tanto el momento de
orden 1.

Varianza

La varianza se puede ver como el valor esperado para el caso particular de la funcién
_ 2
9(x) = (x —mx)".

Por tanto,
o0

= B[ =mx) = [ (@ m)? (o) do

—0oQ0
0% es la varianza de la v.a. y ox es por tanto la desviacién tipica. Estos parametros nos dan
idea de la variabilidad de la variable aleatoria. Como curiosidad, la media y la varianza tienen la
siguiente relacién

ox = E[(X - BE(X))’] = E [X?] - (E[X])*.
0% = E[(X —mx)?] = E[X?] — (mx)*.

Propiedades

A continuacién se presentan algunas de las propiedades de estos estadisticos. En esta lista de
propiedades, ¢ denota una constante arbitraria.

1. E[X +Y] = E[X] + E[Y] = mx + my (Operador lineal)
2. Eld = ¢

3. Elc- X] = c- E[X]

4. E[X +c = E[X]+c

5. Var(c) =

6. Var(c- X) = ¢ - Var(X)

7. Var(X + ¢) =Var(X)

2.2.6. Variables aleatorias multidimensionales

Si dos variables aleatorias estan definidas sobre el mismo espacio muestral 2, es posible trabajar
con ellas de forma conjunta. Este caso podemos plantearlo como un problema multidimensional, o
también como un problema de vectores de variables aleatorias. En este caso seguiremos la primera
alternativa.
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Funciones de distribucién y densidad de probabilidad conjuntas

Para dos variables aleatorias x e Y se define su funcion de distribucion conjunta como
Fxy(z,y) = P(X <z,Y <y).

La funcion de densidad de probabilidad conjunta se define como

2
Ixy(z,y) = ax—any,Y(%y)

Estas dos funciones tienen las siguientes propiedades (la mayoria extensién de las propiedades
para el caso de una unica variable aleatoria)

1. Fx<£L') = F)Qy(.%’,OO).

2. Fy(y) == FX,Y(OO>y)'

3. fx(x) :/_ fxy(z,y) dy.

4.ﬁ@>=/mfxﬂ%wdx

5. / / fxy(z,y) de dy = 1.

GJWXWGM—/[)AMA%MM@-

T Yy
7. Fxy(z,y) Z/ / Ixy(u,v) du dv.

Funcién de densidad de probabilidad condicional

Como sucedia para el caso de sucesos, el hecho de conocer el resultado de una variable alea-
toria puede condicionar el conocimiento que se tiene sobre la otra. La funciéon de densidad de
probabilidad de la variable Y condicionada por X = x se define como

frix(yle) = { f);";((ziy)’ fx(x) #0

0, en otro caso

De aqui surge la definicién de wvariables aleatorias estadisticamente independientes. Si el conoci-
miento de X no aporta nada sobre el conocimiento de Y y viceversa, entonces

frix(wlz) = fy(y), y también fxy(zly) = fx(v).

Por tanto, para este tipo de variables aleatorias se cumple que la distribucién conjunta es igual al
producto de las distribuciones marginales

fxy(z,y) = fx(2) x fy(y).
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Momentos estadisticos

El valor esperado de una funcién g(X,Y) de las variables aleatorias X e Y se obtiene como

Eg(X,Y)] Z/OO /Oog(w,y)-fx,y(w,y) dx dy.

Es interesante resaltar los siguientes casos particulares:

» Sig(X,Y)=X xY, se tiene la esperanza del producto de las dos variables aleatorias, que
se denomina la correlacion entre X e Y.

» En el caso en que ¢(X,Y) = (X —mx) x (Y —my) tenemos la denominada covarianza entre
ambas variables aleatorias.

La versiéon normalizada de la covarianza es lo que se conoce como coeficiente de correlacion, pxy,
que se define como

Ox0y

Su moédulo esta limitado entre 0 y 1, es decir 0 < |pxy| < 1, o lo que es lo mismo
—1<pxy <+1.

Algunos valores particulares de este coeficiente nos aportan una informacién especial sobre las
variables aleatorias implicadas.

» Cuando pxy = 0 se dice que las senales estan incorreladas. Si dos variables aleatorias son
independientes, entonces es facil comprobar que estan incorreladas. Sin embargo, lo reciproco
no es cierto: incorrelacién no implica independencia.

» Por otro lado, un valor pxy = %1 indica una relacién lineal entre las variables aleatorias,
es decir Y = aX + b. En este caso, pxy = +1 indica un valor positivo de a, mientras que
px,y = —1 indica que a es negativo.

Es comiun utilizar la notacién p, sin hacer referencia a las variables aleatorias implicadas cuando
estas se sobreentienden.

De forma intuitiva, la correlaciéon nos va a indicar el grado de relacién estadistica entre las dos
variables aleatorias. En general, una correlacién alta indica una relacién alta, y una correlacién
baja suele indicar una relacion baja.

Funciones de variables aleatorias multidimensionales

Sobre variables aleatorias multidimensionales (o multiples), al igual que para las unidimensio-
nales, se pueden definir funciones sobre las variables X e Y

{ Z =g(X,Y)
W = h(X,Y)
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Para obtener Fyzw (2, w) se procede como en el caso unidimensional.
Fzw(zw) = P(Z < 2,W <w) = P((z,y) € BY}(z,w)),
donde en este caso

BYy (2,w) = {(2,y) € R?: g(z,y) < 2, h(z,y) < w}.

Al igual que en el caso de una tnica v.a., si se conocen las raices (soluciones) {z;,y;} del sistema

de ecuaciones
z=g(r,y)
w = h(z,y)

Y

entonces la f.d.p. de las nuevas variables se obtiene mediante la expresién

fXY xzayz)
faw (2 w) Z [det (z;, y:)]

donde detJ denota el determinante de la matriz jacobiano J. Se necesita que el nimero de
soluciones sea finito y que el jacobiano sea no nulo. El jacobiano se define como

0z(zy)  9z(zyy)

J([L’, y) = Bwfg;y) 8“’?%3/)
ox oy

Para poder calcular la nueva distribucién conjunta es necesario que el niimero de raices sea finito
v que el determinante sea no nulo para todas ellas.

Todo lo que hemos estado viendo aplicado a dos variables aleatorias se puede extender de forma
inmediata a un nimero mayor de variables aleatorias.

Variables aleatorias conjuntamente gausianas

Las variables aleatorias conjuntamente gausianas también se denominan en ocasiones variables
aleatorias gausianas multidimensionales. Por su importancia para esta asignatura, a continuacion
se presentan algunas de sus propiedades. En primer lugar, se definen probabilisticamente. Dos
variables aleatorias X e Y conjuntamente gausianas estan caracterizadas por una funcién densidad
de probabilidad conjunta que es una gausiana bidimensional

D ux)2+ (y —py)® plo = pa)(y — py)
1 (1—=p?) 20% 203 oxOy

x,y) = e
N

Cuando se tiene este tipo de distribucién conjuntamente gausiana en las variables X e Y, no sélo X
e Y van a tener una distribucién gausiana (son v.a. gausianas) sino que ademads las probabilidades
condicionales también son gausianas. Esta es la principal diferencia entre dos variables aleatorias
que cada una tiene una distribuciéon gausiana y dos variables aleatorias con una distribucién
conjuntamente gausiana. Con una distribucion conjuntamente gausiana, las variables aleatorias
individuales son de la forma siguiente: X es gausiana de media pux y varianza 0%, Y es gausiana
de media py y varianza o%, y ademés su coeficiente de correlacién es p.
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Este concepto se puede extender a un ntimero arbitrario n de variables aleatorias, llegdndose a
la expresion para la distribucién de una gausiana n-dimensional, parametrizada por un vector de
medias y una matriz de covarianzas

1
1 —5(x=p)C (x—p)T
fX(CUlaian"' 7'%.71): € 2 .
(2m)ndet(C)
donde la variable aleatoria X = (X, Xo,+ -+, X,)), X = [21, %9, -+ , )T, y el vector de medias es
= [p, pa, -, )T Finalmente, C es la matriz de covarianzas, que incluye en la fila i y columna

j la covarianza entre las variables i-ésima y j-ésima

C;; = Cov(X;, X;) = pijoio;,

es decir,
2
01 P1,20102 *+* P1,n010n
2

P1,20102 0y st P2,n020n

C = .

2

pl,no-lo—n pQ,nO_QO—n Tt o,

Las propiedades de las variables aleatorias conjuntamente gausianas son

1. Las variables aleatorias conjuntamente gausianas estan completamente caracterizadas por
su vector de medias p y su matriz de covarianza C. A estos dos parametros se les denomina
estadisticos de sequndo orden, y describen completamente estas variables aleatorias.

2. Sin variables aleatorias son conjuntamente gausianas, cualquier subconjunto también esta dis-
tribuido de forma conjuntamente gausiana. En particular, todas las variables individuales
son gausianas.

3. Cualquier subconjunto de v.a. conjuntamente gausianas, condicionadas a otro subconjunto
de las mismas v.a. conjuntamente gausianas originales, tiene una distribucién conjuntamente
gausiana, aunque los parametros se modifican en este caso.

4. Cualquier conjunto de variables aleatorias obtenidas como combinaciones de lineales de
(XlaXQa e aXn)

Yi ay1 Qair2 - Aip X1 by
Y, Q21 Q22 -+ QAp X by

pu— —"— 5
Yn an,l an,? e an,n Xn bn

es conjuntamente gausiano. En particular, individualmente cualquier combinacién lineal Y;
es gausiana.

5. Dos variables aleatorias conjuntamente gausianas incorreladas son independientes. Por tanto,
para v.a. conjuntamente gausianas, independencia e incorrelacion son equivalentes. Esto no
es cierto en general para otro tipo de v.a.

6. Si las senales estan incorreladas, p; ; = 0 Vi # 7, es decir, que C' es una matriz diagonal.
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Suma de variables aleatorias

Si tenemos una secuencia de variables aleatorias, (X1, Xs, -+, X,,), que tienen basicamente las
mismas propiedades, parece logico pensar que el comportamiento del promedio de las mismas,

1 n
Yz;;Xi,

sea, por asi decirlo, “menos aleatorio”. La ley de los grandes numerosy el teorema del limite central
plantean de forma rigurosa esta intuicion.

Ley de los grandes niimeros (débil) Esta ley plantea que si las variables aleatorias (X, Xs, - - -

estdn incorreladas y todas tienen la misma media my y varianza o3 < oo, independientemente
de su distribucion, para cualquier € > 0,

lim P(|Y —mx|>¢)=0.

n—00

Esto significa que el promedio (Y) converge, en probabilidad, al valor esperado de las v.a. X;. Es
decir, que cuantas mas variables sumemos, méas se parece su combinacién a la media (menor es su
varianza).

Teorema del limite central Este teorema va un poco mas alld que la Ley de los grandes
nimeros. No sélo dice que el promedio de variables aleatorias converge a la media sino que nos dice

como es su distribucién. En concreto, el teorema plantea que: si (X3, Xo,---, X)) son variables

n aleatorias independientes con medias my,mg, -+ ,m,, y varianzas o2, 03,--- ,02, entonces la

) n’
distribucion de .
1 Xz' — my;
yo s o
v = 7

converge a una distribucién gausiana de media 0 y varianza 1, N (0, 1).

En el caso particular de que sean independientes e idénticamente distribuidas (i.i.d), es decir,
que todas tengan la misma distribucién con la misma media m y la misma varianza o2, el promedio

1 n
Y—E;Xi,

converge a una distribucién A (m, %). Esto es asi aunque la distribucién original no sea gausiana.

Nota: Conviene recordar que la ley de los grandes nimeros es valida para variables aleatorias
incorreladas mientras que el teorema del limite central exige independencia entre las variables
aleatorias, lo que supone una restriccién mas fuerte.
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2.3. Procesos Aleatorios

Un proceso aleatorio, o proceso estocdstico, es la extensién natural del concepto de variable
aleatoria para trabajar con senales. Los sistemas de comunicaciones trabajan con senales, senales
que dependen del tiempo. Como ya se ha mencionado en varias ocasiones, a veces es posible
caracterizar estas senales de forma determinista y en otras ocasiones sera preciso tratarlas como
senales aleatorias: los ejemplos mas claros son el ruido térmico en cualquier dispositivo, o las
propias senales de informacién. Estas senales se van a caracterizar como procesos aleatorios.

Tal vez la forma mas intuitiva de ver lo que es un proceso aleatorio es verlo como un conjunto de
seniales temporales que corresponden a cada una de las posibles salidas de un experimento aleatorio.
Cada salida de un experimento tiene asociada una funcién temporal. Una variable aleatoria real
asignaba un valor real a cada valor del espacio muestral (2 — IR), es decir, \; € Q — X()\;) € RR.
Un proceso estocastico se puede interpretar como una situacion en la que la asignacion de valores
del espacio muestral a la recta real varfa con el tiempo X (¢, A). Desde este punto de vista, cada
salida del experimento tiene asociada una funcién temporal que especifica su valor real asignado
en un instante t.

Ejemplo

= Definicién del experimento aleatorio

e Cuatro posibles resultados: A1, Ao, A3, A4
e Probabilidades: P(\;) = P(A2) = P(A3) = P(\y) = 1

= Descripcién analitica del proceso

1 it>0
X(t7>‘1): ’ S% B
0, sit<O
2 it>0
X(t7/\2): ’ ST -
0, sit<O
et sit>0
X(t,\3) = ’ -
(t:A) {0, sit<0

sin(t), sit>0
0, sit <0

X (t, \g) :{

Cada una de las senales que forman parte del proceso aleatorio se representan en la Figura
2.12.

Por tanto podemos interpretar que el proceso aleatorio es en realidad un conjunto de senales,
cada una de ellas asociada a uno de los posibles valores de salida del experimento aleatorio asociado.
En particular, sobre el proceso se pueden identificar los siguientes valores o funciones:

» X(t;,\;) — una realizacién individual del experimento.

» X(t,\;) — una senal temporal que indica el nimero real asignado en cada instante a una
posible salida, A;, del espacio muestral. Por simplificar la notacién, en ocasiones se deno-
tard también como z;(t).
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2 L
1.5 - J
1 k
\\
0.5 | |
\\\

0 — | [ 1|
-0.5 L X(tv)‘l)

— X (t, A2)
1 s X(t7A3) b

TX(t7)\4) 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Tiempo (t)

Figura 2.12: Ejemplo de funciones asignadas a cada salida del espacio 2.

» X(t;,\) — una variable aleatoria (X). Asi pues, en cualquier instante de tiempo t; el valor
de un proceso aleatorio es una variable aleatoria.

Ejemplo

(Q, B, P) es el espacio de probabilidad del experimento aleatorio lanzar un dado. En este
caso
Q= {1, 2, 37 4, 5, 6} = {)\z = i}i:1727... 6-

Podemos tener la transformacion
X(t, )\1) = )\ieftu(t).

En este caso, X (0, \) es una variable aleatoria que toma los valores {1,2,--- ,6} con una pro-
babilidad 1/6 para cada uno de esos seis valores. X (1, \) es otra variable aleatoria que toma
los valores {1671, 271 ... 6671} cada uno con una probabilidad 1/6. Y en general, para cual-
quier valor t > 0, X (, \) es una variable aleatoria que toma los valores {le~* 2¢~¢ -+  6et}
cada uno con una probabilidad 1/6 (para valores ¢ < 0, el proceso aleatorio toma siempre el
valor 0).

A la vista de la definicién de un proceso aleatorio y del ejemplo anterior, otra forma de interpretar
un proceso aleatorio es como un conjunto indexado de variables aleatorias, donde el indice es un
indice temporal, bien en tiempo continuo o en tiempo discreto

{X(t1)7X(t2)ﬂ e }7 0 {X[nl]ﬂX[nQL e },

o en general como

(X(t), t € R}, 6 {X[n], n € Z}.

Es decir, que un proceso aleatorio es un conjunto de variables aleatorias indexadas por un cierto
indice temporal (continuo o discreto).

= Si el indice es t, tomando valores en el conjunto continuo ntumero reales t € IR, el proceso
es un proceso aleatorio en tiempo continuo
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= Si el indice es el conjunto discreto de valores n, con n € Z, el proceso es un proceso aleatorio
en tiempo discreto.

Por esta razén, en muchas ocasiones en la notacién se obvia la dependencia con la salida del
experimento aleatorio A, pasando a utilizarse la notacién X (t) o X|n].

A continuacién se van a estudiar los procesos aleatorios en tiempo continuo, y posteriormente
se extenderan los principales resultados, de forma trivial, al caso de tiempo discreto.

2.3.1. Descripciéon de un proceso aleatorio

Un proceso aleatorio se puede describir mediante dos tipos de descripciones:

= Analitica

s Estadistica

La descripcion analitica utiliza una expresién analitica compacta de la transformacién, donde
por un lado aparece la dependencia temporal, y por otro la dependencia con un conjunto de
variables aleatorias 6

X(t) = f(t,@),

El vector @ = {61,0s,--- ,0,} es un vector de variables aleatorias que modifica algin pardmetro
de la funcién f(-,-).

La descripcién analitica incluye la expresién analitica involucrando indice temporal y variables
aleatorias, y la descripcién estadistica de las variables aleatorias involucradas (variables incluidas
en 0).

Ejemplo

» X(t) = Acos(2mfot +0), siendo Ay fy dos valores constantes y 6 una variable aleatoria
uniforme en [0, 27). Esta es una descripcién analitica de un proceso aleatorio en tiempo
continuo que podria por ejemplo utilizarse para modelar la salida de un oscilador en un
sistema de comunicaciones (asignando a A y a fy los valores de amplitud de tensién y
la frecuencia del oscilador, respectivamente).

» X[n] = A0, siendo A un valor constante y 6 una v.a. de Bernoulli con p = 0,5. Esta
es una descripcién analitica de un proceso aleatorio en tiempo discreto que puede por
ejemplo utilizarse para representar estadisticamente la transmisiéon de una secuencia de
bits (haciendo la constante A = 1) con unos y ceros equiprobables.

La descripcién analitica proporciona informacién intuitiva sobre el proceso aleatorio, porque
describe de forma analitica la realizacién del mismo. Sin embargo, no siempre es posible disponer
de este tipo de descripcién en aplicaciones reales. En este caso, hay que acudir a la descripcion
estadistica. Existen varios tipos de descripcién estadistica. A continuacién se describen los mas
habituales.
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Descripcion estadistica completa

Una descripcion estadistica completa de un proceso aleatorio X (¢) consiste en conocer para
cualquier conjunto de n instantes de tiempo {t1, s, -+ ,t,}, para cualquier valor de n, la funcién
densidad de probabilidad conjunta de las n variables aleatorias resultantes de evaluar el proceso
aleatorio en los n instantes de tiempo especificados, {X (t1), X (t2), -+, X(t,)}

fX(tl),X(tg),n- ,X(tn)(%, MO TR 7$n)~

Descripcion de estadisticos de orden M

Se trata de una descripcion similar a la anterior en la que se limita el méximo valor de n. En
particular, esta descripcion consiste en conocer, para todon < M y todo conjunto de n instantes de
tiepo {t1,t2, -+ ,t,}, la funcién densidad de probabilidad conjunta de {X (¢1), X (t2), -+, X ()}

Un caso muy especial para la aplicacion a sistemas de comunicaciones es el caso M = 2, donde
se conoce para cualquier pareja de instantes de tiepo (¢, ts)

Ix ), x(2) (1, T2).

En este caso se conocen los estadisticos de segundo orden.

Ejemplo
Se dice que un proceso X (t) tiene, para cualquier n y cualquier (¢, 9, -+ ,t,) € IR"™, una f.d.p.
conjunta de {X (¢;)}_, conjuntamente gausiana con media nula y una matriz de covarianza
dada por

Ciﬂ' = COV(X(ti),X(tj)) = g2 Inl'n(t,-,tj).

Esta es una descripcién estadistica completa de X (¢).
En este ultimo ejemplo, aunque se proporciona una descripcién estadistica completa del proceso,

se tiene poca informacién de como se como es cada realizacién del mismo. Por eso se recurre en
muchos casos a definir una serie de promedios estadisticos que nos dan esa informacion.

2.3.2. Esperanzas de los procesos (promedios estadisticos)

Al igual que vimos para variables aleatorias, para procesos aleatorios se pueden calcular algunos
parametros estadisticos basados en valores esperados. En particular se van a definir a continuacién
los dos estadisticos més importantes en el dominio temporal

= Media del proceso aleatorio, mx ().

» Funcién de autocorrelacién del proceso aleatorio, Rx (t1,ts).

Media de un proceso aleatorio

La media o valor esperado (o esperanza matemdtica) de un proceso aleatorio X () es una funcién
del tiempo, mx(t), que proporciona para cada instante de tiempo la media de la variable aleatoria
X (t), es decir, que mx(t) = E[X(t)] para todo t.
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Si se dispone de la descripcién estadistica del proceso, y si para cualquier instante ¢ la f.d.p.
Ix@(x) esta definida, esta funcién se puede calcular a partir de la misma como

mx(t) = E[X(t)] = /OO z- fxw(x) de.

—0o0

Funcién de autocorrelacién de un proceso aleatorio

Otro promedio estadistico importante de un proceso aleatorio es la funcion de autocorrelacion.
Esta funcién es importante porque, como se verd posteriormente, estd relacionada con la descrip-
cién en el dominio frecuencial del proceso aleatorio, y con la potencia del proceso. Es una funcién
que depende de dos instantes temporales. En ocasiones se denota como Ry x(t1,t2), aunque lo
normal es emplear la notacién Rx (t1,1s).

La funcién de autocorrelacién se define como la esperanza matematica del producto del proceso
aleatorio evaluado en los dos instantes que son los argumentos de la funcién

Rx(t1,12) = E[X(t1) X (t2)],
es decir, la esperanza del producto de las v.a. en los instantes t; y t5.

De nuevo, si se dispone de la descripcién estadistica del proceso aleatorio, la funcién de autoco-
rrelacién se puede obtener a través de la funcién densidad de probabilidad conjunta del proceso
en dos instantes como

Rx(ty,t2) = / / Ty - T+ fx(n),x () (1, T2) duy das.

En resumen, se han visto dos métodos para describir los procesos aleatorios: descripcion analiti-
ca y descripcién estadistica. En este caso se puede tener una descripcion estadistica completa o de
orden M. Lo habitual en sistemas de comunicaciones es tener una descripciéon de segundo orden.
Esta descripcién a veces no es practica en el sentido de que no permite tener una idea clara de
como son las realizaciones del proceso. En este caso se utilizan estadisticos que dan promedios
sobre realizaciones. En particular son interesantes la media y la funciéon de autocorrelacion. Co-
mo veremos mas tarde, en algunos casos la media y la funcién de autocorrelacién proporcionan
una descripcién estadistica completa del proceso aleatorio (serd asi para los procesos aleatorios
gausianos).

2.3.3. Estacionariedad y cicloestacionariedad

En una descripcién estadistica completa de un proceso aleatorio se conoce la f.d.p. conjunta de
{X (1), X(t2), -+, X(tn)}
fX(tl),X(tQ),m ,X(tn)(ﬂUl, Lo,y 7In)'

para cualquier conjunto de n instantes de tiempo {t1,ts,--- ,t,} y para cualquier valor de n.
En general, esta distribucién conjunta depende de la eleccion del origen de tiempos. Pero existe
una clase muy importante de procesos aleatorios en la que esa funcién es independiente del origen

de tiempos elegido. Es decir, que estos procesos tienen unas propiedades estadisticas que no varian
con el tiempo. A estos procesos se les llama procesos estacionarios.
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Existen dos definiciones de estacionariedad, en sentido estricto y en sentido amplio. Cada una
de las definiciones se muestra a continuacion.

Estacionariedad en sentido estricto

Un proceso es estacionario en sentido estricto si para cualquier conjunto de n instantes de
tiempo {t,ts,--- ,t,}, para cualquier valor entero n, y cualquier valor A se cumple que

fX(tl),X(tg),m,X(tn)(xlaxQ; T ,$n) = fX(t1+A),X(t2+A),.-.,X(tn+A)(SC1,562, T ,Sﬁn)-

Es decir, que la f.d.p. del proceso aleatorio en cualquier conjunto de n instantes de tiempo no
depende del origen de coordenadas sino de la diferencia relativa de los n instantes de tiempo
{t;}1, que forman parte del conjunto.

Cuando esto sélo se cumple para n < M, entonces se dice que el proceso es estacionario de
orden M.

La estacionariedad en sentido amplio es una restriccién muy fuerte que muy pocos procesos reales
pueden cumplir. Por ello se utiliza a menudo una definicién menos restrictiva de estacionariedad.

Estacionariedad en sentido amplio

Un proceso X (t) es estacionario en sentido amplio si se cumplen las siguientes condiciones:

1. La media es un valor constante que no depende del tiempo

2. La funcién de autocorrelacién no depende de forma explicita de cada uno de los dos valores
de tiempo, t; y t9, sino Unicamente de su diferencia

Rx(t1,t2) = RX(tl - t2) - RX(T)

Al escribir esta condicién, para resaltar el hecho de que sélo depende de la diferencia de
instantes de tiempo, se suele utilizar la parametrizacion t; =t + 7y ty = t, de modo que se
puede escribir

Rx(t + T,t) = Rx(T).

A partir de ahora, cuando se hable de estacionariedad se hara referencia a estacionariedad en
sentido amplio, que se denotard en ocasiones a través del acrénimo WSS (del inglés Wide-Sense
Stationary).

Funcién de autocorrelacién de procesos estacionarios

La funcién de autocorrelacién de un proceso estacionario X (t), Rx(7), tiene las siguientes pro-
piedades:
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1. Rx(—7) = Rx(7). Es una funcién par.
Rx(r) = E[X(®)X(t —7)] = BEIX(t = 7)X ()] = Rx(=7).
2. |Rx(7)|] < Rx(0). El mdximo en médulo se obtiene en 7 = 0.
E[(X(t)£X(t—7))]>0
Expandiendo este resultado
E[X?(t)]) + E[X?(t —7)] £ 2B[X ()X (t — 7)] > 0.
Rx(0) 4+ Rx(0) £2Rx(7) > 0 = Rx(0) > £Rx(7) = Rx(0) > |Rx(7)|.
3. Si para algin T, se cumple Rx(7,) = Rx(0), entonces para todo entero k
Rx(kT,) = Rx(0).
Se demuestra por induccion.

4. Es una funcion semidefinida positiva. Formalmente, esto significa que, para cualquier funcién
g(t), se cumple que

/:0 /:o g(t) Rx(t —s) g(s) dt ds > 0.

Esta propiedad tiene una importante implicacién préctica, y es que que la transformada de
Fourier de la funcién de autocorrelacién es no negativa (sélo toma valores mayores o iguales
a cero, pero nunca valores negativos). La demostracion de esta propiedad se verd de forma
trivial mas tarde, cuando se estudie la representacién en el dominio frecuencial de un proceso
aleatorio.

Procesos cicloestacionarios

Existe una clase especifica de procesos no estacionarios muy ligados a los procesos estacionarios,
que son los denominados procesos cicloestacionarios. En este caso, las propiedades estadisticas no
son constantes a lo largo del tiempo, sino que varian a lo largo del mismo, pero estas variaciones
son periddicas en el tiempo. La definicién de cicloestacionariedad de un proceso aleatorio (en
sentido amplio) se reduce de nuevo a condiciones sobre la media y la funcién de autocorrelacién
del proceso. En concreto, un proceso aleatorio X (¢) sera cicloestacionario (en sentido amplio) si
su media y su funcién de autocorrelacién son peridédicas con un cierto periodo Ty, es decir, si se
cumple que

1. mx(t+ To) = mx(t)

2. Rx(t+ 7+ To,t+Ty) = Rx(t+7,t), para todo t y 7.

2.3.4. Ergodicidad

Para ver qué es un proceso ergddico se utilizara un ejemplo sencillo. Supongamos que se tiene
un proceso X (t) que es estacionario, y se tienen las distintas funciones temporales del proceso,
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Es posible calcular la media del proceso en un instante tg y en otro instante t;. Como el proceso
es estacionario ambos valores coinciden

mx(to) = mx(tl) =mx.

Supongamos que ahora se calcula la media en el tiempo de la realizacién de indice i, ;(t), que
se denotard como m;. Si se cumple que ese valor de la media de cualquier realizacién coincide
con el valor my, es decir mx = m; Vi, estamos ante un proceso ergodico en la media. Esta idea
puede extenderse a otros estadisticos del proceso aleatorio. Por tanto, un proceso ergddico permite
calcular promedios estadisticos sobre realizaciones del proceso aleatorio a partir del promedio
temporal de una tnica realizacion. Se sustituyen promedios estadisticos por promedios temporales.

A continuacién de realiza la definicién formal de la ergodicidad..

Proceso ergddico

Para un proceso X () estacionario en sentido estricto y para cualquier funcién g(x) se pueden
definir dos tipos de promedios

1. Para un instante ¢ y diferentes realizaciones del proceso tenemos una variable aleatoria X (t)
con funcién de densidad fx)(z) independiente de ¢, al ser el proceso estacionario en sentido
amplio. Se puede calcular la esperanza estadistica (promedio estadistico) de la funcién g(X)
como -

Blo(X(®) = [ gla) Fx(e) do.

Este valor es independiente de t si el proceso es estacionario.

2. Si se toma una realizacién individual del proceso, se tiene una funcion temporal determinista
x(t, A;). Se puede calcular la esperanza temporal (promedio temporal) de esa funcién

T—o00 _T
2

1 (%
< g(x) >;= lim T/ g(X(t, \)) dt.

Este valor < g(x) >; es un valor independiente de ¢ pero que en general dependerd de la
realizacién, de modo que para cada \; vamos a tener un < g(z) >; distinto en principio. Si
sucede que < g(x) >; es independiente de i, es decir, vale lo mismo para todo ¢ y ademés

<g(z) >i= Efg(X(1))],

el proceso es ergodico.

Por tanto, un proceso aleatorio estacionario X (t), es ergddico si para cualquier funcién g(z) y
para cualquier \; € €
T
A
lim ?/T g(X(t,\)) dt = Elg(X(1))].

T—o00 T
2

Esto significa que si todos los promedios temporales son iguales a los promedios estadisticos, el
proceso estacionario es ergodico.

Por tanto, para estimar los estadisticos, media y autocorrelaciéon, de un proceso estacionario
ergddico es suficiente tener una tnica realizacion del mismo. A partir de esta realizacién, es posible
obtener los promedios estadisticos de interés a través de los promedios temporales. Por ejemplo, se
pueden calcular la media y la autocorrelacién de la senal utilizando las funciones g(z) adecuadas.
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2.3.5. Potencia y energia

Se habian definido dos tipos de senales deterministas, sefiales de potencia y senales de energia.
Estas definiciones se pueden extender para realizaciones de procesos aleatorios. Si se tiene una
realizacién X (t, \;), que como ya se ha dicho tambien se denotard como z;(t), la energia y la
potencia de la realizacién se definen respectivamente como

B = / () dt,

—00

T
o
P — lim ?/2 (O dt.

T—o00

Sl

Para cada \; € ) existen un ntimero real F; y otro P; que denotan la energia y potencia respec-
tivamente. Consecuentemente, tanto energia como potencia son variables aleatorias que vamos a
denotar como £x y Px respectivamente.

Sobre estas variables aleatorias se pueden definir promedios estadisticos que daran idea del
contenido de energia o potencia del proceso. Los promedios que se definen habitualmente son

» Energia del proceso aleatorio X (t), Ex.

» Potencia del proceso aleatorio X (t), Px.

Estos promedios se definen como

Eyx = E[&x]
PX - E[PX]
donde -
Ex = / X () dt,
y

En este caso, al igual que para senales deterministas

» Un proceso aleatorio es de energia si Ex < 0o

= Un proceso aleatorio es de potencia si 0 < Py < 0o

Teniendo en cuenta estas definiciones, la energia del proceso se obtiene como

Ex=F VOO X (1)) dt]

o

:/OOE[yX(t)ﬂ dt

—0o0

= /OO Ry (t,t) dt.

—0Q
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v la potencia del proceso viene dada por

P E|l Lo
X Tl—rgof/_

s

= lim l/2 EIX®)P dt

T—oo 1’

X (1) dt]

!

N

N v

, 1
= lim ?/T Rx(t,t) dt.

T—o0
2

Se puede observar que en ambos casos, el resultado depende de la funciéon de autocorrelacion del
proceso, evaluada en el mismo instante de tiempo, es decir, Rx(t,1).

Para procesos aleatorios estacionarios Rx(t,t) = Rx(0), es independiente de ¢, y por tanto

Px = Rx(0),

Fx — /_OO Rac(0) dt.

[e @)

Para que el proceso sea de energia debe cumplirse que Fx < oo. Esto sélo es posible para el
caso Rx(0) = E[X?(t)] = 0, lo que significa que para todo ¢ y para cualquier realizacién X () = 0.
Asi pues, para el caso de procesos aleatorios estacionarios, sélo los procesos de potencia son de
interés practico, y en ese caso la potencia del proceso aleatorio se puede obtener evaluando la
funcién de autocorrelacion, Rx(7) en el origen (en 7 = 0).

Finalmente, si el proceso es, ademéas de estacionario, ergdodico, entonces P ya no es realmente
una variable aleatoria, pues todas las realizaciones tienen la misma potencia, que es precisamente
la potencia del proceso

P, = Px = Rx(0).

2.3.6. Procesos aleatorios multidimensionales (multiples)

Al igual que sucedia para el caso de variables aleatorias, es posible trabajar con varios procesos
aleatorios (estocasticos), definidos sobre el mismo espacio de probabilidad, de forma simultanea.
Ademas, cuando se trabaja con sistemas de comunicaciones, esto aparece de forma natural. Por
ejemplo, cuando se modela la entrada de un sistema con un proceso aleatorio X (¢), tenemos
asociado al sistema la salida del mismo pasando por un sistema LTI. Cada realizacién X (¢, ;)
tiene asociada una salida

X(t,N) = Y(t, ) = X(t, \;) = h(t)

Esto se puede interpretar como que para cada \; € {2 se tienen asociadas dos senales temporales
X(t,\;) e Y(t, \;). Por tanto, Y otro proceso aleatorio Y (), y se tienen dos procesos aleatorios
definidos sobre el mismo espacio de probabilidad.

Independencia e incorrelacién de procesos aleatorios

Dos procesos aleatorios X (t) e Y'(t) son independientes si para cualquier par de instantes de
tiempo, t; y to, las variables aleatorias X (1) e Y (¢) son independientes.
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De forma similar, dos procesos aleatorios X (t) e Y (t) estdn incorrelados si para cualquier par
de instantes de tiempo, t; y ts, las variables aleatorias X (t1) e Y'(¢3) estan incorreladas.

Al igual que para variables aleatorias, independencia implica incorrelacion, pero lo inverso no es
cierto: incorrelacion no implica independencia en general.

Correlacién cruzada

La funcidn de correlacion cruzada entre dos procesos aleatorios X (t) e Y (t) se define como
RX7y(t1, tz) - E[X(tl) . Y(tg)]

En general, por la propia definicién de la funcién de correlacién cruzada, se tiene la siguiente
relacién entre las funciones de correlacién cruzada

Rxy(ti,t2) = Ry x(t2, t1).

Estacionariedad conjunta

Dos procesos aleatorios X (t) e Y () son conjuntamente estacionarios (en sentido amplio) si se
cimplen las dos siguientes condiciones:
a) ambos son individualmente estacionarios;

b) la funcién de correlacién cruzada entre los dos procesos, Rxy(t1,t2), depende sélo de la dife-
rencia entre los dos instantes de tiempo, 7 = t; — 9, y se puede por tanto denotar como

Rxy(ti,t2) = Rxy(ti —t2) = Rxy (7).

Al igual que en el caso de la estacionariedad, esta condicién se escribe en ocasiones utilizando la
parametrizacion ¢t =t + 7 y ty = t, de forma que

Rxy(t+7,t) = Rxy(7).

2.3.7. Procesos aleatorios en el dominio de la frecuencia

Es bien conocida la utilidad de la representacién frecuencial de senales en el anélisis de sistemas,
va que las relaciones entre senales en el dominio de la frecuencia son en muchos casos mas sencillas
que en el dominio temporal, lo que simplifica el andlisis en el dominio frecuencial.

Buscando una representacién frecuencial adecuada para procesos aleatorios, se podria pensar
inicialmente en tratar de definir la transformada de Fourier para cada funcién temporal del proceso,
X(t,\;), y definir de nuevo el proceso a través de una funcién que dependa de la frecuencia w en
lugar de ¢, dando lugar a un conjunto de transformadas en el dominio frecuencial con una funcién
de w asociada a cada posible salida del experimento aleatorio, X (jw, \;), donde

X(jw, M) = TF{X(E i)}
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y TF{-} representa la transformada de Fourier. Uno de los problemas que podria tener esta
representacion frecuencial del proceso es que es posible que no todas las funciones temporales que
forman parte del proceso, X (¢, \;), tengan definida una transformada de Fourier.

En esta seccién se vera cémo aplicar las técnicas de andlisis en el dominio de la frecuencia para
trabajar con procesos aleatorios, para llegar finalmente a una representacién en el dominio de la
frecuencia adecuada para los procesos aleatorios, la denominada densidad espectral de potencia.

Densidad espectral de potencia de procesos aleatorios

La densidad espectral de potencia de un proceso aleatorio es una extensién natural de la defini-
cion de densidad espectral de potencia para senales deterministas.

Para definir la densidad espectral de potencia se define primero la densidad espectral de potencia
de cada senal del proceso, X (¢, \;) y posteriormente se promedia para todas las senales. Para
asegurar la existencia de la transformada de Fourier, se definen las funciones truncadas

X(t,x), |t <T/2
0, en otro caso

7

X[T] (ta >‘1) - {
o extendiendo el uso de la notacién compacta x;(t) = X (¢, \;),

xm(t) _ { zi(t), |t| <T/2

¢ 0, en otro caso

De esta forma se garantiza que las senales truncadas son senales de energia, al tener una dura-
cién limitada y ser por tanto su médulo al cuadrado integrable. Por tanto, tienen definida una
transformada de Fourier, que se denotara

9 , T/2 4
X (jw) :Tf{x?](t)} = / 2 (t) et dt = / wi(t) e dt.

9 -T/2
Para senales de energia, la densidad espectral de energia era igual a |XZ-[T] (jw)]?. Se puede entonces
definir la densidad espectral de potencia como el promedio temporal de la densidad espectral de
energia, es decir
APPNE
’Xi (]W>‘
T

Finalmente, llevando T al limite se tiene la densidad espectral de potencia de cada senal que forma
parte del proceso aleatorio

' ) X-[T] )12
Sy, (jw) _%ﬂo%

Para cada frecuencia w se tiene una variable aleatoria, pues hay un valor para cada posible
valor de salida del experimento aleatorio. Parece 16gico por tanto definir la densidad espectral de
potencia del proceso como el promedio de estas variables aleatorias para cada frecuencia,

7)) E (| X1 (jw)|"
St [ BTG _ g ZLXT0]

T—o00 T—o00 T

Esta definicién permite tener una nocién intuitiva del significado de la representacién, es decir,
valor medio del médulo al cuadrado las respuestas en frecuencia de las senales del proceso. Sin

Open Course Ware (OCW) 48 (©Marcelino Lazaro, 2014



f@Y Uniersigad , . ..
Carlos il deMdrid Teoria de la Comunicacién QIolEle]

embargo, la aplicacién literal de de esta definiciéon para el cdlculo de la densidad espectral de
potencia es relativamente complicado en la mayoria de los casos.

Afortunadamente, existe un teorema que relaciona la densidad espectral de potencia con la
funcién de autocorrelacion del proceso aleatorio, lo que simplifica en gran medida la obtencién de
estas densidades.

Teorema de Wiener-Khinchin

Si para cualquier valor finito 7 y cualquier intervalo A, de longitud |7, la autocorrelacién del
proceso aleatorio cumple

/RX(t—FT,t)dt‘ < 00,
A

entonces la densidad espectral de potencia de X (t) es la transformada de Fourier del promedio
temporal de la funcién de autocorrelacion, es decir

Sx(jw) = T.F{< Rx(t‘f'T,t) >},

donde el promedio temporal de la funcion de autocorrelacién es

1 [T/2
<Rx(t—|—7' t) hm —/ Rx(t+7,t)dt.

T—o0 —T/2

La demostracién, que se puede encontrar por ejemplo en [Proakis y Salehi, 2002], pag. 179, se
reproduce a continuacién.

Teniendo en cuenta que

e Bl Xr(w) ]
SRl = i

Yy que %
XPGw)y= | X(t) et dt,

T

T2

introduciendo esta expresion se tiene

r

T
’ X(s) e 92Is ds/2

_T
2

, c 1
Sx() = fin 78

X (t) eJerﬂ'ft dt]

= lim —/ / Rx(s,t)e =321 (=0 gt s
T—oo 1’ %

Lo que se hace ahora es obtener la transformada de Fourier inversa, para demostrar que es
precisamente < Ry (t + 7,t) >

Sl

T—oo T 27

— - Jjwlr—(s=1)]
711—I>I010T27r/ /ngstdsdt/we dw.
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Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier inversa de una constante es una delta
1 o0

— eIl duy = §(1 — s + 1),
2m J_o

e incluyendo este resultado en la expresion anterior, se tiene

T T
1 53
TF 1 {Sx(jw)} = lim —/2 / Rx(s,t) 8(r — s+ 1) ds dt.
T—oo T —r .z
Teniendo en cuenta que
T
2 Rx(t+7t), —L<t+7<Z
/2 Rx(s,t)0(T — s+ t)ds = x(t4mt), =3 TT<3
-z 0, en otro caso

entonces

$ 7 r
TF ' {Sx(jw)} = lim %/ {Rx(t+r,t), L<t+r<t }dt
—00 _

0, en otro caso

Esta expresion se puede reescribir como

T,
lim —/2 Rx(t+7,t)dt, 7>0
1 . T—o00 T
TF {Sx ()} = ;
lim —/ Rx(t+7,t)dt, 7<0
T—o0 7%77

T T
Tlglgo— /TRX(t—i—T,t)dt—/T Rx(t+7,1) dt] , 17>0
TFH{Sx(f)} = L . :
Th_r)r;of /TRX(t—I—T,t)dt—/T Rx(t+7,t)dt], 7<0

-2 -2

Por tanto, ya que la integral en un segmento de longitud 7 estd acotada (es la condicién del
enunciado del teorema), cuando 7' — oo el segundo término es despreciable, y por tanto

Sx(jw) = '7'.7:{ lim %/2 Rx(t+T,t) dt} :

T—o0

Sl

lo que concluye la demostracién.

El teorema incluye ademés un par de corolarios que simplifican el calculo de Sx(jw) para el
caso de que el proceso aleatorio sea estacionario o cicloestacionario.

Corolario 1 Si X () es un proceso estacionario y 7Rx(7) < oo para todo 7 < 0o, entonces
Sx(jw) == T.F{Rx(T)}
La demostracién es inmediata, ya que Rx(7) sélo depende de 7. En este caso

< Rx(t+7,t) >= Rx(7).
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Corolario 2 Si X(t) es ciclostacionario y se cumple que

To
/ Rx(t+7'7t)dt‘ < 00,
0

entonces

Sx(jw) = TF{Rx(7)},

donde Rx(7) es el promedio en un periodo de la funcién de autocorrelaciéon

. 1 To/2
Rx(T) = —/ Rx(t+77t) dt.
T —To/2

Ty es el periodo del proceso cicloestacionario. La demostracion es inmediata, ya que al ser la
autocorrelacién periddica

1 (T2 1 [To/2
lim _/ Rult4mt)di=— [ Relt+71)dt.
T—o0 -T/2 To J -1y )2

Aparte de estos dos corolarios, del teorema de Wiener-Khinchin se pueden extraer las siguientes
propiedades:

(1) La potencia del proceso aleatorio se puede obtener integrando la densidad espectral de poten-
cia,

1 [
PX = —/ Sx(]w) dw.
2m J_ o

Este valor coincide con el valor obtenido con anterioridad

T

1 (2

Px = lim — Rx(t,t) dt.

= Jim g [ (e
2

Hay que tener en cuenta que la potencia se puede calcular también en el dominio temporal a

partir de la funcién de autocorrelacién.

= Para procesos estacionarios
Px = Rx(0).

= Para procesos cicloestacionarios
Px = Rx(0).

Esto es asi por la definicién de la transformada de Fourier. Para procesos estacionarios,
la transformada de Fourier inversa de la densidad espectral de potencia es la funciéon de

autocorrelacién ) .
Rx (1) = —/ Sx(jw) e dw,

21 J_ o

que evaluada en 7 = 0 queda
1 [ ,
Rx(0) = o Sx(jw) dw.
™ — 00
Lo mismo se aplica en el caso de procesos cicloestacionarios a Ry (0).
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(2) Para procesos estacionarios y ergddicos, la densidad espectral de potencia de cada senal es
igual a la densidad espectral de potencia del proceso. En este caso, la densidad espectral de
potencia de cada senial es la transformada de Fourier de la autocorrelacién de dicha senal, que
se define como

1 [1/2
Ry, (1) = lim —/ x;(t)z;(t — 7)dt.

T—o00 T 7T/2

Por tanto
Sei)(f) = TF[ Ry (1) (7))

Como el proceso es ergodico, el promedio estadistico coincide con el temporal y por tanto
1 T/2
lim —/ x;i(t)x;(t — 7)dt = Rx (1),
con lo cual
Sx(jw) = TF[Rx(7)] = Sz, (jw)-
(3) La densidad espectral de potencia se defini6 originalmente como

TY( 70 ) |2

L BIXT )P
T—o00 T

Partiendo de esta definicién es obvio que Sy (jw) es una funcién de w par, real y no negativa.

Las dos primeras condiciones se deben a que Rx(7) es real y par, como ya sabifamos que

ocurria para procesos estacionarios. Pero ademaés tenemos que es no negativa y esto implica

que la autocorrelacion es semidefinida positiva, lo que quiere decir que

/_Z /_Z g(t) Rx(t — s) g(s) dt ds >0,

para cualquier funcién g(x). Asi pues, estas caracteristicas de la densidad espectral de potencia
provienen de las cuatro propiedades vistas anteriormente para la funciéon de autocorrelacién
de procesos estacionarios.

2.3.8. Procesos aleatorios estacionarios y sistemas lineales

En la Seccion 2.3.6 se ha visto que la salida de un sistema lineal e invariante cuya entrada es un
proceso aleatorio es a su vez un proceso aleatorio, tal y como muestra la Figura 2.13

X(t) " Y (t)

Figura 2.13: Un proceso aleatorio pasando a través de un sistema lineal e invariante.

A continuacién, se van a analizar las propiedades del proceso aleatorio de salida, Y'(¢), basado
en el conocimiento que se tiene del proceso aleatorio de entrada, X (t). Se supone que el proceso
de entrada es estacionario y que el sistema es un sistema lineal e invariante. En particular, se trata
de contestar a las siguientes preguntas:

1. ;(Bajo que condiciones es el proceso de salida estacionario?

Open Course Ware (OCW) 52 (©Marcelino Lazaro, 2014



£y Universidad
Carlos ITl de Madrid

Teoria de la Comunicacién

2. iBajo que condiciones son los procesos de entrada y salida conjuntamente estacionarios?

3. ;Coémo se pueden obtener la media y la autocorrelacion del proceso de salida y la correlacion
cruzada entre los procesos de entrada y salida?

El siguiente teorema responde a estas preguntas.

Teorema: Un proceso aleatorio, X (t), es estacionario, de media my y funcién de autocorrelaciéon
Rx (7). El proceso pasa a través de un sistema lineal e invariante con respuesta al impulso A(t). En
este caso, los procesos de entrada y salida, X (t) e Y (t), son conjuntamente estacionarios, siendo

my = m)(/ h(t)dt,

o0

Ry (7) = Rx(7) x h(7) * h(—7) = Rx(7) *x r(7)

R)Qy(T) = Rx(T) * h(—T).

En la expresién para la funcién de autocorrelacion del proceso de salida, 1, (t) denota la funcién
de ambigiiedad temporal de la respuesta al impulso del canal

rn(t) = h(t) * h(—t).

Se puede ver que también se cumple la relacion

Ry (1) = Rxy(7) * h(T).

Demostracion: Se parte de la expresion de la convolucién, que relaciona la entrada y la salida

de un sistema lineal

Por tanto
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Por otro lado,

Rxy(ti,t2) = ()Y (t2)],

E{ tl/ X(s)h(t2 —s) ds| ,
—/OO X (s)|h(ty — s) ds,
/.

x(t1 — $)h(ty — s) ds,

R / Rx(ty —to — u)h(—u) du,

Finalmente, utilizando el resultado previo

Ry (t1,t2) = E[Y t2)],

([ o]

:/ EIX(s)Y (t2)]h(ts — s) ds,
_ /oo Ry (s — ta)h(t — ) ds,

u=s—t3 / RX7y(U)h(t1 — 19 — U) dU,

= Rxy(T)* h(T),
Rx (1) % h(—7) % h(T).

Expresiones equivalentes en el dominio frecuencial

Anteriormente se ha visto lo que ocurre para los promedios estadisticos del proceso de salida de
un sistema lineal e invariante cuando a su entrada hay un proceso estacionario. A continuacién
se analizan las relaciones entre los estadisticos del proceso de entrada y de salida en el dominio
frecuencial. Para ello inicamente hay que trasladar las expresiones del dominio temporal obtenidas
anteriormente al dominio frecuencial. La relacién se obtiene inmediatemente si se tiene en cuenta

que
o0

TF{h(—7)} = H*(jw), y que / h(t) dt = H(0).

—0oQ

La segunda expresion es evidente si se tiene en cuenta que

H(jw) = /oo h(t) - e« dt “=° /Oo h(t)dt = H(0).

—0Q o0

Asi pues, las relaciones de los estadisticos en el dominio frecuencial son
my = MmMx - H(O),
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para la media, y aplicando la transformada de Fourier a la expresion que relaciona autocorrelacio-
nes de los procesos de entrada y de salida, la densidad espectral de potencia del proceso de salida
es

Sy (jw) = Sx(jw) - [H(jw)[*.
La primera ecuacién dice que la media sélo se ve afectada por la respuesta en continua del sistema,
es decir por la componente de w = 0, H(0). Y la segunda dice que, en cuanto a la densidad espectral
de potencia, la fase del sistema es irrelevante y sélo importa su moédulo.

También es posible definir una relacién en el dominio de la frecuencia para la correlacién cruzada.
Se define la densidad espectral de potencia cruzada, Sx y(f) como

Sxy(jw) € TF{Rxy(7)}.
En este caso,
Sxy(jw) = Sx(jw) - H*(jw),

y como Ry x(7) = Rxy(—7), entonces

Sy.x(jw) = Sk y (jw) = Sx (jw) - H(jw).

Es interesante remarcar que aunque las desnsidades espectrales de los procesos X e Y, Sx(jw) y
Sy (jw), son funciones reales no negativas, las desnsidades cruzadas Sxy (jw) y Sy.x(jw) pueden
ser, en general, funciones complejas. La Figura 2.14 representa mediante diagramas de bloques la
relacién entre las distintas representaciones frecuenciales.

X(1) h) Y(t)

SXY )W

() (Jw)

Sx (jw) H(jw) Syx (jw)
Sy )W

(e

Figura 2.14: Representacion esquemadtica de las relaciones entrada/salida para densidades espec-
trales de potencia y densidades espectrales cruzadas.

Extension de los resultados anteriores a procesos cicloestacionarios

Si el proceso aleatorio de entrada a un sistema lineal e invariante es cicloestacionario, se pueden
extender de forma sencilla algunos de los resultados anteriores. En particular es trivial hacer la

extension
o0

my (t) = mx(t) / h(t) dt = mx(t) H(0).

—0oQ

De la definicién de la densidad espectral de potencia, también es trivial obtener la relacién
Sy (jw) = Sx(jw) [H(jw)[".
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Dada la relacion de la densidad espectral de potencia con el promedio en un periodo de la funcién
de autocorrelacién, también es evidente la relacién

Ry (1) = Rx(7) % h(7) % h(—7).

La relacion entre funciones de autocorrelacion es un poco mas compleja, pero a partir de calculos
sencillos se puede llegar a la expresion

Ry (t1,t9) = /_OO /_00 Rx(s,u) h(t; — s) h(ta — u) ds du.

2.3.9. Suma de procesos aleatorios

En la préctica, a menudo se encuentra el problema de la suma de dos procesos aleatorios. Por
ejemplo, en el caso de un sistema de comunicaciones se suma ruido sobre la senal de comunicacio-
nes.

Supongamos que se tiene un proceso aleatorio Z(t) = X(t) + Y (t), donde X (t) e Y (t) son
conjuntamente estacionarios. Se van a obtener la media, autocorrelacion y densidad espectral de
potencia para el proceso Z(t).

La media del proceso Z(t) se obtiene de la forma siguiente

my = E[Z(t)] = EIX(0) + Y (8)] = EIX(0)] + E[Y (1)) = mx + my.

La autocorrelacién del proceso aleatorio Z(t) es

Rz(t + T,t)

E[Z(t+7)Z(t)]

E{(X(t+7)+Y(t+7)(X(t) +Y ()]
EXt+n)XH)])+EX{t+nY@)]+E[Y({t+7)X()]+ EY({t+7)Y(t))
Rx(7) + Rxy(7) + Ry, x(7) + Ry (7).

Como se ve, el proceso es estacionario, ya que la media es constante, y la funcién de autocorre-
lacion depende tnicamente de la diferencia de instantes de tiempo. Si reordenamos esta expresién
tenemos

Rz(T) = Rx(T) + Ry(T) + RX7y(T) + RY,X(T).

La densidad espectral de potencia se obtiene mediante la transformada de Fourier de la funcién
de autocorrelacion. Tomando la transformada de Fourier en ambos lados de la expresién anterior

Sz(jw) = Sx(]w) + Sy(ju)) + S)Qy(jw) + Syg((jw),
que teniendo en cuenta que Sy,x (jw) = Sk y(jw) lleva a
Sz(jCU) = Sx(jw) + Sy(]bd) + 2R€[S}Qy(j¢d)].

Asi pues, la densidad espectral de potencia es la suma de las densidades espectrales de potencia
de cada proceso individual més un tercer término que depende de la correlacién cruzada de los
dos procesos.
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Cuando los procesos estan incorrelados, teniendo en cuenta que la relacién entre la covarianza
v la autocorrelacién es,

Cov(X(t+7),Y(t) =E[(X({t+7)—mx) - (Y(t)—my)] = Rxy(T) —mx - my
vy que para procesos incorrelados la covarianza es nula, se cumple que
Rxy(T) = mxmy.

En este caso, si al menos uno de los dos procesos tiene media nula, Rxy = 0, lo que implica que
Sxy(jw) =0y por tanto

Sz(jw) = Sx (jw) + Sy (jw).

En el caso de la suma de la sefial y ruido, lo mas habitual es que el ruido esté incorrelado con
la senal y tenga media nula. En este caso se puede aplicar esta relacién.

2.4. Modelo del ruido térmico: procesos blancos y gausia-
nos

Un tipo de procesos que juegan un papel muy importante en los sistemas de comunicaciones
son los procesos gausianos y los procesos blancos. Los procesos gausianos son importantes por dos
razones:

1. El ruido térmico, producido por el movimiento aleatorio de los electrones debido a la agi-
tacion térmica, presenta una distribucion gausiana. Este tipo de ruido estd presente en
cualquier dispositivo electrénico y es el mas importante en muchos sistemas de comunica-
ciones.

La explicaciéon de porqué el ruido térmico es gausiano se puede encontrar en el teorema
central del limite. El ruido térmico se debe al movimiento aleatorio de los electrones y la
corriente es la suma de multiples electrones. Si se supone que cada electrén se comporta de
forma independiente se tiene la suma de un ntmero de variables aleatorias i.i.d., con lo que
al final se llega a que su distribucién es gausiana, N'(mx, %)

2. Los procesos gausianos proporcionan un buen modelo para algunas fuentes de informacién,
por lo que los procesos gausianos hacen posible su analisis.

Por tanto, el analisis de procesos gausianos nos va a permitir analizar el efecto del ruido térmico
v las caracteristicas de algunas fuentes de informacién.

En cuanto a los procesos blancos, también van a ser importantes en el modelado del ruido en
un sistema de comunicaciones, ya que como se verda mas tarde las caracteristicas espectrales del
ruido térmico son muy similares a las de un proceso blanco.

A continuacion se define lo que son procesos gausianos y lo que son procesos blancos.
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2.4.1. Procesos aleatorios gausianos

Un proceso aleatorio X () es un proceso gausiano si para todo conjunto de n instantes de tiempo
{t1,ta2, -+ ,t,} vy para cualquier valor de n, las n variables aleatorias resultantes de evaluar el
proceso en esos n instantes de tiempo { X (¢;)}1, tienen una distribucién conjuntamente gausiana.

Esto implica que para cualquier instante de tiempo to la variable aleatoria X (¢o) es gausiana
y en cada par de puntos t; y ty las variables aleatorias (X (t;), X () tienen una distribucién
conjuntamente gausiana.

Una de las ventajas de los procesos conjuntamente gausianos es que su descripcion estadistica
completa depende sélo del vector de medias g y de la matriz de covarianza C'. Debido a esto se
puede formular el siguiente teorema.

Teorema: Para procesos gausianos, el conocimiento de la media, mx(t), y de la funcién de
autocorrelacién, Rx (t1,ts), proporciona una descripcién estadistica completa del proceso.

Este teorema implica que no es necesario conocer el vector g o la matriz C para todo n y todo
conjunto de tiempos {t;} , sino que es suficiente conocer mx(t) y Rx(t1,t2). Siempre es posible
construir g y C' a partir de estas para cualquier conjunto de instantes de tiempo {¢;}7 .

» Para X(t;), = ;i = mx(t;).

» Para (X(t;), X(t;)), = C;; =Cov(X(t;),X(t;))=Rx(ti, t;) — mx(t;)mx(t;).

Otra de las ventajas de los procesos gausianos es su comportamiento en sistemas lineales. El
siguiente teorema describe este comportamiento que es de gran importancia.

Teorema: Si un proceso gausiano X (¢) atraviesa un sistema lineal e invariante (LTT), el sistema
resultante, Y'(¢), es también un proceso gausiano.

Para probarlo, utilizamos una de las propiedades que vimos para procesos conjuntamente gausia-
nos. Se trata de demostrar que para todo n, el vector (X (¢1), X (t2),---, X (t,)) es conjuntamente
gausiano. En general, para un instante de tiempo t;

Y(t;) = /00 X(1)h(t; — T)dr.

Esta integral se puede interpretar como un sumatorio llevado al limite, donde X () es multiplicado
por los distintos valores de la respuesta al impulso A(t). En concreto, esta integral es igual a

N—o00 A—0

N
Y(t;) = lim lm Y X(kA)h(t; — kA).
k=—N

Esta expresiéon se puede interpretar como una combinacion lineal de un conjunto de variables
aleatorias conjuntamente gausianas, {X (kA)}Y__ . Se puede interpretar entonces que se tiene un
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sistema N
Y(t) = lim lim > X(kA)h(ty — kA)
k=—N
N
Y(ty) = lim lim X (EA)h(ty — kA)
N
Y(t,) = lim lim > X(kA)h(t, — kA)

\ =—

Esta expresion plantea la combinacién lineal de las variables aleatorias { X (kA)}Y__ , que forman
son conjuntamente gausianas. Y se ha visto en la Seccién 2.2.6 que una de las propiedades de las
variables aleatorias conjuntamente gausianas es que cualquier combinacion lineal de las mismas
forma un conjunto de variables aleatorias conjuntamente gausianas.

Esta propiedad de los procesos gausianos es muy importante ya que significa que se conoce el
tipo de proceso que hay en la salida de un sistema cuando la entrada es gausiana. Para procesos
en general, puede ser muy dificil saber esto.

Todas las definiciones hechas hasta ahora son para procesos gausianos en general. A continuacién
se plantean algunas condiciones para procesos estacionarios.

Teorema: Para procesos gausianos, estacionariedad en sentido estricto y en sentido amplio son
equivalentes.

Esta propiedad se debe a que los procesos gausianos tienen una descripcion estadistica completa
que sélo depende de la media mx(t) y de la funcién de autocorrelacién Rx (t,ts).

Teorema: Para procesos gausianos, estacionarios y de media nula, una condicién suficiente para
la ergodicidad del proceso X (t) es

/_oo |Rx(7)|dr < cc.

o

Esto es algo que simplifica el analisis de ergodicidad de este tipo de procesos.

Procesos aleatorios conjuntamente gausianos

Los procesos X (t) e Y (t) son conjuntamente gausianos, si para cualquier valor de n y m, y
cualquier par de conjuntos de instantes de tiempo {t1,t, - ,t,} v {71, 72, ,Tm}, las n +m
variables aleatorias

{X(t1)7 X(tZ)a T X(tn)7 Y(Tl)> Y(7_2>> Ty Y(Tm>}a
tienen una distribucién conjuntamente gausiana (de dimensién n + m).

Los procesos aleatorios conjuntamente gausianos tienen una propiedad muy importante que se
expone en el siguiente teorema.

Teorema: Para procesos conjuntamente gausianos, incorrelacion e independencia son equiva-
lentes.
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2.4.2. Procesos aleatorios blancos

El término blanco asociado a un proceso aleatorio se utiliza para describir a aquellos procesos
que tienen igual potencia para todas las frecuencias. El término hace referencia a la analogia con
el caso de la luz blanca, que estd compuesta por la suma de todos los colores.

A modo de definicién, un proceso blanco tiene una densidad espectral de potencia plana, es
decir, Sx(jw) es constante para todas las frecuencias
Sx(jw) = C.
Por tanto, la funcién de autocorrelacion para un proceso blanco es
Rx(r)=TF {C}=C-d(r).

Esto significa que para cualquier 7 # 0 Rx(7) = 0. Y esto implica que las variables aleatorias
X(t1) y X(t2), Vt1 # to, estan incorreladas. Si ademds de blanco el proceso es gausiano, que como
se vera luego es el caso del modelo estadistico habitual para el ruido térmico, esto significa que
las variables aleatorias son también independientes.

A partir de la definicién de un proceso aleatorio blanco, su potencia es infinita, ya que

1 [~ 1 [
PX:%/_VOOSX(jw)dw:%‘/_OOde:OO
o si se calcula en el dominio temporal

Filtrado de un proceso blanco

Se ha visto que cuando un proceso gausiano atraviesa un sistema lineal e invariante, el proceso
resultante sigue siendo gausiano. Sin embargo, no sucede lo mismo con la condiciéon de “blanco”.
Cuando un proceso blanco pasa por un sistema lineal e invariante, deja de ser blanco. En concreto,
la densidad espectral de potencia queda determinada por la respuesta en frecuencia del filtro

Sy (jw) = Sx(jw) - [H(jw)|* = C - [H(jw) .
Salvo en el caso de un filtro trivial paso todo (h(t) = ad(t), 6 H(jw) = «, esta respuesta no
serd constante, por lo que el proceso Y (t) no sera blanco.
La funcién de autocorrelacion del proceso filtrado es
Ry (1) = Rx(7) * h(7) x h(—7) = Rx(7) x rp(7),

donde rp,(7) es la funcién de ambigiiedad temporal de h(7). Teniendo en cuenta la forma de Rx (1)
para un proceso blanco,

Ry (1) =C - rp(7).
Esto significa que la potencia del proceso es
Py = Ry(O) =C- T’h(O),

v hay que tener en cuenta que el valor de la funcién de ambigiiedad temporal de una cierta funcién
evaluada en cero proporciona la energia de dicha funcién, por lo que

Py =C-E{h(t)}.
Por tanto, la potencia de un proceso blanco filtrado ya no es infinita, sino que estd relacionada

con la energia de la respuesta el impulso del filtro.
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2.4.3. Modelo de ruido térmico

El modelo habitual para el ruido térmico es el de un proceso aleatorio estacionario, ergddico,
blanco y gausiano. Generalmente el ruido se denotard como n(t), por lo que se utilizard la notacién
R,.(7) y Sp(jw) para representar la funcién de autocorrelacién y la densidad espectral de potencia
del proceso aleatorio que lo modela. En el caso de ruido térmico la constante C' que define el valor
de la densidad espectral de potencia se denota habitualmente como Ny/2, tal y como muestra la
Figura 2.4.3.

Sn(jw)
N0/2

W

Figura 2.15: Densidad espectral de potencia de un proceso blanco que modela ruido térmico.

Obviamente, ningun proceso fisico puede tener potencia infinita. Por tanto, un proceso blanco
no existe como tal. La importancia de los procesos blancos en la practica se debe a que el ruido
térmico se puede modelar como un proceso blanco para un gran rango de frecuencias. El analisis
mecanico cudntico del ruido térmico dice que la densidad espectral de potencia del ruido blanco
es "

4r(ezmit — 1)

h: Constante de Planck (6.6x1073* Julios x segundo).

k: Constante de Boltzmann (1.38x107%* Julios/°Kelvin).

T: Temperatura en grados Kelvin.

w: Frecuencia angular o pulsacién en radianes/s (27 veces la frecuencia).

donde

Esta densidad espectral de potencia tiene su maximo en w = 0, donde toma el valor k7'/2, y
tiende a cero cuando f tiende a infinito. Sin embargo, la tendencia es muy lenta. Por ejemplo,
a temperatura ambiente, T = 290 °K, S, (jw) cae al 90 % de su méximo aproximadamente para
w A 2 (2 x 10'?) rad/s, lo que esté por encima de las frecuencias comtinmente utilizadas por los
sistemas de comunicaciones. La Figura 2.4.3 representa S, (jw).

wr b SaGw) ke | SnGw)
2 2
/\
0,8EL1 0,8&L
0,6 L. 0,6 L.
0,45L. 0,4kT.
0,25T. 0,2kT.

-2000 -1500 -1000 -500 0 500 1000 1500 2000 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200
% (GHz) 2 (GHz)

Figura 2.16: Densidad espectral de potencia del ruido térmico

Por esta razon, el ruido térmico se modela como un proceso blanco para el cual C' = %,

Ny = kT.

con
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A partir de ahora el modelo para el ruido término es un proceso aleatorio con las siguientes
caracteristicas:
= Estacionario.
= Ergoédico.
= Media m,, = 0.

s Funcién de autocorrelacién

N,
Ru(7) = == - 8(7)
2
= Densidad espectral de potencia
, N,
Sn(jw) = 70.

NOTA: es facil ver que un proceso estacionario gausiano con esa funcién de autocorrelacién es

ergddico, ya que

o0

2.4.4. Ruido filtrado y ancho de banda equivalente de ruido

Como se ha visto anteriormente, la potencia de un proceso aleatorio blanco es infinita. En el
caso del ruido térmico, aunque no es infinita, es relativamente alta. Para limitarla, lo que se hace
habitualmente es filtrarlo. Si se denota como Z(t) el proceso aleatorio resultante al filtrar el proceso
de ruido térmico con un filtro lineal e invariante de respuesta al impulso h(t), la densidad espectral
de potencia de este proceso es

S(jw) = Suljw) [HGw) = 2 ().

La potencia del proceso Z(t) obtenido filtrando el proceso aleatorio que modela el ruido térmico
con un filtro de respuesta al impulso h(t) se puede obtener integrando Sz (jw)

P, = 2—/ Sz (jw) dw = = - —/ H(jw)|* dw = =2 - E{R(t)}.
) 2 21 ) o 2

E{r®)}

Si los filtros utilizados son filtros ideales de ancho de banda B Hz (o W = 27 B rad/s), bien
sean filtros paso bajo o filtros paso banda con frecuencia central f. Hz (o w. = 27 f, rad/s), sus
respuestas en frecuencia son las de la Figura 2.17

Tanto para filtros paso bajo como para filtros ideales, es facil comprobar que

E(h(t)} = % /OO \H(jw)[? dw = 2B.

—00

Por tanto la potencia del ruido filtrado Z(t) es
P, =N,-B.
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. |H (jw)] |H (jow)|
1
We
w w ‘ W w
Filtro Paso Bajo Filtro Paso Banda

Figura 2.17: Respuesta en frecuencia de filtros ideales, paso bajo y paso banda.

|H (jw)] |H (jw)|
VG
Ve
We
1%.%4 w ‘ W w
Filtro Paso Bajo Filtro Paso Banda

Figura 2.18: Respuesta en frecuencia de filtros ideales, paso bajo y paso banda, con una ganancia
en potencia G.

Si los filtros ideales no tienen ganancia unidad, sino ganancia en potencia GG, su respuesta en
frecuencia es la de la de la Figura 2.18

En ese caso, la energia de los filtros es

ED) = 5 [ 1) do =256,

o

y por tanto la potencia del ruido filtrado es
P;=Ny-B-G.

Tanto con ganancia unidad, como con una ganancia en potencia arbitraria GG, la potencia del ruido
filtrado se calcula de forma muy sencilla a partir de las expresiones anteriores.

Cuando se utilizan filtros no ideales, en muchos casos no resulta practico para los usuarios de un
cierto sistema tener que evaluar la integral de la respuesta en frecuencia de un filtro al cuadrado.
Seria mucho mas conveniente poder aplicar una expresion similar a la que se tiene para los filtros
ideales. Por esta razon se utiliza el denominado ancho de banda equivalente de ruido de un sistema.
El ancho de banda equivalente de ruido, que se denota como B,,, sirve para obtener la potencia
del ruido como

PZ:NO’Beq'G7

donde G = H2,,,, siendo H,,q; es el maximo de H(jw). Por tanto, G’ denota la ganancia maxima
del filtro. Teniendo el ancho de banda equivalente de ruido del filtro, B, y su ganancia G, resulta
muy sencillo calcular la potencia de ruido a la salida del sistema. Habitualmente, los fabricantes
miden estos valores y los publican en las hojas de caracteristicas para que pueda ser utilizado por

los usuarios.

Comparando las expresiones de la potencia del ruido filtrado a partir de B, y G, e integrando la
respuesta al cuadrado del filtro, es evidente que el ancho de banda equivalente de ruido se define
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como
o | MG d
L ey o)
“ 2-G 2-G '
Teniendo en cuenta que la respuesta en frecuencia de sistemas reales es simétrica respecto al origen,
se tiene que

G do=2 [ |G de

—0o0
y el ancho de banda equivalente de ruido se puede calcular también como
=[G d
— w w
_ 27 Jo /

B, e

La interpretacién del ancho de banda equivalente de ruido seria la del filtro paso bajo ideal,
de amplitud H,,q, y frecuencia de corte B,, que permite pasar el mismo ruido, en términos de
potencia, que el sistema caracterizado. La Figura 2.4.4 ilustra esta interpretacion.

[H (jw)
Hypas
N
21 - Beg w

Figura 2.19: Ilustracion del significado del ancho de banda equivalente de ruido de un sistema.
Ejemplo

Calcular el ancho de banda equivalente de ruido de un filtro con la siguiente respuesta en

frecuencia
w .
1+ W si —W<w<0
[H (jw)| = w
1-— W si0<w<W
0, en otro caso,

donde W es el ancho de banda en rad/s, i.e., W = 27 B, siendo B el ancho de banda en Hz.

En esta caso, el médulo al cuadrado de la respuesta en frecuencia del filtro es un tridngulo

entre -W y W,
1+ ~ i —W<w<0
2 y i si <w
y = — = w
H ()] A(zw) - — si0<w<W
w
0, en otro caso.
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Por tanto, se ve claramente que H,,q; = maz|H (jw)|? = 1, valor que se obtiene para w = 0.
Por otro lado, teniendo en cuenta la simetria de la respuesta

1 [ 1 [ 1
|H(jw)|? dw = / —— dw
0

21 o 71' 1+ w272
1 v w
=— 1——d
77/0 w
1w
=—x—=20B.
s 2
Por tanto,
B B
Bea=5773"
Ejemplo

Calcular el ancho de banda equivalente de ruido de un filtro RC paso bajo.

La respuesta en frecuencia de un filtro RC es

1
H(jw) = m,
donde la constante 7 vale 7 = RC. El médulo de esta respuesta es
H(jw)] =~

En este caso es claro que Hy,qr = 1, para w = 0. Por otro lado,

1 o0 1 o0 1
H (j)? do =~ /
™ Jo

or ) o 14+ w272
w=wr 1 [ 1 du
- 7r/0 1+u2 7
L T du = iarctg(u) b
7 Jo 1+ u? T 0
2
1
T2
Por tanto,
= 1 1

Beq: = —

2.4.5. Relacion senal a ruido

Ya se ha visto como calcular la potencia de los procesos. Un caso particular es el caso en el que
se tiene la senal m&s una componente de ruido y ambas sefiales se modelan con distintos procesos.
En este caso es 1til calcular la relacién senal a ruido

S B Potencia de la senal

N  Potencia del ruido

Si se modela la senial con un proceso X(t), y el ruido filtrado con un proceso Z(t), la relacién

senal a ruido sera
S Px

N P
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La potencia de la senal se puede calcular integrando su densidad espectral de potencia

1 [ .
Py = g/_oo Sx(jw) dw.

Para el ruido, si se asume el modelo de proceso blanco y gausiano, y se tiene en cuenta que para
una senal de ancho de banda B, que generalmente se filtrara con un filtro de ese ancho de banda,
solo afecta el ruido en esa banda. Si se utilizan filtros ideales con ganancia unidad

P;=Ny,-B=K -T-B.

S _Px
N N,-B

Si se utilizan filtros ideales con ganancia en potencia G, la potencia de ruido filtrado es

Por tanto

P,=N,-B-G=K-T-B-G.

Por tanto

S Px

N No-B-G
Si se tiene el ancho de banda equivalente de ruido y la ganancia del filtro receptor, la potencia de
ruido es

Py = Ny By - G,
y la relacion senal a ruido

S Px

N Ny-Bey G

Finalmente, si se conoce la energia de la respuesta al impulso del filtro, la potencia de ruido seria

Py =20 (A},

y la relacion senal a ruido
B 2Px

S
N No-E{(n(n)}

2.5. Muestreo de procesos aleatorios limitados en banda

La definicién de un proceso aleatorio limitado en banda es la extensién natural de la definicién
de una senal limitada en banda. Un proceso aleatorio de ancho de banda B tiene la propiedad

Sx(jw) =0, V|w|>27-B.

Como ya se ha visto, para senales limitadas en banda existe el teorema del muestreo que permite
muestrear la senal en tiempo discreto sin perder ninguna informacién de la misma. Este teorema
dice que para poder reconstruir de forma perfecta la senal original, la frecuencia de muestreo debe

ser al menos dos veces la méaxima frecuencia de la senal, es decir,

1
< —.
2B

1
fm>2B =T, = —
fm
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En este caso a senal se reconstruye como

x(t) = 2BT,, i x(kT,,) sinc(2B(t — kT,,)).

k=—o0
Para T, = %, esta expresién se simplifica
2(t) = > a(kTy) sinc(2B(t — kT,)).
k=—o00

Parece 1égico pensar que el teorema del muestreo se puede extender para procesos aleatorios. El
siguiente teorema justifica esta intuicién.

Teorema: Si X (t) es un proceso limitado en banda, con Sx(jw) = 0 para w > W = 27 B,

tomando un intervalo de muestreo T,, = % =W

E <X(t)— i X (KT} sinc(2B(t—kTm))> — 0.

k=—00

Para demostrarlo se expande esta expresion

E (X(t) — i X (kT,,) sinc(2B(t — kTm)))

k=—o00

—E[X%(t)] - 2 i E[X(t)X (KT,,)] sinc(2B(t — kT},))

k=—00

+ f: i E[X (KT) X (uT})] sinc(2B(t — KT,,))sinc(2B(t — uT},))

k=—00 u=—00

=Rx(0) —2 i Rx(t — kT,,) sinc(2B(t — kT,,))

k=—o00

+ 3 3" Rx((k —w)T,,) sinc(2B(t — kT,,))sinc(2B(t — uT,,)).

k=—0c0 u=—00

Para el tltimo término, se puede hacer el cambio de variable m = u — k y queda

i i Rx(mT,,) sinc(2B(t — kT,,,))sinc(2B(t — kT, — mT,,))

= Y sinc(2B(t - kT,)) i Rx(mT,,) sinc(2B(t — kT,, — mT},)),

k=—o00 m=—00
donde se ha utilizado la propiedad Rx(—mT,,) = Rx(mT,,).
Como X (t) es limitado en banda, su autocorrelacién también lo es, de modo que
Rx(t)= > Rx(kT,)sinc(2B(t — kT,,)),
k=—o00
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y por tanto
> Rx(mT,,) sinc(2B(t — kT, — mT,,)) = Rx(t — kT;,).

m=—0o0

Sustituyendo esta expresion se llega a

E <X(t) — i X (kT,,) sinc(2B(t — k:Tm))>

k=—o00
= Rx(0) = > Rx(t—kT,,) sinc(2B(t — kT,,)).
k=—o00
Y se puede comprobar que el tltimo término es Rx(0), lo que completa la demostracion.

Como es la esperanza del error cuadratico lo que se anula, en este caso se dice que el teorema
del muestreo se cumple en sentido cuadratico medio, o que X (¢) es igual en sentido cuadrético
medio a la expresién del teorema del muestreo para X (kT,,)

X(t) = i X (kT,,) sinc(2B(t — kT},.)).

k=—o00

Otra propiedad interesante es que las muestras del proceso aleatorio solo estdn incorreladas si
el proceso tiene una densidad espectral de potencia plana en la banda, es decir, si

LK, w < W
SX(jw>_{ 0, en otro caso
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