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Capitulo 4

Modulacion y deteccion en canales
gausianos

La funcion béasica de un sistema de comunicaciones digitales consiste en el envio y la correspon-
diente recuperacién de manera fiable de una secuencia digital de informacién enviada a través de
un canal de naturaleza analdgica. Este es el problema que se aborda en este capitulo.

El capitulo comienza introduciendo la conveniencia de una representacién geométrica de las
senales para el diseno y anédlisis de un sistema de comunicaciones digitales, y se presentan las
caracteristicas basicas de dicha representacion. A continuacién se estudia el problema de la trans-
misién en canales de ruido aditivo blanco y gausiano, lo que se denomina comunmente como canal
gausiano; en este modelo se supone que la tnica distorsién que sufre la senal de comunicaciones
durante su transmision es la suma de ruido térmico, que se modela mediante un proceso aleato-
rio estacionario, ergédico, blanco, gausiano, con densidad espectral de potencia Ny/2 W/Hz. Se
analizan los elementos funcionales del transmisor y del receptor, abordando el diseno 6ptimo de
cada elemento, y se presenta la metodologia para obtener las prestaciones que se obtienen con un
cierto sistema.

4.1. Introduccion

Este capitulo se centra en el anélisis de sistemas de comunicaciones digitales. Conviene por
tanto recordar cudles son las caracteristicas de un sistema de comunicaciones digitales y cual es
el modelo de un sistema de comunicaciones digitales.

4.1.1. Ventajas de los sistemas de comunicaciones digitales

Los sistemas de comunicaciones digitales predominan claramente sobre los sistemas digitales
porque tienen multiples ventajas sobre estos. Las mas importantes son las siguientes:

» Capacidad de “regeneracion”. Esta es sin duda la principal ventaja. Bajo ciertas circuns-
tancias es posible transmitir sin errores, o en general, con una probabilidad de error arbi-
trariamente baja. Esto es posible debido a que en un cierto intante de tiempo, el simbolo
transmitido es uno entre un conjunto finito, lo que supone que la senal puede tener una
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forma entre un conjunto finito, y si la distorsién no es muy severa se puede buscar la méas
parecida, v “regenerar” la senal, como se ilustra en la Figura 4.1. Como se ve en la figura, en
cada intervalo se transmite una entre dos posibles formas de onda, nivel alto y nivel, bajo,
por lo que si la distorsion es moderada en el receptor se puede recuperar la senal en cada
intervalo y recuperar de forma exacta la senal transmitida.

CODIFICACION DE BITS - Sistema binario con pulsos rectangulares
1 = Nivel alto
0 = Nivel bajo

SENAL DIGITAL TRANSMITIDA  SENAL RECIBIDA DISTORSIONADA

0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7&" 0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T

IDENTIFICACION DE CADA SIMBOLO SENAL REGENERADA

LAAAS
v

V\
X/ \/ \\/

I |
F T

O T 2T 3T 4T 5T 6T 7 0 T 2T 3T 4T 5T 6T 7T

Figura 4.1: Tlustracion de la capacidad de regeneracion en un sistema de comunicaciones digitales.

Existen técnicas de deteccion y correccién de errores. En el ejemplo de la Figura 4.1 la distor-
sién que sufre la senal transmitida es moderada, por lo que se recupera la senal transmitida
(secuenca binaria) sin errores. En casos reales se producen errores, pero existen técnicas que
permiten detectar y corregir errores.

La informacién se puede encriptar (proteger) de forma relativamente sencilla. Basta con
aplicar operaciones aritméticas sobre la secuencia binaria de informacién.

Permite corregir la distorsién introducida por el canal (igualacién de canal) de una forma
mucho mas sencilla que en sistemas analégicos. El hecho se saber qué posibles valores puede
tomar la senal en un cierto intervalo, hace mas facil estimar el efecto del canal sobre la senal
transmitida para invertirlo.

El formato de la informacién transmitida es independiente del tipo de informacién (voz,
datos, TV, etc.). En cualquier caso, la informacién estd contenida en una secuencia de
simbolos binarios (bits), por lo que al disenar un sistema, hay que tratar de tranmitir bits
de forma eficiente, independientemente del tipo de informacion que contengan.

Permite utilizar TDM/TDMA y CDM/CDMA (ademés de FDM/FDMA) como mecasismo
de multiplexacién/acceso al medio.

Los circuitos son, en general

e Maids fiables

e De menor coste
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e Mas flexibles (programables)

Evidentemente no todo son ventajas en la comparacion entre sistemas analdgicos y sistemas di-
gitales. Aunque las ventajas claramente predominan sobre las desventajas, es conveniente conocer
también estas. Las mas importantes son las siguientes:

= La necesidad de sincronismo en el receptor. En el ejemplo de la Figura 4.1, estan identificados
los instantes donde comienza y finaliza la transmisién de cada bit, lo que permite comparar
en cada intervalo la senal recibida con un nivel alto o bajo para realizar la regeneracién de
la senal (o lo que es lo mismo, la identificacién de la secuencia binaria transmitida). En un
sistema real, el receptor digital debe generar la senal de sincronismo que permite identificar
estos instantes. Esto no es necesario en sistemas analdgicos.

» En general, una senal de informacién para una fuente del mismo tipo (por ejemplo una senal
de voz) requiere un mayor ancho de banda para su transmisién en formato digital que en
formato analdgico. Esta desventaja se puede compensar utilizando técnicas de compresion
de las senales en formato digital, lo que permite transmitirlas con un menor ancho de banda.

= Muchas fuentes de informacién son de naturaleza analdgica. En realidad, este es un inconve-
niente menor, ya que como ya se ha visto en el Capitulo 1, la conversion de senales analdogicas
a formato digital (y la correspondiente reconversién de formato digital a analégico) permite
la transmision de fuentes de naturaleza analdgica a través de sistemas de comunicaciones
digitales. La tecnologia de conversién analégico/digital (A/D) y digital/analégica (D/A) es
a dia de hoy una tecnologia madura y econémica.

4.1.2. Descripcién general de un sistema de comunicaciones digitales

La principal caracteristica de un sistema de comunicaciones digitales es que la informacién
a transmitir estda contenida en una secuencia de simbolos pertenecientes a un alfabeto finito de
simbolos, en oposicion a los sistemas de comunicaciones analégicos, donde la informacién esté con-
tenida en la forma de una determinada senal moduladora m(t). Esta caracteristica dota a este
tipo de sistemas de una serie de ventajas que hacen que hayan desbancado a los sistemas de
comunicaciones analdgicos, como se ha visto en el capitulo introductorio de la asignatura.

Aunque en general se puede codificar la informacién en distintos alfabetos, este capitulo se va a
centrar en el caso mas frecuente, en el que la informacion estd contenida en una secuencia binaria,
con lo que el objetivo del sistema serd la transmision eficiente de bits entre la fuente y el destino
de la transmision.

Las Figuras 4.2 y 4.3 muestran los diagramas de bloques de un transmisor y de un receptor
digital, respectivamente. Estos diagramas incluyen los elementos funcionales basicos que aparecen
en cualquier sistema.

El primer elemento del transmisor, el codificador de fuente, se encarga de reducir la redundancia
de la fuente de informacién (compresién de la informacién) para reducir la tasa binaria de la
informacién a transmitir. El codificador de canal se encarga de introducir redundancia de forma
controlada para permitir la deteccién y correccién de un cierto niimero de errores de bit. El ejemplo
maés sencillo de codificadores de canal son los codificadores de repeticién. Estos cédigos repiten
varias veces cada bit a transmitir. Un cédigo de repeticion de orden 1 cuando transmite un cierto
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Fuent Byt Canal
uente Codificador Codificador b[ } Modulador ana
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de Fuente de Canal Entrelazador Digital

Figura 4.2: Diagrama de bloques funcionales del transmisor de un sistema de comunicaciones
digitales.

r(t)

—_—

Destino
Demodulador By m Desentre- | || Decodificador | ||  Decodificador o
Digital lazador de canal de fuente

_

Figura 4.3: Diagrama de bloques funcionales del receptor de un sistema de comunicaciones digi-
tales.

bit lo repite otra vez, de forma que se envia cada bit dos veces. Un cédigo de repeticion de orden 2
repite cada bit dos veces, con lo que al final se transmite cada bit tres veces, realizando un proceso
de codificacién

0 — 000

1—111

En cada bloque de tres bits codificados, en el receptor es posible la deteccion de hasta dos errores;
adoptando la estrategia de decision por mayoria, en el receptor se podra corregir un error sobre
cada bloque de tres bits transmitidos. Si hay dos o tres errores, con este esquema de decisién por
mayoria se tomaria una decision errénea sobre el bloque. Asi, cada cédigo de canal tiene una cierta
capacidad de deteccién y correccion.

En muchas ocasiones los errores de bit en la secuencia transmitida en un sistema no se producen
de forma aislada, sino que se producen en rafagas de errores. La aplicacién directa de las técnicas
de codificacién de canal sobre rafagas de errores no es util, ya que funcionan bien cuando sobre
cada bloque de bits codificados (3 en el caso del ejemplo anterior) hay un ndmero limitado de
errores. El papel del entrelazador es convertir rafagas de errores de bit en errores aislados. Para
ello se reordenan los bits antes de la transmision (entrelazado) y se devuelven al orden original en
el receptor (desentrelazado), de forma que errores de rafaga antes del desentrelazado se convierten
en errores aislados a la salida del desentrelazador, tal y como se muestra en el ejemplo de la Figura
4.4.

En cuanto al transmisor, a partir de la fuente del sistema de comunicaciones, v después de
realizar los procesos de codificacion de fuente, codificacion de canal, y del entrelazado, se genera
una secuencia binaria By[¢] que contiene la informacién que se quiere transmitir. En este capitulo
se va a estudiar el iltimo elemento del transmisor, el modulador digital. La principal funcion de
este modulador digital es la transmisién de la secuencia de bits, By[f], a través de un canal de
comunicaciones analégico, para lo que debe convertir dicha secuencia en una senal electromagnética
s(t) adecuada para su transmisiéon por el medio analégico utilizado para la transmision (un cable,
fibra dptica, el espectro radioeléctrico, etc.).

En cuanto al receptor, el demodulador digital se encargara de la recuperacién de la secuencia
de bits que se ha transmitido a partir de la senal recibida través del canal de comunicaciones,
r(t). Idealmente se deberia recuperar de forma exacta la secuencia transmitida, pero la distorsién
sufrida por la sefial durante su transmisiéon hard que esto no sea en general posible, por lo que el
demodulador digital debera proporcionar una estima de la secuencia transmitida, B, [/], intentando
minimizar el nimero de errores de la estima.
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Bits sin codificar Cédigo de Canal
101110 Cédigo de repeticién (orden 2)
Bits codificados Bits entrelazados
111 000 111 111 111 000 101 110 101 110 101 110
L | | |
Transmision Bits desentrelazados
101 110 101 1/10 101 1]10 11[1]ooo] 11/ 1] 1a[1]1[1] ool
Raéfaga de errores Errores aislados
1111
11ol1]11170 Entrelazador Bloque 01010
101|110 Entrada de bits: por columna 1 1 1
1/0(1]1]1]0 Salida de bits: por fila 11111
01010
Entrelazador Desentrelazador
NC X Nb Nb X Nc

Figura 4.4: Ejemplo de entrelazador matricial, en el que se reordenan los bits introduciéndolos en
una estructura matricial por columnas y sacandolos leyendo por filas.

En este capitulo se estudiaran el modulador digital del tranmisor y el demodulador digital del
receptor. Es decir, que los probelmas basicos que se abordan son la transmision de una secuencia
de bits a través de un canal analégico, y la recuperacion de dicha secuencia a partir de la senal
recibida a la salida del canal, que habré sufrido cierto tipo de distorsiones durante su transmisién
a través del canal analdgico.

4.1.3. Diseno generico de un modulador digital y notacion basica

Como se acaba de ver, la funcién del modulador digital es la transmisién de bits (secuencia
By[{]) a una tasa binaria R, = T%, bits/s a través de un medio de transmisién (canal) de naturaleza
analdgica, para lo que deberd convertir la secuencia de bits en una senal electromagnética s(t).

En general, la transmisién de la secuencia de bits no se realizara bit a bit, sino que se realizara por
bloques de m bits. Se segmentard la secuencia de bits B,[¢] en bloques de m bits, y se enviara cada
uno de estos bloques. A cada bloque de m bits se le denominara simbolo, de modo que el alfabeto
de los simbolos tendra M = 2™ posibles valores: las M posibles combinaciones de m bits. Los
elementos de este alfabeto se denotardn como b;, con i € {0,1,--- ;M — 1}, es decir

Asi pues, lo primero que se realizard en el modulador digital sera la conversién de la secuencia
de simbolos By[(] a una secuencia de simbolos B[n]. Un aspecto importante en esta coversién es el
cambio de velocidades, ya que se pasara de la velocidad binaria o de bit R, bits/s a la velocidad
de simbolo R, simbolos/s o baudios. La relacién entre estas dos velocidades o tasas de transmisién
es evidente. Dado que cada simbolo contiene m bits, la relacién es

Rb:mes.
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Asociada a cada velocidad hay una duracién temporal, el tiempo de bit, T}, y el tiempo de simbolo,
T, respectivamente, que indicara cada cuantos segundos se transmite un bit o un simbolo, respec-
tivamente. La relacién de estos tiempos con las velocidades de transmision y entre ellos es también

evidente . .
b Rb P RS 3 m b

En este capitulo se presentara la forma més sencilla de transmisién de la informacién, con
el objetivo de introducir las técnicas basicas de modulacién y de demodulacién. La secuencia
de informacién digital ha de convertirse en una senal eléctrica. Esta conversiéon se realizara por
tramos. Se va a realizar la transmisién de un simbolo cada T segundos, de forma que se asociara un
intervalo temporal a la transmisién de cada simbolo. El primer simbolo de la secuencia, B0], se
comenzara a transmitir en el intante ¢t = 0, y durard hasta ¢t = T. A continuacion se transmitira el
segundo simbolo de la secuencia, B[1], entre los instantes t = Ty t = 2T, y asi sucesivamente.
En general, el simbolo Bln| tendra asociado el intervalo nT" < ¢t < (n + 1)T. De este modo, la
forma de la senal en cada intervalo de simbolo estara asociada al simbolo que se transmite en
dicho intervalo.

Como se ha explicado anteriormente, la secuencia de simbolos puede tomar uno entre M posible
valores para cada instante discreto n

B[n] S {bo,bl, s 7bM71}-

La forma més simple de realizar la conversién de simbolos a senal s(t) es definiendo un conjunto
de M senales de duracién T' segundos

{so(t),s1(t), -+ ,sm—1(t)}, definidasen 0 <t < T
y realizando una asociacién simbolo / forma de onda:
b; < Sl(t)

Cuando en el instante n la secuencia de simbolos toma un cierto valor, por ejemplo B[n| = b;, la
forma de la senal s(t) en el intervalo asociado a este simbolo, nT' <t < (n+ 1)T, serd la forma de
onda asociada a b;, que es s;(t). Obviamente, hay que trasladar la forma de onda s;(¢) al intervalo
correspondiente, por lo que se traslada la forma de onda asociada a b; al intervalo, quedando

s(t) =sj(t =nT), ennT <t < (n+1)T.

A continuacién se ilustra este procedimiento con un ejemplo sencillo. En este caso se van a
trasmitir los bits en bloques de tamano m = 2 bits, por lo que el sistema tiene un alfabeto de
M = 22 = 4 simbolos. Por ejemplo se puede hacer la siguiente asociacién

by = 00, by =01, by =10, b3 = 11,

aunque se podria haber hecho otra diferente. Hay que elegir un conjunto de M = 4 senales, y
asociar una senal a cada simbolo. En este ejemplo se han elegido las cuatro senales de la Figura
4.5. La asociacién realizada estd implicita en los subindices (s;(t) esta asociada a b;).

Se quiere realizar la transmision de la siguiente secuencia binaria
By[f] = 011110001101 - - -
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so() s1(t) s2(1) s3(t)

+1 +v2 1 +v2 1 14

Figura 4.5: Conjunto de 4 senales elegidas para el ejemplo.

Se segmenta esta secuencia en bloques de m = 2 bits
By[¢]:01]11|10|00]|11]0L] ---

v se realiza la conversion de secuencia binaria a secuencia de simbolos identificando cada bloque
de 2 bits de acuerdo a la asignacion especificada anteriormente

Bn] =by | b3 |ba|bo|bs|bi] -

Ahora la senal transmitida se generard por intervalos de simbolo. Como el primer simbolo es by,
en el primer intervalo de simbolo (0 <t < T') se colocara la forma de onda asociada, s;(t). Como
el segundo simbolo es b, en el segundo intervalo de simbolo (7' < ¢ < 2T') se colocard la forma
de onda asociada, s3(t), que se retardard T segundos para colocarla en ese intervalo. Como el
tercer simbolo es by, en el tercer intervalo de simbolo (27" < t < 3T') se colocard la forma de onda
asociada, so(t), que se retardarda 27" segundos para colocarla en ese intervalo. De este modo, la
senal modulada s(t) se generara por intervalos de la forma siguiente

s(t) ={s1(t) | s3(t = T) | sa(t —2T) | so(t —3T) | s3(t —4T) | s1(¢t =5T) | ---}

La Figura 4.6 muestra la senal resultante al aplicar este proceso de generacién por intervalos de
simbolo.

+v2
+1

0 T 2T 3T ¢t (seg) 4T 5T 6T T

Figura 4.6: Senal generada por la secuencia binaria del ejemplo.

A la luz de este ejemplo, se puede ver claramente que el disenio del modulador digital consiste
en la eleccién de M senales para asociarlas a cada uno de los M posibles valores de la secuencia
de simbolo. En este ejemplo la eleccion ha sido arbitraria. ;Es la eleccion del ejemplo una buena
eleccién? jQué criterios hay que tener en cuenta a la hora de elegir el conjunto de M senales?
Esta es la pregunta a la que se tratard de dar respuesta a lo largo de este capitulo.

4.1.4. Transmision a través de un canal de comunicaciones

Una vez generada la sefial modulada s(t) que contiene la informacién digital a enviar, esta se
transmite a través de un medio fisico o canal de comunicaciones, como podria ser un cable, fibra
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Optica, el espectro radioeléctrico o cualquier otro medio que permita la transmision de una senal.
La senal sufre distorsiones durante la transmisién de forma que la senal recibida a la entrada del
receptor, r(t), no coincide con la senal transmitida: r(t) # s(t).

Existen varios tipos de distorsién que afectan a una senal durante su transmisién por un medio
fisico. En esta asignatura se consideraran unicamente los dos mas importantes: distorsion lineal y
ruido. La forma habitual de modelar la distorsién lineal es mediante un modelo de sistema lineal
e invariante, caracterizado por una cierta respuesta impulsiva h(t) y su correspondiente respuesta
en frecuecia H(jw), respuestas relacionadas a través de la trasformada de Fourier. El ruido se
modela como un proceso aditivo cuyas caracteristicas estadisticas se asocian en la mayoria de los
casos al modelo habitual de ruido térmico: un proceso aleatorio estacionario, ergddico, blanco,
gausiano, de media nula y densidad espectral de potencia Ny/2 W/Hz, donde la constante Ny se
obtiene mediante el producto de la constante de Boltzmann y la temperatura expresada en grados
Kelvin. Por tanto, el modelo de canal de comunicaciones que se utilizard en este capitulo sera el
definido por la relacién

r(t) = s(t) x h(t) + n(t)

que se ilustra en la Figura 4.7.

s(t) r(t)

) %?H

n(t)

Figura 4.7: Modelo del canal de comunicaciones.

4.1.5. Diseno generico de un demodulador digital y notacion basica

La funcién del demodulador digital es la recuperacién de la secuencia de bits By[(] a partir de la
senal recibida a través del canal, r(¢). La senal sufre distorsiones durante su transmisiona través
del canal de comunicaciones, de modo que la senal recibida serd diferente de la senal transmitida

r(t) # s(t).

El procedimiento bésico para recuperar la senal seria el siguiente. Se procesard la senal recibida
por tramos, en concreto por intervalos de simbolo. En el intervalo de simbolo asociado al indice
discreto n, intervalo nT < t < (n + 1)T', se observara la senial recibida y se comparard con las M
formas de onda del sistema. Se elegira la senal con la que tenga un mayor “parecido”, y si esta es
s;(t), la estima para el simbolo asociado a ese intervalo sera el simbolo asociado a esa forma de
onda Bn] = b;.

Volviendo al ejemplo anterior, tras la transmisién de la senal, esta sufre una cierta distorsion,
dando lugar a la senal de la Figura 4.8.

Tras segmentar la senal en intervalos de simbolo, se buscard para cada intervalo de simbolo cuél
de las M posibles senales del sistema (senales de la Figura 4.5 en este ejemplo) es mds parecida a
la senal recibida en el intervalo. En este caso, una sencilla inspeccién visual permite identificar la
senial correspondiente a cada intervalo

~

» n =0, intervalo 0 <t < T - Senial “mds parecida”: s,(t) — B[0] = by
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2
e

0

0 T 2T 3T t (seg) AT 5T 6T T

Figura 4.8: Senal recibida a la entrada del receptor en el ejemplo.

~

» n =1, intervalo T' < t < 2T - Senal “mds parecida”: s3(t) — B[1] = bs

= Siguiendo el mismo proceso: B[2] = by, B[3] = by, B[4] = bs, B[5] = by

De este modo, la secuencia estimada seria
B[n]:b1|bg|bg|bo|bg|b1|

que tras la conversién de simbolos a bits proporcionaria

A~

By[f]:01]11]10|00| 11|01 ] ---

En el ejemplo la distorsién de la senal es moderada, de forma que mediante una inspeccién
visual se recupera la secuencia original sin problemas. Pero el sistema real debera medir de algin
modo el “parecido” o “diferencia” entre senales. Es necesario definir una medida que cuantifique
la diferencia de la senal recibida en el intervalo asociado al instante discreto n con la forma de
onda s;(t), que podriamos denotar como

diferencia(n, 7).

De este modo, el criterio para realizar una decisiéon seria decidir el simbolo asociado a la senal con
una menor diferencia (mayor parecido) repecto a la senal recibida en el intervalo

Bln] = b; si diferencia(n, ) < diferencia(n, j) para todo j # i.

Por ejemplo, se nos podria ocurrir una medida que sume la diferencia en mdédulo entre la senal
observada en el intervalo de simbolo y cada una de las posibles senales de referencia a lo largo del
intervalo de simbolo (la suma sobre cada instante de tiempo se convierte en una integral)

(n+1)T
diferencia(n,i) = / |s(t) — s;(t —nT)]| dt.
nT
Pero también se nos podria ocurrir medir directamente la energia de la senal diferencia, que vendria

dada por
(n+1)T

diferenciag(n,i) = / |5(t) — s;(t —nT)|* dt.
nT

Intuitivamente ambas medidas cuantifican de algun modo la diferencia entre las senales, dando
valores mas bajos cuanto més se parezcan (darfan 0 sélo si las sefiales son idénticas). Y se nos
podrian ocurrir muchas mas medidas que podrian servir para cuantificar el parecido o diferencia
entre senales. ; Cuél serfa la mejor medida para minimizar la probabilidad de equivocarse? El diseno
del demodulador digital consitird precisamente en eso, en buscar la mejor forma de cuantificar ese
parecido para que la secuencia estimada sea la que minimice el nimero de estimas erréneas.

Open Course Ware (OCW) 161 (©Marcelino Lazaro, 2014



f@Y Uniersigad , . ..
Carlos il deMdrid Teoria de la Comunicacién QIolEle]

4.1.6. Factores a considerar a la hora de elegir las M formas de onda

Acabamos de ver qué funcién béasica han de realizar el modulador y el demodulador digital en
un sistema de comunicaciones digitales, qué procedimiento se utilizara para realizar dicha funcion,
v en qué consiste su diseno. Resumiendo:

= Modulador digital

e Funcién: Conversién de una secuencia de bits B,[¢] en una senial electromagnética s(t).

e Procedimiento: agrupar bits en bloques de m bits (simbolos), asociar una forma de
onda a cada uno de los M posibles valores de un bloque (simbolo), y transmitir en el
intervalo asociado a cada simbolo la forma de onda que lo representa.

e Diseno: Eleccién de un conjunto apropiado de M senales para transportar cada uno de
los M simbolos posibles (bloques de m bits).

= Demodulador digital

e Funcién: Estima de la secuencia de bits enviada, B,[f] a partir de la sefial recibida r(t).

e Procedimiento: Decisién para cada intervalo de simbolo, de cudl de las M senales se
transmitié en cada intervalo de simbolo a la vista de la senal recibida en dicho intervalo,
comparando la forma de la sefial en el intervalo con las M posibles senales y eligiendo
una de ellas.

e Disenio: Determinar la medida éptima para realizar la comparacion y la eleccion, de
forma que se minimicen los errores cometidos teniendo en cuenta la distorsién que sufre
la senal en su transmision a través del canal.

A la hora de realizar el disefio del sistema, lo primero es tener claros los factores que habrd que
considerar. En particular, a la hora de disenar el modulador y el demodulador digital habrd que
tener en cuenta principalmente tres factores:

1. Prestaciones: probabilidad de equivocarse en el receptor (FP,)

= Si en el receptor para cada intervalo se decide la senal mas “parecida”, obviamente
la probabilidad de error dependerd del “parecido” entre senales, por lo que habra que
buscar senales que sean lo més diferentes que sea posible.

= Otro problema es determinar la medida de “parecido” o “diferencia” que lleva a mi-
nimizar la probabilidad de error teniendo en cuenta el tipo de distorsién que sufre la
senal en su transmision.

2. Energia/potencia de la senal transmitida

= La potencia de la senal transmitida estd limitada en la préactica, ya que los amplifica-
dores utilizados en el transmisor tienen una potencia nominal que no se puede exceder
por varios tipos de razones. Como la senal transmitida esta compuesta por “trozos” en
cada intervalo de simbolo, y en cada intervalo aparece una de las M formas de onda
si(t) que definen el modulador, en la préactica una medida razonable de la energia de
la senal es el promedio de la energia de cada una de las sefiales que la componen, que
se denominard energia media por simbolo transmitido (Es), y que en la practica es-
tard acotada. Esta energia media por simbolo se obtiene ponderando la energia de cada
simbolo (més propiamente, de la senal asociada a cada simbolo) teniendo en cuanta la
probabilidad con la que se transmite dicho simbolo:
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e Probabilidad de cada simbolo: pp(b;) = P(B[n] = b;)
e Energia del simbolo b; = energia de la senal s;(t)
e Energia media por simbolo: promedio de la energia de los M simbolos

E, = Zpg(b,-) -E{s;(t)}, siendo E{s;(t)} = /00 |s:(t)]? dt.

3. Caracteristicas del canal de comunicaciones (h(t))

= A la hora de disenar el sistema habra que tratar de minimizar la distorsiéon que sufre
la senal en la transmision. Como se vid en la Seccién 4.1.4, el efecto del canal habitual-
mente se modela a través de la relacion

r(t) = s(t) x h(t) + n(t),

es decir, que la senal transmitida sufre fundamentalmente dos efectos: una distorsién
lineal dada por la respuesta del canal (descrita por la respuesta al impulso h(t) o
respuesta en frecuencia H(jw)) y la adicién de ruido (normalmente ruido térmico).
El ruido siempre va a estar presente, y lo tinico que se puede hacer es filtrar a la
entrada del receptor en el ancho de banda de la sefial para minimizar su efecto sin
distorsionar la senal transmitida. Pero la eleccién de las senales s;(t), que determinan
las caracteristicas de la senal transmitida, si es relevante para minimizar la distorsién
lineal; teniendo en cuenta la respuesta del canal, habré senales que sufran una mayor
distorsién, y senales que tengan una distorsién menor. La situacién ideal seria que
distorsién lineal introducida por el canal fuera nula, lo que teéricamente se podria
conseguir si se elige un conjunto apropiado de M senales. Ese conjunto apropiado seria
uno que cumpliera que

si(t) x h(t) = s;(t) parai € {0,1,--- , M — 1},

o lo que es lo mismo, tal vez sea mas facil de interpretar esta condicion en el dominio
frecuencial, si se cumple

Si(jw) x H(jw) = S;(jw) para i € {0,1,--- , M — 1}.

Si se logra el cumplimiento de esta condicién para las M senales, la tinica distorsién
que sufrird la senal transmitida serd la suma de ruido, lo que se denomina modulo de
ruido aditivo blanco y gausiano o modelo de canal gausiano para abreviar

r(t) = s(t) + n(t).

Seleccionar M senales atendiendo de forma conjunta a estos tres factores trabajando con las
senales en el dominio temporal es complicado, ya que algunos de los factores van incluso en
oposicién. Por ejemplo, es facil aumentar la diferencia entre senales con senales de mayor amplitud,
pero estas tienen mayor energia. Buscar M senales de una energia limitada, lo mas diferentes
posibles, v que al mismo tiempo tengan una transformada de Fourier adecuada a la respuesta
en frecuencia del canal, es un problema complicado de resolver trabajando con la representacién
temporal de las seniales. Ademas, estd también el problema de determinar la medida de “diferencia”
que lleva a tener la menor posibilidad de equivocarse en el demodulador a la hora de estimar la
senal transmitida en cada intervalo de simbolo. Este problema puede tratarse de una forma mas
sencilla y eficiente manejando una representacion geométrica de las seniales a través de un espacio
vectorial. Esta representacién se presentara en la siguiente seccién.
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4.2. Representacién geométrica de las senales

A la hora de disenar el modulador, este debe asociar una forma de onda a cada simbolo del
alfabeto de B[n], lo que indirectamente supone que a cada b; se le asocia una senal s;(t). Si
el objetivo de diseno es tener la menor probabilidad de error, intuitivamente es légico pensar
que esas senales han de ser lo mas diferentes que sea posible. Pero no es tan facil buscar una
medida de diferencia entre sefiales, cuando estas estan definidas en el dominio temporal, que
sea facil de manejar analiticamente y que sea apropiada para tomar decisiones en un sistema de
comunicaciones.

Esta es la razén para emplear una representacién geométrica de las senales. Supongamos que
cada senal se puede representar dentro de un espacio vectorial, es decir, que cada senal se puede
representar por un vector, como se muestra en la Figura 4.9, en la que se representan en linea
continua 4 senales en formato vectorial. La senal s;(t) estard representada por el vector a; (asocia-
cién basada en los subindices). Por un lado, si se utiliza una medida de distancia entre vectores,
es facil determinar lo lejos o cerca que estan los vectores asociados a dos senales. Y esa medida de
distancia puede ser una buena medida del parecido entre seniales. Por otro lado, el ruido serd tam-
bién representado como un vector, que se sumara a la senal, y tendremos otro vector resultante
(en este caso el vector g de la figura). Con una medida de distancia entre vectores es fécil decir
de qué senal estd mds cerca el nuevo vector de la senal recibida (en este ejemplo, de la senal s(%),
al estar el vector g mds préximo al vector ag que a los otros tres vectores).

a) q agp

az as

Figura 4.9: Representaciéon geométrica de senales (ejemplo en un espacion bidimensional).

En esta seccion se presentara una representacion vectorial de las senales que resulta apropiada
para el proposito que se persigue en el capitulo, que no es otro que el disefio y analisis de sistemas
de comunicaciones digitales. En primer lugar se revisaran las principales caracteristicas de los
espacios vectoriales, y de los espacios de Hilbert, se vard como obtener una base ortonormal para
la representacién vectorial de un conjunto de M senales, y cémo calcular energias y medidas de
distancia sobre las representaciones vectoriales de las senales.

4.2.1. Espacios vectoriales

Las senales admiten una representacion como vectores de un espacio vectorial. Como vamos a
ver, esta representacién permite aplicar todas las herramientas de analisis y sintesis de este tipo
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de espacios para trabajar con las senales.

Analicemos en primer lugar si una senal puede ser considerada como un vector dentro de un
espacio vectorial. Un espacio vectorial V es un conjunto de elementos, que denominamos vectores,
que poseen las siguientes propiedades:

1. Existe una ley de composicion interna, que se denomina suma y se representa con el simbolo
+ que, aplicada a dos vectores (x,y, € V) de la forma x 4+ y da como resultado otro vector
del espacio (x +y € V), cumpliendo ademés las siguientes propiedades

a
b

c

) Conmutativa: Va,y € Vi +y =y + .

) Asociativa: Va,y,z €e Viz+ (y+2) = (z+y) + =

) Existencia de elemento neutro: 30 € V:Vx e V;z+0=0+z = x.

d) Existencia de elemento inverso: V& € Vi(—x) : « + (—x) = 0.

2. Existe una ley de composicién externa que denominamos producto con un conjunto C de
elementos denominados escalares (que deben tener la estructura de cuerpo) que, aplicada a
un escalar o (o € C) y a un vector  (x € V) de la forma ax da como resultado otro vector
del espacio (ax € V), cumpliendo ademés las siguientes propiedades:

a) Asociativa: V a, f € C;V @ € V;a(fx) = (af)x.

b) Existencia de elemento neutro: 31 € C:Vx € V;1x = .

c¢) Distributiva respecto a la suma: Vo € C;V x,y € V;a(x + y) = az + ay.
d) Distributiva respecto al producto por un escalar:

Va,feCVaeV;(a+ f)r=ar+ [z

Si se considera el caso general de una senal compleja (tanto en tiempo continuo como en tiempo
discreto), esta senal cumple todas las condiciones de un espacio vectorial. La operaciéon suma del
espacio vectorial es la suma punto a punto de la senal, que es conmutativa, asociativa, tiene un
elemento neutro (z(¢) = 0) y un elemento inverso, la propia senal invertida (multiplicada por —1).

Si los escalares son el cuerpo de los niimeros complejos, la ley de composicién externa es la
multiplicacién de la senal por un complejo, v es facil verificar que se cumplen todas las propiedades.

El caso de las senales reales y los ntiimero reales también lo cumplen, ya que de hecho no dejan
de ser un caso particular de las senales y niimeros complejos.

Sin embargo esta estructura de espacio vectorial genérico es muy simple como para ser de
utilidad. Una estructura més elaborada la encontramos en los espacios vectoriales de Hilbert o
simplemente espacios de Hilbert.

4.2.2. Espacios de Hilbert para senales de energia finita

Un espacio de Hilbert es, basicamente, un espacio vectorial con producto escalar'. El producto
escalar es una aplicacién de pares de vectores en el campo de los escalares (complejos o reales en

I Estrictamente, es un espacio vectorial con producto escalar que cumple la propiedadad de completitud. La
completitud se cumple cuando toda sucesiéon de Cauchy es convergente en la métrica inducida por el producto
escalar. Si no posee esta propiedad el espacio vectorial recibe el nombre de espacio de pre-Hilbert.
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nuestro caso),
[V, V) =C,

que se denota como (x,y), y que cumple las siguientes propiedades:

L (z,y) = (y,z)"

2. {(az + By), z) = alz, 2) + By, 2)

3. (z,x) >0

4. (x,x) =0 < x = 0 (vector elemento neutro)

A partir del producto escalar se define una norma para el espacio vectorial como
||| = v/ (, z),
v a partir de la norma una medida de distancia entre vectores
d(x,y) = ||z —yl|.

El angulo entre dos vectores se mide como

)

Para las senales y, en general, para cualquier espacio vectorial genérico no existe una tnica
posibilidad de definicién de producto escalar: se puede escoger como producto escalar cualquier
funcién que cumpla los requisitos anteriormente establecidos. Cada definicién de producto escalar
da lugar a un espacio de Hilbert distinto, con métrica y norma distinta. A continuacion se presenta
la estructura de dos espacios de Hilbert para senales de energia, que son los més apropiados para
su aplicacién en sistemas de comunicaciones

1. Ls: espacio de Hilbert para senales de energia en tiempo continuo.

2. {y: espacio de Hilbert para senales de energia en tiempo discreto.

Espacio de Hilbert para senales de energia en tiempo continuo

El espacio Ly se define mediante el siguiente producto escalar

@)= [ T at) v (0) d

o0

La norma inducida por este producto escalar es

)| = /(@ z) = / DI di = \/E(r (1)

es decir, que es la raiz cuadrada de la energia de la senal. Esto es interesante porque la norma de
un vector define la distancia de la representacion vectorial al origen de coordenadas, por lo que
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la energia de una senal se podra evaluar de forma sencilla como la distancia al cuadrado de su
representacién vectorial con respecto al origen de coordenadas.

En cuanto a la distancia entre la representacion vectorial de dos senales, viene dada por

d(z,y) = ||z —y|| = \//_OO |(t) = y(@)* dt = /E{x(t) —y(1)}-

En este caso se tiene la raiz cuadrada de la energia de la senal diferencia, que intuitivamente parece
una medida cuantitativa razonable de la diferencia entre dos senales (posteriormente veremos que
en ciertos casos es la medida éptima para decidir con la minima probabilidad de equivocarse en
un demodulador digital).

Espacio de Hilbert para senales de energia en tiempo discreto

El espacio ¢, se define mediante el siguiente producto escalar

(@,y) = > an]-y[n].

n=-—oo

La norma inducida por este producto escalar es

lz]| = (@, z) =

y la distancia es la bien conocida distancia euclidea

dz,y) =l —yll = | D lal] —yln]? = VE{z[n] —ynl}.

n=-—0o0o

Como se puede ver, las definiciones son equivalentes en ambos espacios, con la tnica diferencia
de la naturaleza continua o discreta del indice temporal (¢ o n, respectivamente).

Aspectos de interés

En cualquier caso, el producto escalar proporciona una medida del parecido o similitud entre dos
senales. El producto escalar de dos senales cuya variacién con el tiempo sea similar serd “grande”,
mientras que el de dos senales cuya variacién con el tiempo sea distinta serd “pequeno”.

Cuando el producto escalar de dos senales es igual a cero, se dice que esas senales son ortogonales.
Esto significa que las correspondientes representaciones vectoriales tienen un angulo de 90° entre
ellas.

Hay una relacién importante entre las normas de los vectores y el médulo del producto escalar.
La desigualdad de Cauchy-Schwarz hace uso de esta relacion y establece que

{2, u)| < || - [lyl].
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La igualdad sélo se cumple si el vector y es una versién escalada del vector «, lo que en el caso
de senales significa que y(t) = a - xz(t) o y[n] = a - z[n]. Esta desigualdad toma la forma siguiente
para los espacios Lo y {9, respectivamente

w0 vvaf o s

4.2.3. Representacién de una senal en una base del espacio vectorial

El producto escalar también permite encontrar de forma sencilla la representacion de una senal
en una base del espacio vectorial.

Una base para un espacio de Hilbert H de dimensién D es un subconjunto de D elementos
{b,} € H, que determinan un conjunto de D coeficientes unicos {c,(x)}, n € {0,1,---,D — 1},
para cualquier elemento @ del espacio, de modo que el elemento se puede representar de forma
univoca como

A los D coeficientes que definen univocamente al vector &, {c,(x)}2=4, se les suelen denominar

coordenadas del vector en la base.

Se dice que una base es una base ortogonal cuando se cumple que los elementos de la base son
ortogonales entre ellos, lo que significa que su producto escalar es nulo

(bp, b)) =0, Vn#m.

Se dice que una base es una base ortonormal cuando es una base ortogonal, es decir, se cumple que
los elementos de la base son ortogonales, v ademas se cumple que cada uno de ellos tiene norma
unidad, que teniendo en cuenta la definicién de norma a través del producto escalar equivale en
este caso a decir que el producto escalar de cada elemento de la base consigo mismo es uno

l|bn]| =1 — (by,b,) =1

En espacios de Hilbert, una de las ventajas de trabajar con una base ortonormal es que los
coeficientes de la expansion en términos de la base (coordenadas) se obtienen mediante el producto
escalar del vector con los distintos elementos que forman la base ortonormal

cn(x) = (x, by).

En el caso del espacio Ls, un ejemplo de base ortonormal trivial lo constituye el conjunto de
funciones delta de Dirac {§(t — 7), 7 € IR}. Si se denota b; = §(t — 7;),

]., Ti — Tj

<b,~,bj):/_oo 5(t — 7)o (t — ) dt:{o e

o0
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La representaciéon de la senal en términos de esta base es

x=ux(t) = /(><> x(7)d(t — 7) dr.

o

Los coeficientes de la expansién se obtienen como

ci(x) = (x,0(t — 7)) = /OO x(t)-0(t — 1) dt = x(m;).

—0Q0

Lo mismo se aplica para el espacio {s, donde el conjunto {d[n — k|, k € Z}, forma una base
ortonormal. En este caso se puede denotar by, = d[n — k]

b)) = 3 5[n—k]5[n—z’]:5[k—z']:{(1)’ :Z

n=-—oo

La representaciéon de la senal en términos de esta base es

oo

x =zx[n] = Z zd[n — k.

k=—o00

Los coeficientes de la expansién se obtienen como

o0

cp(x) = (x,by) = Z z[n] - d[n — k] = z[k].

n=-—oo

4.2.4. Procedimiento de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Las dos bases ortonormales presentadas con anterioridad no son practicas ya que involucran
infinitos coeficientes, lo que supone en la préactica conocer la senal completa. Es posible obtener una
base ortonormal de dimensién finita que permita representar un conjunto finito de elementos del
espacio vectorial (en el caso particular que afecta al disefio y andlisis de sistemas de comunicaciones,
una base de dimensién finita que permita representar M senales). Una base adecuada para este tipo
de representacion se puede obtener mediante el denominado procedimiento de ortogonalizacion de
Gram-Schmidt. Este procedimiento permite, a partir de M elementos del espacio vectorial que
se quieren representar, obtener una base ortonormal de N < M elementos a través de la que
representar cada uno de los M elementos como una combinacién lineal de los elementos de la
base, donde los coeficientes (coordenadas) de la combinacién lineal determinan la representacién
vectorial de cada elemento. De este modo es posible representar cada elemento como un punto,
de dimension N, en el espacio vectorial definido por esa base.

En el caso que nos interesa, los M elementos son senales de duracién T’ segundos, y la correspon-
diente representacién vectorial es una representacién compacta del conjunto de senales a transmitir
por un sistema de comunicaciones que simplifica el disenio y el andlisis de su funcionamiento. A
continuacién se formaliza este problema y se particulariza el procedimiento de Gram-Schmidt para
su aplicacion en dicho problema.

En un sistema de comunicaciones se tiene un conjunto de M senales {s;(t),i =0,--- , M — 1},
de duracién T segundos y definidas en el intervalo 0 < ¢ < T', que se van a emplear para transmitir
informacién a través del canal de comunicaciones. A partir de este conjunto se va a construir otro
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conjunto de N senales ortonormales {¢,(t),j =0,--- , N —1}, con N < M, que permitird obtener
cada una de las seniales s;(t) como una combinacién lineal de las mismas.

N-1
= ;- 65(1)
=0

Segun la definicién de una base ortonormal, cualquier senal s;(t) se puede expresar como combi-
nacién lineal de los elementos de la base donde los coeficientes de la expansién, o coordenadas de
la representacion vectorial para la senal s;(t), a; ;, se obtienen a través del producto escalar

oy = (0. 0,0) = [ sit)- 030t
Esto da lugar a una representacién vectorial (N dimensional) de cada senal a través del vector de
coordenadas
a0
a1
S; (t) — a; = ’

Qi N—-1

Aunque a simple vista puede parecer que este cambio de representacién no supone un gran
avance, hay que tener en cuenta que de este modo NN es la dimensién del espacio de senales, y cada
senal se representa con N coordenadas, lo que es mas comodo que manejar la expresion de la senal
en tiempo continuo. Ademds, también se simplifica el célculo de la energia de las senales s;(t) y de
su diferencia. Es importante recordar que como se trata de una base ortonormal se cumplird que
el producto escalar de dos elementos distintos de la base sera nulo, y que el producto escalar de
un elemento de la base consigo mismo valdra uno, es decir

(¢i(t) / di(t) - ¢3(t) - dt = 5[i — j].

El producto escalar entre dos senales s;(t) vy sg(t) se calcula como

@@ww»z/mmwﬁwwﬁ

oo /N-1 N—-1
L (S (Feieao) o
—00 \ j=0 =0
oo /N—1N-1
Z/ <Z Z ij - g - P5(t) - ¢Z(t)> dt
=00 \ j=0 ¢=0
N—-1 ~1N-1
= CLU (Z ¢ dt + az]a (b] ¢ ’

l#J

que aplicando la propiedad de ortonormalidad de la base se reduce a

(8i,81) = (si(t), sx(t)) = Z_ @ij - Qe

La energia de una senal, que en el dominio temporal involucra una integral

&zs&wnz/mwﬁﬂ
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se puede calcular por tanto a partir de la representacién vectorial de la senal de una forma mas

sencilla
N-1

E=E{si(t)} = (si,8:) = |si(D)I]> =D lay]*.
j=0
El calculo a partir de integrales de las seniales en el dominio temporal ha sido reemplazado por
una suma de N coordenadas al cuadrado, mucho mas facil de realizar.

Lo mismo se puede aplicar al cdlculo de la diferencia entre senales. Antes se dijo que una medida
intuitivamente razonable (luego veremos ademds que en muchos casos es la medida 6ptima) es la
energia de la senal diferencia, que en el dominio temporal de nuevo requiere de una integral

o0
/ |55(t) — s (t)]? dt.
—0oQ0

Con la definicion de producto escalar que se ha utilizado, la raiz cuadrada de esta cantidad
corresponde a la norma del vector diferencia, es decir, a la distancia entre la representacién vectorial
de las senales. Resumiento, la distancia entre senales de puede obtener a partir de la definicién de
norma como la norma del vector diferencia (de la diferencia de senales)

d(si(t), sk(t)) = [|si(t) — sk (@) = \//_Oo [5i(t) = s(1)[* dt.

Teniendo en cuenta la expansién lineal que tienen ambas senales, las coordenadas de la senal
diferencia son la diferencia de coordenadas de cada una de las senales, y por tanto, la norma de la
misma se obtiene como la raiz cuadrada del producto escalar de la senal diferencia consigo misma

A1), 50) = /T~ siomn — s = \| 3l — o

De nuevo se han sustituido integrales sobre senales por sumas sobre N coordenadas. Por eso re-
sulta conveniente poder representar las senales como vectores obtenidos a partir de combinaciones
lineales de un conjunto de senales que forman una base ortonormal.

Para la obtencion de una base ortonormal que permita representar M senales, el proceso de
ortogonalizacion de Gram-Schmidt comienza seleccionando una forma de onda de energia no nula.
Si so(t) es de energia nula, se ha de reordenar el conjunto de senales para tener una nueva senal
so(t) de energia & > 0. El primer elemento de la base se calcula simplemente normalizando la
primera senal
so(t)

¢O(t) = \/5—-0 :

Esto asegura que la energia de ¢o(t), E{¢o(t)} = 1, 0 lo que es lo mismo, que tenemos el primer
elemento de una base ortonormal.

Para obtener el segundo elemento de la base, primero se calcula la proyeccion de s;(t) sobre
¢o(t), es decir, la coordenada de dicha senal sobre el primer elemento de la base, que es

aio = /OO Sl(t) . (bz;(t) dt.

oo

Entonces se sustrae esta proyeccién de la segunda funcién
dl(t) = Sl(t) — al,oqbo(t).
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Ahora d;(t) es ortogonal a ¢y(t), pero no tiene energia unidad. Si & denota la energia de d;(t),
es decir

& =&y - [ a0 dt,

el segundo elemento de la base ortonormal es

que también tiene energia unidad.

En general, la obtencién del elemento k + 1 de la base, ¢x(t) se obtiene como

_ di(?)

Pr(t) N
donde .
di(t) = sk(t) — Z akj - ¢;(t),
&= () = [ laoP a
Yy

Q. = /Oo Sk(t) . ¢;(t) dt.

o0

A continuacién se presenta un ejemplo para el calculo de una base que permita representar 4
senales.

Ejemplo

Se aplica el procedimiento de Gram-Schmidt al conjunto de senales de la Figura 4.10.

Para obtener el primer elemento de la base calculamos la energia de so(t). Es facil comprobar
que & = 2. Por tanto
s0(

~
~—

Luego se calcula la proyeccién de s1(t) sobre ¢g(t).

aio = /OO Sl(t) . Q%(t) dt = 0.

—00

Por tanto, en este caso di(t) = s1(t), que es ortogonal a ¢g(t) pero no es ortonormal. Hay
que dividir por la energia

& =2.
B Sl(t)
¢1(t) - \/i .

Para calcular ¢o(t) hay que calcular las proyecciones de sa(t) sobre ¢o(¢) y ¢1(t).

a0 = / Sg(t) . (Zﬁé(t) dt = 0.

ag,) = /oo so(t) - @i (t) dt = —V/2.

—00
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so(t) [ s2(t)

Figura 4.10: Conjunto original de senales.

Por tanto

da(t) = s2(t) — azo - ¢o(t) — az1 - ¢1(t)
= 8o(t) + V261 (t).
La energia de da(t) es
& =1.
Pa(t) = da(t) = s2(t) + V2¢1(t).

Ahora aplicamos el procedimiento sobre la ultima de las senales, s3(t). En primer lugar vamos
a calcular las proyecciones de esta senal sobre los 3 elementos de la base ya disponibles:

ago = /Oo Sg(t) . ¢B(t) dt = \/5

—0oQ

as1 = /Oo Sg(t) . ¢T(t) dt = 0.

o0

a5 :/ s(t) - d3(t) dt = 1.

—0oQ

Por tanto, ahora

d3(t) = s3(t) —azo- do(t) —azy - d1(t) —azz - pa2(t) = 0.

Esto quiere decir que no es necesario ningin elemento adicional en la base para poder repre-
sentar s3(t), ya que esta puede obtenerse como una combinacién lineal de los 3 elementos de
la base ya obtenidos anteriormente. Asi pues, en este caso, la dimensién de este espacio de
senales es 3, y las 3 funciones base se muestran en la Figura 4.11.

En resumen, una vez calculadas las N senales de la base ortonormal
{¢](t>’j = 07' o 7N - 1}
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Po(t)
.
2 t ! g(t)
1 L
0 (0) 2 3 t
.
2
t
L
2|

Figura 4.11: Conjunto de sefiales ortonormales.

cada senal se puede obtener como una combinacion lineal de los N elementos de la base

N—-1

Sz(t) = Zaijqﬁj(t), Z: O,‘ . ,M — ].

J=0

Por tanto, cada senal puede ser representada mediante un vector

a; 0
;1
a; —

Qi N—1

o equivalentemente, como un punto en un espacio de sefiales N-dimensional con coordenadas
(aw, Qi1, - aai,N—1>-

Por otro lado, la potencia de la senal s;(t), &, se puede calcular de forma sencilla a partir de

dichas coordenadas -
&:/ |s;(t)|? dt,

oo
N-1
Ei=(si,8:) =Y lai;|
7=0

Ejemplo

Las coordenadas de las 4 senales del ejemplo anterior (que se han ido calculando durante el
desarrollo del procedimiento de ortogonalizacion) son

ap,0 = \/§
ap,1 = 0 — ag = [\/ﬁ,O,O}T.
ap2 =10

Open Course Ware (OCW) 174

(©Marcelino Lézaro, 2014



it Teoria de la Comunicacién

a170 =0
ay = \/§ — a] = [0, \/5, O}T.
a12 =0

a270 =0

ag1 = —v2 p — az=[0,—v2,1]7.

ago =1
aso =2
as; = 0 — a3 = [\/5,0, I}T.
azo =1

Estas senales se pueden representar como puntos en un espacio 3D, tal y como se muestra
en la Figura 4.12

Figura 4.12: Senales representadas en la base ortonormal.
Es facil comprobar que
E0=26=2 =3, E=3.

También se pueden calcular de forma sencilla las distancias entre senales, que en este caso
son

d(so,s1) =2, d(sg,82) = \/5, d(so,s3) =1
d(Sl,SQ) = \/§a d(Sl, 83) = \/ga d(827 53) =2

Es importante hacer notar que la base para representar un conjunto de M senales no es inica.
Si se realiza el procedimiento de Gram-Schmidt cambiando el orden de las senales, la base obte-
nida, y las correspondientes coordenadas son otras, pero las energias y distancias entre senales se
mantienen. Es decir, el resultado, si se realiza una representacién de las senales, es que los nuevos
puntos estaran rotados.

También es posible ver para un conjunto de senales una base adecuada para su representacion.
Por ejemplo, para estas senales se podrian utilizar como bases las siguientes senales:

1, sio<t<l

0, en otro caso

1, sil<t<?2

0, en otro caso
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1, si2<t<3
bo(t) = .
0, en otro caso

1 1 -1 1
ay=|1|ad=|-1]a,=| 1 | a;=1|1
0 0 1 1

Es facil comprobar como se mantienen energias (que se relacionan con la distancia de cada punto
al origen) y distancias entre las representaciones vectoriales utilizando esta nueva representacion.

Por tanto, la representacién vectorial correspondiente supone una rotacién de la representacion
utilizando la otra base ortonormal, tal y como se puede ver a en en la Figura 4.13, que muestra
la representacion vectorial de las 4 senales en la nueva base ortonormal.

Figura 4.13: Senales representadas en la base ortonormal alternativa.

4.3. Modelo de comunicacion digital

La representacion vectorial de las senales a través de una base ortonormal de dimensiéon N
permite utilizar un modelo de comunicacién digital basado en esta representacién que simplifica
notablemente el disenio y analisis del sistema. El esquema de este modelo consta de 4 elementos
funcionales (ademds del canal de comunicaciones), y se muestra en la Figura 4.14.

En este modelo se dividen tanto el modulador como el demodulador digital en dos médulos:

= Divisién del modulador digital en dos médulos

e Codificador
e Modulador

= Divisién del demodulador digital en dos médulos

e Demodulador

e Decisor
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Bylt| - B A t
b[ } ﬂ, Codificador [n] Modulador S( )
Modulador Digital
Canal
Bylf] + Bln] q[n] r(t)

-~ Decisor Demodulador

Demodulador Digital

Figura 4.14: Modelo basico de un sistema de comunicaciones digitales.

Hay que recordar que la tarea del modulador y demodulador digital era convertir bits (agrupados en
simbolos) en seniales y hacer la conversion inversa, respectivamente. Con esta divisiéon en médulos
se ha introducido en ambos casos una representacién vectorial de las senales intermedia, A[n]
en el transmisor y g[n] en el receptor. Van a ser precisamente estas representaciones vectoriales
intermedias las que faciliten notablemente el diseno y analisis del sistema.

En el transmisor, ahora la asignacién de una senal s;(t) a cada valor del alfabeto de simbolos b;,
se realiza ahora en dos pasos:

= Se hace una asignacién de la representacion vectorial de s;(t), a;, para b; (codificador).

» Se convierte la representacion vectorial de la senal, a;, a senal s;(t) (modulador). Para ello
hay que definir una base ortonormal de dimensiéon N, ya que

N-1
Sz(t) = Z a; 5 X ¢](t)
=0

Esta division simplifica notablemente el problema de la eleccién de las M senales para tener en
cuenta los 3 factores que se especificaron en la Seccién 4.1.6: prestaciones (parecido/diferencia
entre senales), energia y caracteristicas del canal. Esto es asi porque los dos primeros factores se
desacoplan del tercero. Como se ha visto, la energia y el parecido entre senales se pueden evaluar
a partir de la representacién vectorial de las senales, independientemente de la base ortonormal
elegida. De este modo, el disenio del codificador, que consiste en elegir la representacién vectoriales
de las M senales,
{0/07 ai,: - 7a/M71}7

que se denominard habitualmente constelacién, se realizard teniendo en cuenta estos dos factores:
prestaciones (medida de diferencia entre las senales) y energia.

En cuanto a las caracteristicas del canal, hay que hacer que las senales tengan una respuesta en
frecuencia adecuada a la respuesta en frecuencia del canal. La forma de la respuesta en frecuencia
de la senal s;(t), dado que

2

N-1
Sl(t) = aij X ¢](t) — Sz(jW) = Z ;5 X (I)](]W),
=0

<.
Il
)

depende de la eleccién de la base ortonormal. Elegir una base ortonormal u otra no tendra ninguna
repercusion en la energia y medida de diferencia (distancia) entre senales, ya que estos pardametros
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quedan completamente definidos por la representacién vectorial de las senales. Lo que se modifi-
card serd la forma de las senales, tanto en el dominio temporal como frecuencial. De este modo,
el diseno del modulador, que consistird en la elecciéon de una base ortonormal apropiada, se rea-
lizard teniendo en cuenta sélo el tercer factor, es decir, para que las senales resulten adecuadas a
las caracteristicas del canal.

En cuanto al receptor, la divisién en dos médulos también simplifica el procedimiento. En primer
lugar, el demodulador obtiene la representacién vectorial de la senal recibida en cada intervalo de
simbolo, g[n] para el intervalo nT < ¢ < T. Y a partir de esa representacion, serd mucho més
sencillo buscar la regla 6ptima para decidir cuédl de las M senales se transmitié en ese intervalo
(la regla que produzca menos errores) que trabajando sobre la representaciéon en tiempo continuo
de las senales.

A continuacién se resume brevemente la funcién y principales caracteristicas de cada uno de los
4 elementos funcionales del sistema:

» Codificador

e Define la representacion vectorial de la senal asociada a cada simbolo (constelacién)
o Intervalo de indice n: vector A[n] representando s(t) en nT <t < (n+1)T
e Criterios de diseno (para seleccionar la constelacién)

o Energia

o Distancia (“parecido”) entre senales (prestaciones)
= Modulador

e Define la base ortonormal del espacio de senales

e Criterios de diseno (para seleccionar las N funciones ¢;(t), para¢ =0,1,--- N — 1)

o Adecuacion al canal de comunicaciones
» Demodulador

e Convierte la senal recibida, por intervalos de simbolo, en vectores en el espacio de

sefiales definido por la base {¢;(?) ;V;OI

o Intervalo de indice n: vector g[n] representando r(t) en nT <t < (n+ 1)T
= Decisor
e Compara el “parecido” entre la senial recibida y las M posibles sefiales s;(t) para decidir

simbolos

o Medida de distancia sobre las representaciones vectoriales

o Compara las distancias de:
- Vector de la senal recibida en el intervalo de simbolo: g[n]
- Vectores de los M posibles simbolos: a;, para i € {0,1,--- , M — 1}
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4.3.1. Ejemplo para ilustrar la ventaja de la representaciéon vectorial
en el diseno de un sistema

Empezaremos considerando un sistema de comunicacién binaria en el que cada simbolo corres-
ponde a 1 bit (m =1, M = 2™ = 2) y los dos bits se transmiten con la misma probabilidad. Como
senales para la transmisiéon de cada simbolo, se puede escoger de entre cuatro posibles conjuntos
de senales {so(t), s1(t)} para realizar la transmisién. Estos conjuntos se representan en las Figuras
4.15, 4.16, 4.17 y 4.18 respectivamente.

so(t) s1(t)
1 11
T
T t t
-1 1
Figura 4.15: Primer conjunto de senales.
So(t) S1 (t)
2 24
T
T t 4
-2+ -2+

Figura 4.16: Segundo conjunto de senales.

A

so(t) s1(2)

V21 V21
T /\

Figura 4.17: Tercer conjunto de senales

Para decidir qué conjunto de senales es el mas apropiado hay que recordar que el objetivo es
poder recuperar el simbolo enviado con la menor probabilidad de error teniendo en cuenta las
caracteristicas del canal; en este caso se suma ruido blanco gausiano. Parece logico pensar que si
mayor es la “separacién” o “diferencia” entre so(t) y s1(t) mas facil serd discernir entre ambas en
el receptor pese al ruido sumado. Para medir esta separacién se necesita una medida de distancia
entre senales.
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so(t) s1(t)

B N/

Figura 4.18: Cuarto conjunto de senales

Se va a utilizar la medida de distancia definida en el espacio de Hilbert de senales de energia
finita, Lo. En este espacio, las sefiales s;(t) pasan a ser vectores a; y la distancia se define como

d(si(t), 5;(1) = llai — ay]| = \//oo [si(t) = s;(0)[2dt.

Aplicando esta medida a las dos senales del primer conjunto

d(so(t), s1(t)) = \//0 11— (=1)]2dt = 2VT.

Para el segundo conjunto de senales tenemos

d(so(t), s1(t)) = ,//OT 12— 0]2dt = 2V/T.

Para el tercer conjunto de senales
2t 27t
V2 sin <%) — (—\/isin (%))

d(so(t), 51(t)) —\//OT
:\//()Tgsm2 <?> dt
:\/4 {t —~ %Sin (?) o <?)E

=2VT.

2
dt

Y para el ultimo conjunto de senales

d(so(t), s1(t)) —\//OT 2sin (?) - <QC°S (?))
:\//0T4 e (?) cos (?) dt
T

=2VT,

2
dt
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T T
2rt 2t 2T 2rt
8sin | — | cos dt = | ——sin® [ = =0.
/0 ( T > ( T ) [ i ( T )]0

Asi pues, los cuatro conjuntos tienen la misma separacién y en principio las senales se compor-
tarian igual ante la perturbacion que introduce el canal. Pero también debemos preguntarnos si
le suponen el mismo esfuerzo al transmisor enviarlos a través del canal. Y la forma de medir el

esfuerzo es la energia media por simbolo que se define como

ya que

E, =E[E{s(t)}]

=E [/Z \s(t)|2dt}

S P (slt) = si(t)) x EfsilD)}

1=0

S

pala;) /_OO |s;(t)[2dt.

1=0 o0

Si los simbolos son equiprobables, p4(a;) = por lo que

M’
M-l oo
E,=) — J(1)|2dt.
;M/JMH
Aplicando esta definicién al primer conjunto de senales

1 [T 1 [T 1 1
E,=- 1%dt + = —1Pdt==-T+=-T=T.
2/0|| +QA\ Pdt = 2T+ -

Si se calcula esta energia para el resto de conjuntos se obtiene, respectivamente, F, = 2T, E, =T
y Ey = 2T. Se puede decir por tanto que los mejores conjuntos son el primero y el tercero, pues
tienen la misma distancia con la menor energia.

Cuando se manejan conjuntos de senales con diferente distancia entre senales, es necesario
emplear algliin tipo de normalizacién que nos permita establecer su comparaciéon. La mas comin
de estas normalizaciones consiste en expresar la distancia entre senales en funcion de la energia
media por simbolo. Sobre el primer conjunto de simbolos, esta distancia normalizada es

d(so(t), 51(1)) = 2VT = 2/,

Para el resto de conjuntos, respectivamente

d(so(t), s1(t)) = 2T = \/2E,,
d(so(t), s1(t)) = 2T = 2

d(So() 1(t)) *2\/_ \/_

Se observa que los conjuntos de senales 1 y 3 proporcionan una mayor distancia de separacion
entre senales que los conjuntos 2 y 4 para un mismo valor de FEj.
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Otra cuestién a plantearse es si es posible encontrar una forma de representar las senales que
nos permita ver de manera mas simple las prestaciones que vamos a obtener con un conjunto
determinado. La respuesta la encontramos en la misma estructura de espacio vectorial que nos
ha permitido medir la distancia entre senales: si somos capaces de encontrar una base ortonormal
que nos permita representar un determinado conjunto de senales podremos trabajar directamente
con las coordenadas en esa base y evitar cualquier tipo de calculo sobre las formas de onda.

Expresado formalmente, se busca una representacién para cada una de las senales del conjunto
{si(t) :1=0,---, M — 1} de la forma

i

si(t) =) a;;0;(t),

J

Il
o

donde {¢;(t) : i =0,---, N—1} son los elementos de la base ortonormal, y {a;; : j =0,--- , N—1}
son las coordenadas de la senal s;(t) en dicha base, que se agrupan en el vector a;. Asi pues, los
sfmbolos a; corresponden a las coordenadas de la senal de indice 1.

Si se obtiene la base para el primer conjunto de senales, se puede comprobar que
so(t) = VT (1), s1(t) = —vVTo(t),

donde ¢o(t) = s0(t)/v/T, que se representa en la Figura 4.19.

Po(t)

S

a1, Q0,0

S

Figura 4.19: Ortogonalizacién para el primer conjunto de senales.

El hecho de obtener un unico elemento de la base, ¢g(t), tiene una justificacién muy sencilla:
como $1(t) = —sp(t), un cambio de signo en la coordenada de sy(t) nos basta para generar s;(t).
La amplitud de ¢y(t) se toma para cumplir la condicién de ortonormalidad, que no es otra cosa
que la normalizacién de la energfa ([°°_¢3(t) dt = 1). Ahora es facil calcular la distancia entre las
senales y su energia

d(solt), 51(1)) = (o, ar) = /(a0 — a10)? = \/ (VT — (~VT))? = 2VT.

La energia por simbolo es

E, = E[E{s(t)}] = El€{a:}] = pa(ac)ady + pa(ai)al, = %T + %T =T

El resultado, como no podia ser de otra forma, es igual al que hemos obtenido calculando sobre
las formas de onda.

Para el segundo conjunto de senales se obtiene la base y coordenadas mostradas en la Figura
4.20.

Open Course Ware (OCW) 182 (©Marcelino Lazaro, 2014



£ Universidad
Carlos Il de Madrid

Teoria de la Comunicacién
Po(t)
1
VT
a1,0 Qo,0
. . bo(t)
X T t 0 T
-

Figura 4.20: Ortogonalizacién para el segundo conjunto de senales.

Si se compara con el resultado obtenido para el primer conjunto, se observa que el elemento
tnico de la base es la misma senial y que las coordenadas simplemente se han desplazado un valor
V2. Este desplazamiento hace que se mantenga la distancia entre sefiales, de modo que frente al

ruido se comportaria igual que el conjunto primero. Sin embargo, aumenta la energia media de la
constelacion

1
E, = E[€{a;}] = palag)ad o + palar)a; , = §4T =2T.

La ortogonalizacién del tercer conjunto se muestra en la Figura 4.21.

Po(t)

y

S

3

aio ap,0

3

C
| »
3
2l
E’.
s

Figura 4.21: Ortogonalizacién para el tercer conjunto de senales.

La ortogonalizacion del cuarto conjunto se muestra en la Figura 4.22.

b1
Pol(t) for(t)

S
S

3
Ex
/
™~
g
S

VIR VR

S
B

5
9

a

%o
V2T

Figura 4.22: Ortogonalizacion para el cuarto conjunto de senales.

A diferencia de los conjuntos anteriores, aparecen dos elementos en la base del espacio vectorial.
Si anteriormente los simbolos de la constelacion ag y a; podian ser interpretados como puntos sobre
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una recta, ahora se interpretan como puntos sobre un plano cuyos ejes representan las coordenadas
sobre ¢o(t) v ¢1(t). Los simbolos ag y a; se expresan ahora como vectores de dimensién 2 cuyos

valores son
0 o 0 ! arq V2T |-

Ahora la distancia se calcula como la distancia sobre el plano, esto es
d(so(t), s1(t)) =d(ao, @1) = [|ag — a.||
:\/(&0,0 —a10)?+ (apy — a11)?

—\/(V3T)2 4+ (—V2T)? = 2VT.

Y la energia media por simbolo es

E, =E[¢{a;}] = E[l|ai||’]
=pa(ao)|lacl|* + pa(ar)|la:||?
:pA(ao)(a(Q),o + a[Q),l) + pA(al)(aio + a%,l)

:12T + 12T =2T.
2 2

Si se comparan el primer conjunto y el tercero, se observa que el elemento de la base de senales
es distinto pero la constelacién es la misma. Si la constelacién es la misma, son idénticas la
separacién entre senales y la energia media de la constelacion, o energia media por simbolo. A
partir de este hecho podemos extraer una conclusién: la eleccién del conjunto de elementos de la
base {¢;(t),j =0,---, N —1} no va a afectar a la fiabilidad de la comunicacién ni a la energfa de
la senal; la fiabilidad y la energia quedaran fijadas por la constelacion.

Para este ejemplo, el mejor compromiso entre prestaciones y energia se obtiene con los conjuntos
1y 3, ya que comparten constelacién, por lo que la diferencia (distancia) entre senales y la energia
de cada senal es la misma. ; Cudndo sera mas adecuado utilizar el conjunto 1, y cuando el conjunto
37 ;De qué depende la eleccion de una u otra base ortonormal? Para responder a esta pregunta
hay que considerar qué cambia al elegir entre una u otra base ortonormal. Lo que se modifica
es la forma de las senales, en el dominio temporal (visto en las Figuras 4.15 y 4.17) y en el
dominio frecuencial. La respuesta en este dominio para los cuatro conjuntos, que depende de la
transformada de Fourier de las funciones base, se muestra en la Figura 4.23.

Se puede ver que las senales de los conjuntos 1 y 2 tienen su respuesta en frecuencia centrada
en 0 Hz, con lo que son senales apropiadas para transmision en canales con “buena respuesta” en
bajas frecuencias. Las senales de los conjuntos 3 y 4 tienen su respuesta en frecuencia centrada en
w= 2?” rad/s, por lo que son senales apropiadas para transmisién en canales con “buena respuesta”
en torno a la frecuencia 2% radianes/s. Es decir, que la eleccién de una u otra base ortonormal,
dependera de las caracteristicas del canal por el que se ha de transmitir.

Esta conclusién no es especifica de los conjuntos de senales que estamos evaluando, sino que es
una conclusién general para el disenio de transmisores. En una situacion en la que el objetivo sea
disenar el transmisor desde el inicio, la constelacién y la base se disefian préacticamente de forma
independiente:

= La constelacion atendiendo a criterios de fiabilidad de la comunicacién y de energia de la
senial, que estara limitada.
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= Conjunto 1y Conjunto 2

|5 (jw)]
% %
—z 0 +2z w (rad/s)
s Conjunto 3 y Conjunto 4
|Si (jw)l
% % >
—27” 0 +27" w (rad/s)

Figura 4.23: Respuesta en frecuencia de las senales de los cuatro conjuntos propuestos en el
ejemplo.

= Los elementos de la base atendiendo al comportamiento del canal de comunicaciones (inten-
tando que el canal fisico se comporte como el modelo de ruido aditivo que hemos considera-

do).

La interpretacion geométrica de las senales viene derivada de la estructura de espacio vectorial
que poseen las senales y mas concretamente de la definicion de producto escalar en el espacio
vectorial. Continuando con esta interpretacion geométrica, la energia de un simbolo concreto es el
cuadrado de la distancia del simbolo al origen de coordenadas, o lo que es lo mismo, el cuadrado
de la norma del vector E; = ||a;||*. También se puede medir el dngulo que forman los distintos
vectores a través del producto escalar.

P1
a;
d(ag,a1) = d(so(t), s1(t))

Qo
RAY "

[laol|

[laa]]

Figura 4.24: Interpretacién geométrica de la constelacion del cuarto conjunto de senales

La validez de todo lo planteado y discutido no se restringe a este conjunto de senales, sino que
se puede aplicar al caso general de una constelacién de M simbolos {a;,i = 0,--- , M — 1} y
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una base ortonormal de N senales {¢;(t),j = 0,--- , N — 1} que generan el conjunto de sefiales
{si(t),i=0,---, M —1}.

La constelacion se disenard de tal forma que se consiga una separacién méxima entre los simbolos
que la componen intentando al mismo tiempo que la energia media por simbolo, o energia de la
constelacion, esté dentro de los limites del sistema. La eleccién del conjunto de elementos de
la base, de acuerdo con el modelo de canal que estamos considerando, es irrelevante en cuanto a
prestaciones y energia. El conjunto de senales de la base se escoge para que sean adecuadas para el
canal concreto sobre el que se realizara la transmisién. Y la eleccion de una u otra constelacién no
tendra ninguna relevancia sobre la forma de las senales, en el dominio temporal y frecuencial, y por
tanto en la adecuacién de las senales al canal. Esto permite desacoplar el diseno de la constelacién
del disenio de la base ortonormal que define el espacio de senales (que se corresponden con el disenio
del codificador y el diseno del modulador, respectivamente).

A continuacién se analizard de forma individual cada uno de los 4 elementos funcionales del
modelo de comunicacién ilustrado en la Figura 4.14. Se empezara por el receptor para acabar con
los médulos del transmisor.

4.4. Demodulador

El demodulador es el primer elemento funcional del receptor. Como se ilustra en la Figura
4.25, este elemento convierte la senal recibida r(f) en una secuencia discreta g[n] de vectores de
dimensién N.

r(t) q[n]

— > Demodulador ——

Figura 4.25: Demodulador de un sistema de comunicaciones digital.

La secuencia g[n| contiene la representacién vectorial de la senial recibida en el espacio de sefiales
del sistema, definido por la base ortonormal de dimensién N

{(bO(t)? ¢1(t)7 e 7¢)N71(t)}'

Se trata pues de una secuencia de vectores de dimensién N

qn-1[n]

En concreto, la senal recibida se procesa por intervalos de simbolo, y en el instante discreto n, la
secuencia g[n] contiene la representacion vectorial del fragmento de la senal recibida en el intervalo
de simbolo asociado a ese instante, es decir, en nT <t < (n+ 1)T

N-1

q[n] = proyeccién de r(t) en nT < ¢ < (n+1)T sobre {¢;(t)},_,

La proyeccién de una sefial sobre un elemento de la base, ¢y (t), se obtiene mediante el producto
escalar. Como las senales que forman la base tiene por definiciéon su soporte en el intervalo 0 <
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t < T, hacer el producto escalar del fragmento de la senal () en el intervalo del simbolo de indice
n, en nT <t < (n+ 1)T, es equivalente al producto escalar de r(t) con la senal ¢y(t) retardada
nT segundos, es decir, que la coordenada de indice k del vector g[n] se puede obtener como

oo (n+1)T

r(t) - ¢5(t —nT) dt = / r(t) - ¢r(t) dt.

nT

auln) = (r(2), 94t —nT) = |
El operador conjugado es relevante para una representacion compleja de senales. En esta asignatura
s6lo se consideraran seniales reales, aunque por completitud en la notacién se incluird la posibilidad
de trabajar con sefiales complejas®. Por tanto, para la implementacién de un demodulador se
necesita algin tipo de estructura capaz de obtener N productos escalares. Aqui se van a estudiar
dos estructuras equivalentes para llevar a cabo esta labor:

1. Basada en operaciones de correlacion.

2. Basada en operaciones de filtrado.

Por simplicidad en la notacién, en los desarrollos inicialmente se considerara la obtencién del
primer vector de la secuencia, q[0], que contiene la representaciéon vectorial de la senial r(t) en
el primer intervalo de simbolo, en 0 < ¢ < T. Por simplicidad, en este caso se obviara el indice
temporal discreto [0], de forma que se utilizara la notacién

9 qo!0]
q= (].1 _ q[O] _ C]1:{0]
gN-1 QN_1[O]

La extensién para un instante discreto n arbitrario se hara de forma inmediata.

4.4.1. Demodulador por correlacion

La idea del demodulador por correlacién es utilizar la estructura que sale de la implementacién
directa de la operacién producto escalar. Para el primer intervalo de simbolo

qr = (r(t), ox(t)) :/0 r(t)r(t)dt.

Por tanto, el demodulador tiene la estructura que se presenta en la Figura 4.26.

La notacién vectorial que estamos utilizando puede dar la impresién de una estructura del
demodulador excesivamente compleja para su implementacién en hardware. Sin embargo, cuando
particularizamos la estructura en sistemas précticos, la estructura no suele ser en general muy
compleja. Por ejemplo, para los cuatro conjuntos de senales del ejemplo de la Seccion 4.3.1, la
estrutura es muy sencilla. Para los dos primeros conjuntos, en los que la funcién base toma un
valor constante en todo el intervalo de simbolo, el demodulador se reduce a un escalado de la
senal recibida y una integracién en el intervalo de simbolo, como se muestra en la Figura 4.27 a);
para el tercer conjunto, el demodulador multiplica la senal recibida por una senal sinusoidal (en
hardware, un oscilador) e integra el producto en el intervalo de simbolo (Figura 4.27 b)); para el
cuarto conjunto de seniales se ha de multiplicar la senal recibida por dos componentes sinusoidales
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q0
— (X )— fTodt ——
(o 00) | :
o5(t)
q q
r(t) (o, 1) B 7,@)4’ —* fOTodt .
. . ¢1(t) . .
(o) %%@% [Tedr |71
On-1(t)
a) b)

Figura 4.26: Estructura del demodulador por correlacién; a) genérica, b) realizacién.

en cuadratura (un seno y un coseno, que en harware se pueden obtener con un oscilador y un
desfasador de 90°) y dos integradores (Figura 4.27 c)).

4.4.2. El filtro adaptado

Otra posibilidad para el diseno del receptor es la utilizacién de filtros. Esta opcién permite
conservar y observar la caracteristica temporal y frecuencial de las sefiales, y en algunos casos ofrece
una alternativa mas eficiente para la implementacién en hardware del demodulador, dependiendo
de la forma de las funciones base que definen el espacio de senales del sistema.

Si se filtra la senal recibida a la entrada del receptor, r(t), con un cierto filtro con respuesta al
impulso hy(t), su salida es

o0

yr(t) = r(t) * hi(t) = / r(7) - hg(t — 1) dr

—0oQ0

Vamos a ver que mediate un proceso de filtrado es posible implementar la operacién producto
escalar que requiere el receptor. Recuerde que se busca una estructura para obtener

ar. = (r(t), ¢r(t)) —/O r(t)¢(t) dt.

Si se comparan las dos expresiones anteriores, para y(t) y qx, respectivamente, se observa que en
la segunda aparece ¢j(t) en lugar de hy(t), un complejo conjugado, que en la primera se integra
sobre T mientras en la segunda se integra sobre ¢, y que el signo sobre la variable de integracion es
negativo en la respuesta del filtro. Si se elige hx(t) = ¢*(—t), la expresion de yi(t) se convierte en

wit) = [ ) it — 7)) dr

Si se compara con la expresién analitica para g, y tenemos en cuenta que —(t — 7) se puede
escribir como (7 — t) vemos que las dos expresiones son iguales si se toma el valor ¢ = 0. Por tanto

2No existen sefiales electromagnéticas complejas, pero en algunos casos se utiliza la notacién compleja para el
manejo simultdneo de dos sefiales, una contenida en la parte real y otra en la parte imaginaria de la sefial analitica.
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Wy w1 & eu -
L
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r(t q g
' %9 foT' dt : Q@ foT° dt 1

Figura 4.27: Estructura del demodulador para los cuatro conjuntos de senales analizados; a) dos
primeros conjuntos, b) tercer conjunto, c¢) cuarto conjunto.

si se muestrea la senal de salida del filtro y,(t) en t = 0, tenemos

wl0) = [ o) =y dr = [ 1) 6160 dr =

—00 —0o0
es decir, el producto escalar de la senal recibida con ¢ (t).

En general, un filtro con respuesta al impulso h(t) = z*(—t) se dice que es un filtro adaptado a
la senal z(t). Por lo que el demodulador se puede implementar utilizando un banco de N filtros
adaptados a los elementos de la base ¢ (t), con respuesta hy(t) = ¢;(—t), y muestreando en t = 0
(al principio del intervalo de simbolo), tal y como se muestra en la Figura 4.28

G3(—t) L

r(t) 1 ¢1(—1) o
(=) AR

t=20

Figura 4.28: Estructura del demodulador basada en filtros adaptados.

Para la implementacion practica de esta estructura surge el problema de que los filtros son
anticausales: como ¢y (t) tiene por definiciéon como soporte 0 < ¢ < T, ¢ (—t) tiene como soporte
—T < t > 0. Para poder tener una implementacién causal, se puede retardar la respuesta ¢*(—t)
T segundos, con lo que la salida del filtro se retarda la misma cantidad y es necesario muestrear

Open Course Ware (OCW) 189 (©Marcelino Lazaro, 2014



f@Y Uniersigad , . ..
Carlos il deMdrid Teoria de la Comunicacién QIolEle]

en t =T en lugar de en cero, tal y como se muestra en la Figura 4.29. De este modo se tiene lo
mismo que con el filtro anticausal muestreando en cero.

B3(~t) L
r(t) (=) z
(=) -
t=20

Figura 4.29: Estructura del demodulador basada en filtros adaptados causales.

Analiticamente, desplazar ¢;(—t) un tiempo 7' significa tener ¢ (—(t — 1)) = ¢p(T — t). La
salida de ese filtro desplazado T, denotada y] () es entonces

i - | T Hr) x BT — (t— 7)) dr.

—0oQ

Muestreando en ¢t = T se tiene

Hany| ") 1) dr = (0) = g

—0o0

Se observa por tanto que esta estructura proporciona exactamente el mismo resultado que la que
utiliza filtros anticausales. Para la implementacion, evidentemente hay que utilizar la estructura
con filtros causales, pero como ambas son analiticamente equivalentes, para hacer calculos se puede
utilizar la expresion con filtros anticausales que es més sencilla.

Propiedades del filtro adaptado

El filtro adaptado no aporta por si mismo ninguna novedad més que una estructura alternativa
para la implementacién de las operaciones de producto escalar que debe llevar a cabo el demo-
dulador. Sin embargo, esta estructura permite comprobar de una forma sencilla algunas de las
propiedades del demodulador.

Maxima relacién senal a ruido Esta es seguramente la propiedad maés importante. Para
demostrar esta propiedad se propone el caso genérico en el que se tiene una senal conocida s(t)
a la que se suma ruido y que se filtra con un filtro con respuesta al impulso A(t). El modelo
para el término de ruido es el modelo estadistico habitual para el ruido térmico: proceso aleatorio
estacionario, ergddico, blanco y gausiano, con media nula y densidad espectral de potencia y

funcién de autocorrelacion N N
Su(jw) = 57, Ru(r) = 576().

Este esquema general se muestra en la Figura 4.30.
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Figura 4.30: Modelo para la derivacién de la propiedad de maxima relacion senal a ruido del filtro
adaptado.

Se va a comprobar en primer lugar que el filtro que proporciona la maxima relacién senal a ruido
a su salida, definida como

< S) _ Energia en ¢ debida a s(?)

N ) = Energfa en ¢ debida a n(t)’

es un filtro adaptado a la senial transmitida s(t). Para simplificar la notacién se considera el caso
de senales reales, aunque los resultados se extienden trivialmente al caso de senales complejas. La
salida del filtro, ¢(t), de define como

q(t) =(s(t) + n(t)) x h(t) = s(t) * h(t) + n(t) = h(t)
/ s(t)-h(t—71)dr +/ n(r) - h(t — 1) dr.

oo —00

Su valor en ¢t =0 es

q=q(0) = /_oo s(7) - h(—7) dT—i—/_oo n(r) - h(—7) dr =s+n.

o

La relacion senal a ruido de la salida se define como
(§> B[Pl 1P
N/, ElnPl E[r?

ya que el término s es determinista si la senial s(t) es conocida

Bl = 1o = | [~ str)--r) dr

El valor de E[|n|?] se obtiene como

E ] =E K/_:O n(r) - h(—7) dT) (/_:O n(0) - h(—0) d@)]

:/ OO/ " Bln(r) - n(8)]-h(=7) - h(=6) dr db
—00 J—oo ST—m———

2
(valor determinista)

R (7—0)
/+OO /*00 %5 (1 —0)-h(—7) - h(—0) dr db
(7’ 0)
2 [ ar =2 [ e ar = 2 eqne
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En el desarrollo se ha aplicado la propiedad de la integral del producto de una delta y una funcién
+o0o

f(z) - 0(x — xo) dx = f(x0).

Se puede ver que la energia de la componente de ruido tinicamente depende de la energia de la
respuesta en frecuencia del filtro. Sustituyendo este resultado en la expresion de la relacién senal
a ruido se tiene

N [l SEh()}

Para buscar el maximo de esta relacién senal a ruido respecto a la respuesta al impulso del filtro,
h(t), se va a hacer el siguiente razonamiento: se supone que la energia de h(t) es constante, y
se busca el maximo de la relacién (S/N), respecto a h(t); si ese méximo no depende de E{h(t)}
tendremos el maximo para cualgier valor de E{h(t)} y, por consiguiente, el maximo que estamos

buscando.

(E) _ E|S|2 B ‘ffooo S(r) - h(—7) dr 2.

Si se supone E{h(t)} constante, el maximo de la relacién senal a ruido se limita a calcular el
méximo del numerador. Si se particulariza la desigualdad de Cauchy-Schwarz (ver Seccion 4.2.2)
para las senales s(t) y h(—t), y elevando al cuadrado cada uno de los términos de la desigualdad

e tiene T (/: 1s(r)? dT) (/: (=P dT) .

La igualdad, y por tanto el méximo, se produce cuando h(—t) = « x s(t) para algin valor de la
constante «. Introduciendo este resultado se obtiene

(5) - (7, s(r)h(—ryar)’

N Mg {h(t)}

/OO s(r) - h(—7) dr

o

max

rt) \ N

h(—t)=as(t)
([ lsr)par) (a2 [ Is(r)Par )
- Noa2e{s(t)}
:Niog{s(t)}.

De este resultado se obtienen dos conclusiones:

1. La relacién senal a ruido a la salida se hace méaxima cuando h(t) = as(—t) para cualquier
valor de a (exceptuando o = 0) y, particularmente, para el filtro adaptado

h(t) = s(=1),
Para senales complejas se llega de forma trivial a la misma conclusién para

h(t) = s*(—t).

2. La relacién senal a ruido a la salida del filtro adaptado no depende de la forma especifica
de s(t), sino inicamente de su energia y de la densidad espectral de potencia de ruido a la
entrada del filtro.

Esta demostracion realizada para una senal genérica se puede aplicar al conjunto de senales del
transmisor, {s;(t),i =0, -+, M —1} y al conjunto de senales de la base, {¢;(t),i =0,--- , M —1},
con lo que se demuestra que la estructura de demodulador basado en filtros adaptados (o su
equivalente de correlacion) es la estructura que nos permite obtener la méxima relacién senal a
ruido en cada componente del vector q.
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4.4.3. Extension de las estructuras del demodulador para cualquier
instante n

Se ha estudiado en las secciones anteriores el demodulador para la obtencién de la primera de
las observaciones de la secuencia de vectores, g = q[0]. La extensién para la obtencién del vector
de la secuencia en cualquier instante arbitrario, g[n], es trivial, ya que sélo hay que procesar r(t)
en el intervalo de simbolo correspondiente, nT < ¢t < (n+ 1)T. En el caso de la estructura con
correladores, sélo hay que retardar las funciones ¢ (t) nT" segundos e integrar en el intervalo de
simbolo, y en el caso de los filtros adaptados sélo hay que modificar el instante de muestreo, para
que coincida con el inicio del intervalo de simbolo, ¢ = nT, si se utilizan filtros anticausales, o con
el final del intervalo de simbolo, (n + 1)T, si se utilizan filtros causales, como se muestra en la
Figura 4.31.

("]
6_(\ frf;ﬂ)T o dt wol)
0
T T
¢t —nT)
[n] q[n]
) (n41)T o
0 \? o 0 i
#i(t — nT) : . . .
[ ] [ ] [ ] [ ]
gn—1[n] an-1[n]
? IRARRY! B (T —1)
¢n_1(t —nT) t=mn+1)T
CORRELADORES FILTROS ADAPTADOS (Causales)

Figura 4.31: Estructura del demodulador para un flujo indefinido de simbolos.

Es interesante remarcar que ambas estructuras proporcionan el mismo resultado, ya que se
trata de dos estructuras que realizan la misma operacion analitica: el producto escalar de la senal
recibida con cada una de las IV funciones que forman la base ortonormal que define el espacio de
seniales del sistema.

4.4.4. Caracterizacion estadistica de la salida del demodulador en el
caso de transmision sobre un canal gausiano

Una vez que se han visto las estructuras que pueden utilizarse para la implementacién del demo-
dulador, a continuacion se realizard la caracterizacién estadistica de la secuencia de observaciones
g[n]. En particular se considerard el caso de transmisién de la senal sobre un canal gausiano,
cuando la senal transmitida no sufre ninguna distorsién lineal (lo que implica suponer que la base
ortonormal se adapta perfectamente a las caracteristicas del canal), y que la tnica distorsién se
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debe al efecto del ruido, con lo que la senal recibida serd
r(t) = s(t) + n(t).

De nuevo, para simplificar la notaciéon se considerara el primer instante discreto, n = 0, y se ob-
viara la dependencia con el indice temporal discreto n. El objetivo es obtener el modelo estadistico
de la observacion g cuando se conoce el simbolo que se ha transmitido, que con caracter general
se supondré que es el simbolo de indice i, i.e. A = A[0] = a;. Esto significa que en el intervalo de
simbolo de interes, el primero, 0 < ¢ < T, la sefial transmitida es

S(t) = Sz(t) = Z_ ;5 X ¢J(t)

A continuacion se analiza la salida del demodulador bajo esta situacién. Introduciendo la expresion
analitica de r(t) en la obtencién de la coordenada de indice k, gy, se tiene

%=&@¢w»:A7ﬁ%ﬁ®ﬁ:A(Wwa%ﬁwﬁ

T (N-1 T
:/ (Z @i - cbj(t)) Ok (t) dt+/ n(t) - gp(t) dt
0 =0 0 _—
-1 T N-1 h
=Zam-/ (Z)j(t) (Z)Z(t) dt"‘Zk = Qg 4 5[j—k]+2k :ai7k+2k.
j=0 0 j=0

Se ha tenido en cuenta en el desarrollo que los elementos de la base son ortonormales, lo que
analiticamente implica que

0, sik#j

=9l — k|
1, sik=j g )

%wﬁmnzé¢ﬁy@@ﬁ:{

En este caso a; es la coordenada de indice k del simbolo a; y 2 es la contribucion del ruido
gausiano en esa coordenada. Todas las componentes (coordenadas) de g pueden expresarse de
forma conjunta empleando notacién vectorial como

;.0 20
a; 1 zZ1
q= , + : =a;t+z
i N—1 ZN-1

Los valores del vector a; son deterministas (se parte de la asumcién de que el simbolo transmitido es
conocido), por lo que sélo queda caracterizar el vector de ruido z. Cada una de las componentes del
vector de ruido se considera como una variable aleatoria. Dado que el proceso de que proviene, n(t),
es gausiano, cada componente tendrd una funcién de densidad de probabilidad gausiana. El vector
con las coordenadas de ruido esta por tanto compuesto por N variables aleatorias conjuntamente
gausianas. Para caracterizarlas, hay que encontrar su funcién densidad de probabilidad conjunta,
lo que en el caso de v.a. gausianas se reduce al cédlculo de su vector de medias y su matriz de
covarianzas. Comenzaremos calculando la media de cada una de las coordenadas del vector de
ruido. Aplicando la definiciéon de media de una variable aleatoria, la media de la coordenada de
indice k es

m,, = Elz] =F [/OTn(t)qb;f(t) dt] = /OTE[n(t)]¢;f(t) dt =0,
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ya que n(t) tiene media nula. A continuacién se calcula la matriz de covarianzas. Teniendo en
cuenta que todas las componentes tienen media nula, la covarianza entre dos de las coordenadas

Cov(zj, z4) =B[z; - 21] = E [(/OT n(t) - ¢3(t) dt) (/OT n*(1) - w(7) dT)]

_/ / Eln(t) - n"(7)] ¢;(t) - éx(7) dt dr
o Jo "

R (t—)=20 6(t—7)

:/OT /OT% LO(t—7) - G3(t) - di(7) dt dr

No

:%/0 63(0) - (1) dt = =2 -0l — k).

Por tanto, la covarianza entre dos coordenadas distintas es nula, y la covarianza de una coordenada
consigo misma (varianza) es

, _ N

Zk 2 *

Esto significa que las variables aleatorias que modelan cada uno de los elementos del vector de
ruido estan incorreladas, lo que para variables aleatorias gausianas es equivalente a decir que son
independientes. Por tanto, la matriz de covarianzas es una matriz diagonal con la varianza de
cada componente en la diagonal principal. A la luz de estos resultados se puede concluir que las N
componentes de ruido son variables aleatorias gausianas incorreladas (independientes) de media
nula y varianza Ny/2. Como una variable aleatoria gausiana queda univocamente determinada a
partir de su media y su varianza, la funcion densidad de probabilidad de cada componente z; es

g

fzk (Zk) =

y como bajo estadistica gausiana incorrelacién implica independencia, la funciéon densidad de
probabilidad conjunta de z se obtiene mediante el producto de las distribuciones de cada una de
las componentes del vector

2

N-1 2
1 _y N1 1 _ L=l
f2(2z) = g ka(zk) = W@ k=0 Ny — W@ No

Una vez obtenida la funcién de densidad de probabilidad del vector de ruido, es facil obtener
la funciéon de densidad de probabilidad condicional de la observacién q. La funcién densidad
de probabilidad de g cuando se conoce el simbolo transmitido, A = a;, es una distribucién
condicional: distribucién de ¢; condicionada a que el simbolo transmitido es A = a;. Para cada
una de las componentes del vector q, i, se tiene también una distribucién condicional: distribucién
de gi condicionada a que el simbolo transmitido es A = a,. En ese caso, ¢ = a;; + 2k, es una
variable aleatoria formada por la suma de una constante determinista a;; y una variable aleatoria,
Zk, por lo que tiene el mismo tipo de distribucién que z; pero con la media modificada sumando
el valor constante, a;x, a la media de z;, que en este caso era cero. Por tanto, la distribucién es
una distribucién gausiana, de media la coordenada de indice k del simbolo transmitido, a;, y
varianza Ny /2

1 (agg—ayp)?

qu\A(Qk|ai) = \/77_]\706 o
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Debido a la independencia, la funciéon densidad de probabilidad condicional conjunta del vector g
cuando se conoce que A = a; se obtiene mediante el producto de las distribuciones condicionales
de cada una de las componentes del vector

N-1 )
1 _ -1 @ aip)”
ffI|A(q|ai) = ]:!_](; ka|Ak(Qk‘ai,k) = W@ k=0 No
1 _lla=agli®
= N
(7w Ny) V72

Como se puede ver, la distribucion del vector de observacion cuando se transmite un cierto simbolo
es una distribucién gausiana N dimensional, de componentes independientes, media el simbolo
transmitido y varianza Ny/2 en cada una de las N direcciones del espacio

faalgla;) =NV (ai, %) :

En el desarrollo del demodulador hemos partido de la idea de recuperar las coordenadas de la
senal recibida en la base del espacio de senales del transmisor, pero no nos hemos preguntado si
la informacién que recuperamos de la senal recibida es toda la informacion relevante a la hora de
tomar la decisién del simbolo que fue transmitido o existe informacién adicional que pueda ayudar
a tomar la decisién. La respuesta a esta pregunta es que tal y como se ha definido el vector gq,
contiene toda la informacién relevante para decidir qué simbolo fue el transmitido. Estrictamente,
se dice que el vector q es un estadistico suficiente para la deteccion. La demostracién se puede
encontrar por ejemplo en [Artés-Rodriguez et al., 2007].

4.4.5. Canal discreto equivalente

Algunas de las conclusiones obtenidas del andlisis del modelo de comunicacion digital son las
siguientes:

1. La fiabilidad de un esquema de comunicacién, por lo que respecta la proceso de modulacion,
viene dada por las caracteristicas de la constelacion de senales y no por los elementos de la
base de senales que empleemos en el proceso de modulacion.

2. La relacién senal a ruido no depende de la forma concreta que toman cada uno de los
elementos de la base de senales, sino de la energia de las senales y de la densidad espectral
de potencia del ruido (la potencia del ruido).

3. Lasalida del demodulador es un vector q que toma la forma g = A+z, donde A es el simbolo
transmitido y z es una componente de ruido con una funcién densidad de probabilidad
conjuntamente gausiana.

Estas conclusiones permiten obtener una simplificacién del modelo general de un sistema de co-
municacion, englobando modulador, canal y demodulador en un tinico elemento que denominamos
canal discreto equivalente. Este modelo, que se representa en la Figura 4.32, es de utilidad en el
analisis del decisor porque nos permite “ocultar” la naturaleza analdgica del canal y centrarnos
en los aspectos que van a influir en la fiabilidad de la comunicacién.
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A s(t) r(t) q

Modulador Canal Demodulador ———

XX

Canal
A Discreto 4>q
Equivalente

Figura 4.32: Definicion de canal discreto equivalente.

El canal discreto equivalente es en general vectorial, con la dimensiéon dada por el espacio de
senales del sistema, N. La relacion entrada salida, para un modelo de transmisién sobre canal
gausiano, viene dada por

q=A+z,
tal y como se representa en la Figura 4.33
a.
4,0 %\ q0 5
20
a.
3,1 /\% q1
21
Qi N—-1 gN-1

Figura 4.33: Relaciones entre representaciones vectoriales de transmisor y receptor dadas por el
canal discreto equivalente, cuando se transmite el simbolo A = a; sobre un canal gausiano.

4.5. Decisor

El decisor es el elemento final de un demodulador digital, y su funcién es proporcionar la estima
del sfmbolo que se ha transmitido en un instante n, B[n], a partir de la representacién vectorial
de la senal recibida en el intervalo de simbolo asociado a dicho instante, g[n], tal y como se
ilustra en la Figura 4.34. Con esta estima, de forma implicita se tiene también la estima de los
bits transmitidos, Bb[ﬁ], debido a la identificacion de cada posible valor del simbolo, b;, con una
m-tupla de bits especifica.

qln] Bln]

—_— Decisor

Figura 4.34: Decisor de un sistema de comunicaciones.
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Dada su funcién, es un elemento determinante para las prestaciones del sistema, parametrizadas
por la probabilidad de error, definida a nivel de simbolo o a nivel de bit. Por ello, el decisor se
disena de acuerdo con el siguiente criterio: hacer minima la probabilidad de error de simbolo.

4.5.1. Diseno del decisor - Regiones de decision

Debido a que gq[n| es un estadistico suficiente para la deteccién de A[n] (y por tanto de B[n]),
la decision se realizara simbolo a simbolo sin memoria; es decir, para cada instante temporal n, se
decidird B[n] a partir de q[n], aplicando siempre la misma regla, ya que la estadistica de g[n] no
varia con el tiempo.

Teniendo en cuenta que el alfabeto de simbolos tiene M posibles valores
B[TL] € {bovbh e 7bM—1}7

el diseno del decisor consiste en establecer para cada posible valor de q[n], qué valor del alfabeto,
de los M posibles, se decide. O visto de otra forma, establecer cudles son los posibles valores de
q[n| que dardn lugar a la decisién de cada uno de los M posibles valores de B[n]. La forma de
establecer esos valores es definiendo lo que se denominan “regiones de decision”. Se dividird el
dominio de g[n] en M regiones disjuntas que formen una particién del espacio de q[n]

{107117 T 7IM71}~

Cada region se asocia a uno de los valores del alfabeto de simbolos, identificandose la asociacion
a través del subindice (I se asocia a by). Una vez definidas las regiones, a la vista de un valor de
observacién g[n], se decidird B[n] = by, cuando el valor de observacion esté en la regién de decisién
de by, i.e. cuando g[n| € Ij. Por eso se denominan regiones de decision.

Por tanto, el disenio del decisor se plantea como el problema de establecer las M regiones de
decision que minimicen la probabilidad de error de simbolo.

4.5.2. Obtencién del decisor 6ptimo

A continuacién se obtendran las reglas a seguir para establecer de forma éptima (para minimizar
la probabilidad de error de simbolo) las regiones de decisién que definen el decisor. De nuevo, para
simplificar la notacién se tratara analiticamente el caso del primer simbolo de la secuencia (indice
discreto n = 0) y se obviard la dependencia con el indice temporal, para lo que se utilizara como
notacion

B = Bin|, q = q[n].

Cuando g toma un valor determinado g, el decisor toma una decién sobre el simbolo transmitido,
por ejemplo B = b;; la probabilidad de error en esa decision, que denotamos como Pe(q:qo_)B:bi)
es

PL=0=E=%) = P(B # bilqg = qy) = 1 — P(B = b;|lq = qy) = 1 — ppiq(bilq)-

La probabilidad de error en una decisién (B = b;) tomada a partir de un valor de observacién
determinado (g = q) serd igual a la probabilidad de que, siendo la entrada igual a g, el simbolo
transmitido no sea igual al decidido. El valor ppq(bi|g,) es, obviamente, la probabilidad de acertar

~

cuando ante un valor de entrada g, el decisor asigna el simbolo b; (B = b;). Esta es una probabilidad
condicional, que se denomina probabilidad a posteriori del simbolo b;.
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Si el decisor tomara siempre la misma decision, B = b;, independientemente del valor de obser-
vacién g, la probabilidad media de error, que se denotara como Pe(B:bi’vq), se obtiene calculando el
promedio sobre el conjunto de todos los posibles valores de la observacion g, que estadisticamente

es la esperanza matematica bajo la distribucién de q

PLEYD) By g,y [Pl B=0] / (1= pia(bilao)] - fa(ay) day (4.1)
— [ tula) day~ [ pmalblar) fulao) dag (4.2)
1 - / peia(bile) - Fa(go) dag (4.3)

Cuando el decisor toma decisiones distintas cuando la observacién g toma valores en cada una de
las M regiones de decision, la probabilidad de error del sistema, teniendo en cuenta que se trata
de regiones disjuntas que forman una particién del dominio de q, es

M—1
P.=1- Z / prie(bilao) - fa(ao) day
i=0 Y 1i
Para encontrar el minimo de esta expresién hay que tener en cuenta lo siguiente:

= El minimo se obtiene cuando se maximiza el segundo término.

» La funcién dentro de las integrales de este término, pp|q(bi|qy) fq(q), es siempre mayor o
igual que cero por ser el producto de funciones no negativas (0 < ppgiq(bilgy) < 1, 0 <
fq(gy) < 1). Esto implica que la probabilidad de error se minimiza cuando se maximiza este
argumento.

» fu(q) es independiente tanto del simbolo transmitido como del recibido. Por tanto, el maxi-
mo del sumatorio se obtiene cuando se maximiza el valor de pp|q(b;|q,) en cada una de las
regiones de decisién.

= Por consiguiente, la regién de decisién [;, para la cual se asigna como salida del decisor el
valor B = b;, es aquella para la que se cumple que

pBIq(bilay) > prie(bjlay), Y j # 1.

Es decir, que ante un valor de entrada g = q, el decisor ha de calcular el conjunto de probabilida-
des {ppiq(bjlag),7 =0, -+, M — 1} y la salida del decisor serd el simbolo b; que cumple la relacién
anterior. En el caso en que dos simbolos distintos b;, by, obtengan el maximo valor, es decir

pBlq(bilao) = PBIa(bklay) > PBie(bjlay), Vi # 1.k,

el decisor podra optar por cualquiera de ellos de forma arbitraria sin que esta decision tenga efecto
alguno sobre la probabilidad de error.

Este criterio se conoce con el nombre de mdximo a posteriori o MAP (de “maximum a poste-
riori”). Su nombre viene de la denominacién de ppjq(bi|g,) como probabilidades a posteriori de
B dado q, ya que representa la probabilidad de los simbolos una vez realizada la transmision, en
lugar de las probabilidades a priori pg(b;). La Figura 4.35 muestra un ejemplo de como podrian
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pBiq(bolq) pB|1q(b3]q)

pB‘q(bl\q)

05 L

Figura 4.35: Un ejemplo de las probabilidades a posteriori para una constelaciéon de 4 simbolos en
un espacio unidimensional.

ser esas probabilidades a posteriori para una constelacion de 4 simbolos en un espacio unidimen-
sional. Se puede comprobar que para cada posible valor de observacion ¢, la suma de las cuatro
probabilidades a posteriori es uno.

Para obtener las regiones de decision, hay que buscar cudl de los 4 simbolos tiene asociado el
valor maximo de probabilidad a posteriri para cada valor de ¢q. El maximo valor de probabilidad
a posteriori, para cada posible valor de observacion, se realza en negro en la Figura 4.36. La
regién de decisién de un simbolo estard formada por el conjunto de valores de observacién para
los que la probabilidad a posteriori de ese simbolo es la mayor de todas. La region de decision de
bo (o de ay), es el conjunto de puntos para los que pp|q(bolg) es mayor que las probabilidades a
posteriori de los otros 3 simbolos; la regién de decisiéon de b; (o de a;), es el conjunto de puntos
para los que pp|q(b1|q) es mayor que las probabilidades a posteriori de los otros 3 sfmbolos, y
asi sucesivamente. En la figura se ilustra esta forma de obtener las regiones de decisiéon para la
constelacion del ejemplo.

La expresiéon analitica de las probabilidades a posteriori puede obtenerse mediante la regla de

Bayes
pB(bj) - fq|B(QO|bj)
fq(QO) .

Teniendo en cuenta que B = b; implica que A = a; y viceversa,

pBIq(bj‘qO) =

faB(aolb;) = fqalgola;).
Sustituyendo esta distribucion en la expresién de las probabilidades a posteriori, el criterio MAP
se reduce a encontrar el simbolo b; que cumple
pe(i) - fqalgola:) _ ps(b)) - fqa(qolay)
>
fa(ao) fa(ao)

Como fq(qy) es una cantidad no negativa independiente del simbolo transmitido, esta condicién
es equivalente a la condicién

pB(bi) - fqalqolai) > p(b;) - fqalgela;)  j=0,--- M —1, j#1i,
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pBiq(bolq) pB|1q(b3]q)

PBlq(bi]q)

0 e ° —— o —e g
ap a; as
Iy I I3

Figura 4.36: Obtencién de las regiones de decision mediante el criterio de maximo a posteriori
para un ejemplo con una constelacién de 4 simbolos en un espacio unidimensional.

o la expresién equivalente

pa(ai) - fqa(qolai) > palay) - fgalqola;) j=0,--- M =1, j#i.

A continuacién se muestra un ejemplo que ilustra la aplicacion de este criterio bajo las condiciones
analizadas en la Seccién 4.4.4, i.e. transmisién sobre un canal gausiano. Recuerde que en ese caso
las distribuciones condicionales de la observacién eran gausianas de la dimensién del espacio de
seniales, NV, de media el simbolo transmitido y varianza Ny/2 en todas las direcciones del espacio

fuatala) =2 (a5 ).

Ejemplo

Se considera un sistema binario (M = 2) que emplea un espacio de sefial unidimensional
(N = 1). En este caso tanto A como g son escalares, y las probabilidades de simbolos son
pp(b) = % y pa(by) = % Es decir, el simbolo b; es el doble de probable. La figura 4.37
muestra las curvas de pp(b1) - fga(glai) vy pa(bo) - fqia(glao), respectivamente cuando la
distribucién de g condicionada a cada simbolo es gausiana de media el simbolo transmitido
y varianza Ny/2.

Si el valor ¢ = g, en el receptor es mayor que g, el punto en que se cortan las curvas,
entonces se cumple

pB(bo) - fq1a(@olao) > pr(b1) - fqlalqolar),
por lo que tales puntos formaran parte de la regién de decision Iy, mientras que si es menor
que gqo

pB(b1) - fqa(@olar) > pr(bo) - fq1a(aplao),
por lo que tales puntos formaran parte de la regién de decisién I;. Por tanto, las regiones de
decisién son

Iy = (q2) OO)
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pB(b1) - fqa(qlar)

p5(bo) - fq1a(qlao)

——

a; 4,49, ap q

Figura 4.37: Aplicacién del criterio MAP con simbolos no equiprobables.

Il = (_007 q2)
El valor que define el cambio de regién de decisién es el punto g = g, en que se cortan ambas
curvas, es decir
pe(b1) - fqa(gzlar) = pa(bo) - fqa(gzlao).

Naturalmente, el decisor queda univocamente determinado mediante la relacién

qGIZ-<:>B’:bZ-.

En un gran nimero de sistemas, todos los simbolos tienen la misma probabilidad de ser trans-
mitidos. Bajo la hipdtesis de simbolos equiprobables, pg(b;) = 1/M, las probabilidades a priori
de los simbolos pasan a ser irrelevantes en la comparacion, por lo que la regla de decision para un
valor de obsrvacion g = q, se reduce a encontrar el simbolo b; que cumple

ffI|A(q0’ai) > fQ|A(q0’a'j) ] = 07 T 7M - ]—7 j 7& ia

es decir, el simbolo que maximiza la funcién fg4(qyla;). Esta particularizacién del criterio MAP
para simbolos equiprobables recibe el nombre de criterio de mdzrima verosimilitud o criterio ML
(del inglés “maximum likelihood” ). El nombre viene de la propia funcién fga(gy|a;), denominada
funcién de verosimilitud ya que representa una medida de certidumbre o verosimilitud de que la
hipétesis cierta sea que el simbolo transmitido fuese a; cuando la entrada del decisor es ¢ = gq.

Ejemplo

Se considera el mismo sistema binario (M = 2) en un espacio de senal unidimensional (N = 1)
del ejemplo anterior, pero en este caso con simbolos equiprobables. La figura 4.38 muestra
las curvas de pp(b1) - fqa(qla1) ¥ pB(bo) - fqa(qlao) respectivamente. Ahora, eliminar las
probabilidades a priori de cada simbolo en la comparacién no modifica la representacién mas
que en un factor de escala, ya que al ser los simbolos equiprobables pp(by) = pp(b1).

Si el valor de ¢ = g en el receptor es mayor que q;, entonces se cumple

pB(bo) - fqa(golao) > pe(b1) - fgalaolar),
o lo que es lo mismo
fq|A(q0‘ao) > fq\A(qO|a‘1)7
por lo que tales puntos formaran parte de la regién de decision Iy, mientras que si es menor

que q;
pB(b1) - fqra(qolar) > pa(bo) - fqralaolao),
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pB(b1) - fqa(qlar) pa(bo) - fq1a(glao)

AN

a ¢q; aq q

Figura 4.38: Aplicacion del criterio MAP con simbolos equiprobables, en cuyo caso se particulariza
en el criterio de méaxima verosimilitud.

o lo que es lo mismo
fq|A(qo‘a1) > fq\A(q0|a0)7

por lo que tales puntos formaran parte de la region de decisién I;. Esto nos lleva a ver que
las regiones de decisién son
IO = (q17 OO)

Il - (_Ooaql)'

Intuitivamente se ve que en este caso que como ambas funciones gausianas tienen la misma
varianza y factor de escala, el umbral es el punto medio entre sus centros, g; = %

Cuando el espacio de senales es unidimensional, como en los dos ejemplos vistos anteriormente,
los valores que separan las regiones de decision se suelen denominar umbrales de decision. Si el
espacio de senales es multidimensional, las curvas (N = 2) o superficies que separan las regiones de
decisién se denominan fronteras de decision. En los dos ejemplos anteriores el umbral de decision es
g, para el primer ejemplo, y g, el punto medio entre los simbolos ag y a1, en el segundo ejemplo,
cuando los simbolos son equiprobables. Se puede ver que cuando los simbolos no se transmiten
con la misma probabilidad, el decisor éptimo tiende a aumentar la region de decisién de los
simbolos que se transmiten con mayor probabilidad, lo que parece bastante razonable de forma
intuitiva (ademds de verse refrendado por los desarrollos analiticos pertinentes). Al modificar las
probabilidades a priori para dar mas probabilidad al simbolo by, el umbral se ha desplazado de g,
a q,, aumentando la regién de decisién del simbolo méas probable con respecto al caso de simbolos
igualmente probables.

Para finalizar, se particularizara la regla de decisién para el criterio ML (o MAP con simbolos
equiprobables) para el caso en que las distribuciones condicionales de la observacién son gausianas,
como en el caso visto en la Seccion 4.4.4. Introduciendo la funcién densidad de probabilidad a
la entrada del receptor en la formulacién del decisor ML se obtiene que la decisién para una
observacién q = g, sera el simbolo b; (o equivalentemente q, pertenece a I;) si se cumple

2
1 _llgg—a;ll? 1 _llag—ajll
N,

—_ >  =0,--- M—1, 7 H#1.
(WNO)N/QQ (WNO)N/QG J ) ) , ] F

Multiplicando ambos términos de la desigualdad por (mNy)/? se obtiene

2
_llag—a412 _ llao—ajll

e M >e N j=0,--- M—1, j#1.
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Teniendo en cuenta que la funcién exponencial es una funcién mondtona creciente y, por tanto,
cumple
e > e < a>b,

la expresion anterior es equivalente a decir

|lgo — ail|? lgo —a;l* . y
— > — :O,"',M_]., )
No N, J J#

y multiplicando por Ny y teniendo en cuenta el signo negativo se llega a la condicion

llgo — aill* <llgo—a;|*  j=0,--- M—1 j#i

Aplicando la definicién de la norma de un vector

N-1

2
llgo — aill> = laok — aikl® = |d(qo. a:)|*.
k=0

Por tanto, finalmente se establece que la regla de decisién se limita a escoger el simbolo mas
cercano al vector de observacién q = q,. Alternativamente, se puede decir que la regiéon de decién
de un simbolo, I;, estard formada por todos los puntos del espacio de ¢ que se encuentran mé&s
cerca del simbolo, a;, que de cualquier otro simbolo de la constelacién. Un esquema que ilustra
el decisor resultante de este criterio, que se denomina criterio de minima distancia euclidea, se
muestra en la Figura 4.39.

d(e,ag) —

d(e,ar) — :
q min d(e, a;) B,

d(e,ar—1) ——

Figura 4.39: Estructura del decisor de minima distancia euclidea.

En este punto es necesario realizar las siguientes precisiones:

= Este ultimo desarrollo que nos ha llevado a formular el decisor ML como un decisor de minima
distancia euclidea esta basado en una funcién densidad de probabilidad gausiana a la entrada
del decisor, y esta funcién densidad de probabilidad gausiana viene dada por la naturaleza
del ruido térmico presente habitualmente en canales de comunicaciones. Cuando el ruido
que aparece en el canal no tenga una distribucién gausiana, como ocurre por ejemplo en
algunos sistemas de comunicaciones basados en fibra éptica, el desarrollo del decisor 6ptimo
conducira a reglas de decisién diferentes.

= La definicion de producto escalar que se adopto en la Seccién 4.2.2, no es la tinica posible, y se
adopté en su momento sin una justificacion estricta. Esta definicién da lugar a que la medida
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de distancia sobre el espacio de Hilbert resultante sea la de distancia euclidea. Ahora es
posible justificar que para el caso de estadistica gausiana para el ruido, esta definicion resulta
conveniente al permitir simplificar notablemente la regla de decisién para el caso de simbolos
equiprobables, que por otra parte es el caso méds frecuente en sistemas de comunicaciones
digitales.

4.5.3. Calculo de las probabilidades de error

En el apartado anterior se han obtenido las reglas de disenio de un decisor que permiten obtener
la menor probabilidad de error. En esta seccién se estudiara como evaluar dicha probabilidad
de error en diferentes tipos de sistemas. Como se ha visto con anterioridad, en un sistema de
comunicaciones las prestaciones vienen determinadas por la constelacién transmitida (junto con
la probabilidad con la que se transmite cada simbolo de la constelacién), y son independientes de
la base ortonormal que define el espacio de senales del sistema, siempre y cuando esta se elija de
forma apropiada a las caracteristicas del canal. Por ello, en esta seccién tras plantear de forma
general el problema de evaluar la probabilidad de error para un sistema, se particularizara el
estudio para distintos tipos de constelaciones.

Calculo exacto de la probabilidad de error de simbolo

La probabilidad de error de simbolo de un sistema de comunicaciones digitales se define cémo
la probabilidad de que la decisién de un cierto simbolo en un instante n no sea correcta

P. = P(B[n] # b;|Bln] = b;).

El célculo de esta probabilidad de error se obtiene promediando las probabilidades de error condi-
cionales, es decir, las probabilidades de error condicionadas a que se ha transmitido cada uno de
los simbolos de la constelacién. Por notacién, y teniendo en cuenta la relacién univoca entre un
simbolo y la representacién vectorial de su senal asociada, se representaran estas probabilidades
condicionales como

Pe\B[n}:bi = Pe\A[n]:ai = Lela;-

La probabilidad de error de simbolo se obtendra promediando estas probabilidades condicionales
teniendo en cuenta la probabilidad con la que se transmitira cada simbolo

M-1
P.= > pala) - Pea,.
=0

Por tanto, el problema se reduce al cdlculo de las probabilidades de error condicionales. Para
ello solo hay que analizar bajo qué circunstancias se produce un error cuando se ha transmitido
un simbolo, A[n] = a;, y evaluar la probabilidad de que se produzcan tales circunstancias. De
nuevo, por simplicidad en la notacién se obviard el indice temporal n (lo que es posible debido
a la independencia de los simbolos y observaciones en distintos instantes temporales). Cuando se
ha transmitido el simbolo A = a;, se produce una decisién errénea cuando se decide B= bj # b,
vy esto sucede cuando el valor de observaciéon no estd en la regién de decision del simbolo, I;.
Esto significa que la probabilidad de error condicional para a; es la probabilidad de que habiendo
transmitido dicho simbolo, el valor de observacién no esté en la regién de decision I;. Como la
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distribucién de la observacién cuando se transmite a; es fqa(gla;), esta probabilidad se obtiene
como

Pia, = / fualgla) da.
q¢l;

Comentar finalmente que para poder obtener la probabilidad de error de simbolo que tiene un
sistema, como se deduce claramente de las expresiones anteriores, hay que conocer los siguientes
parametros:

» probabilidades a priori de cada simbolo, pp(b;) = pa(a;);
= regiones de decisién de cada simbolo, I;;

= distribuciones condicionales de la observacion para cada simbolo, fq a(q|a;);

en todos los casos para i € {0,1,---, M —1}. A continuacién se realizard el célculo de la probabili-
dad de error para distintos tipos de constelaciones. Por defecto, si no se indica de forma explicita lo
contrario, se asumiran probabilidades a priori idénticas (simbolos equiprobables), y distribuciones
condicionales de la observacién gausianas, como las obtenidas en la transmisiéon sobre un canal
gausiano (ver Seccién 4.4.4).

Constelacién binaria (M = 2) en espacio unidimensional (N = 1)

Como ejempolo inicial se considera una constelacién de dos simbolos en un espacio unidimensio-
nal, el simbolo aq tiene como coordenada +A y el simbolo a;, —A. Bajo la asumcion de simbolos
equiprobables y transmisién sobre canal gausiano, la regién de decision [I; estard formada por
todos los valores de g mas cercanos a a; que a ag vy al revés para la regién de decisién Iy. El
umbral de decisién es, por tanto, cero, y las regiones de decision

Umbral ¢, =0 — Iy = [0,00), I} = (—00,0),

tal y como se muestra en la Figura 4.40.

Figura 4.40: Constelacion y regiones de decision para el ejemplo de constelacion binaria en espacio
unidimensional.

Calculemos ahora las probabilidades de error condicionales, y empezemos por el simbolo ag. En
este caso, la distribucion condicional de la observacion para este simbolo es la que se muestra en
la Figura 4.41.

Se trata de una distribucién fqa(q|ao) gausiana de media +A, la representacion vectorial del
simbolo transmitido, y varianza Ny/2. La probabilidad de error condicional para ag es la integral
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fqlA(Q|aO)

FY
L4 L4

-A 0 +A q

Figura 4.41: Distribucion condicional de la observacién para el simbolo a.

de esta distribucién condicional fuera de la regién de decisiéon de ag, que en este caso es el area
resaltada en la figura sobre la distribucion

Pejag = /qu quA(Q|a0) dg=Q (ﬁ) )

Como cuando se transmite el simbolo A = a; la distribucién de la observacion es fga(qlao), y el
error en la decisién se produce cuando la observacién g toma valores que caen fuera de I (en este
caso binario eso significa que cae en [7), la probabilidad de que esto ocurra se calcula integrando
la distribucién de q fuera de I.

Si se calcula la probabilidad de error condicional para el simbolo a;, en este caso la distribucién
condicional de la observacion para este simbolo es la que se muestra en la Figura 4.42.

faalqlar)

Figura 4.42: Distribucion condicional de la observacién para el simbolo a;.

Se trata de una distribucion fga(g|a;) gausiana de media —A y varianza Ny /2. La probabilidad
de error condicional es la integral de esta distribucion condicional fuera de su regién de decisién,
que en este caso es el area resaltada en la figura sobre la distribucién

A
Pija, = g dg=Q | —— |.
| q¢11f|A(Q|a1) q ( N0/2>

Ahora, como cuando se transmite el simbolo A = a; la distribucién de la observacion es fqa(qla1),
y el error en la decision se produce cuando la observacién g toma valores que caen fuera de Iy
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(en este caso binario eso significa que cae en Ij), la probabilidad de que esto ocurra se calcula
integrando la distribucion de q fuera de I;.

Una vez calculadas las probabilidades de error condicionales, la probabilidad de error de simbolo
se obtiene promediandolas, lo que en este caso significa

1 1 1 f .
Pe = _Pe\ao + _Pe\zn =3 fq\A(q|aO) dq + 5 fqlA(q|a’l) dq
2 2 2 q#lo 2 q¢

La Figura 4.43 muestra la interpretacién grafica del significado de esta probabilidad de error, y
como la modificacion del umbral de decisién haria aumentar dicha probabilidad de error.

0,5 fqralala1) 0,5 - fq1a(dlao)

0,5 fqralala1) / 0,5 fq1a(glao)

=

I

Figura 4.43: Interpretacién grafica de la probabilidad de error de simbolo para el decisor 6ptimo
y para otro decisor.

De este ejemplo se pueden extrapolar de forma inmediata el mismo resultado cuando los valores
de la representacion vectorial de los dos simbolos es otra arbitraria, ag y a;. Independientemente
de los valores de los simbolos, para simbolos equiprobables y distribuciones condicionales gausianas
el umbral estd en el punto medio entre ambos

ap+ a;

q, = —9
de modo que la distancia de cada simbolo al umbral, que define el argumento de la funcién Q(z)
para evaluar la integral de la distribucién gausiana, es la mitad de la distancia entre los dos
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simbolos
d(ao, aq )

2
por lo que las probabilidades de error condicionales son iguales y la probabilidad de error total es

. d(ao,al)
Fe=@ (2 NO/Q) '

Decisor M-ario en espacio unidimensional

d(a’O? qu) = d(aly qu) =

Para ilustrar este caso se considera un ejemplo de un sistema con una constelacién de M = 4
simbolos que se transmiten con la misma probabilidad sobre un canal gausiano. Las coordenadas
de la representacion vectorial de los simbolos son

00:—3, a1:—1, 02:+1, CL3:+3

En este caso, al poder aplicarse el criterio de minima distancia euclidea para el diseno del decisor,
los umbrales del decisor aparecen en los puntos medios entre cada dos simbolos de la constelacién

qQul = _27 qu2 = 07 qu3 = +27
con lo que las regiones de decisién son
Iy = (=00, 2], I} = (—2,0], I = (0,42], I3 = (+2,+00)

tal y como se ilustra en la Figura 4.44.

I Iy I3
a ail ag as
° | ° | ° | . q

-3 -2 -1 0 +1 +2 43
Figura 4.44: Constelacion y regiones de decision para el ejemplo de una constelacién de 4 simbolos
en espacio unidimensional.

La probabilidad de error condicional para el simbolo ag, requiere la utilizacién de la distribucion
condicional de la observacion para este simbolo, que es la que se muestra en la Figura 4.45.

agp

L

T '
-3 -2 -1 0 +1 42 +3 q
Iy

Figura 4.45: Distribucion condicional de la observacién para el simbolo ay.
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Se trata de una distribucion fqa(q|ao) gausiana de media —3, la representacion vectorial del
simbolo transmitido, y varianza Ny/2. La probabilidad de error condicional es la integral de esta
distribucion condicional fuera de su region de decision, que en este caso es el area resaltada en la
figura sobre la distribucién

1
Pejay = /q% falaldlao) dg = Q (W) .

La probabilidad de error condicional para el simbolo aq, se basa en la distribucién condicional
de la observacion para este simbolo, que es la que se muestra en la Figura 4.46.

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 q
1
1

Figura 4.46: Distribucion condicional de la observacién para el simbolo a;.

Se trata de una distribucion fga(qla,) gausiana de media —1, la representacién vectorial del
simbolo transmitido, y varianza Ny/2. La probabilidad de error condicional es la integral de esta
distribucién condicional fuera de su regién de decisién, que en este caso es el area resaltada en la
figura sobre la distribucién

1
P€|al = /q¢11 fQ‘A(C.”al) dq = 2@ (\/m) .

La distribucién condicional de la observacion para el simbolo ay se muestra en la Figura 4.47.

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 4
I
2

Figura 4.47: Distribucion condicional de la observacién para el simbolo as.

Se trata de una distribucién fqa(glaz) gausiana de media 41, la representacién vectorial del
simbolo transmitido, y varianza Ny/2. La probabilidad de error condicional es la integral de esta
distribucién condicional fuera de su regién de decisién, que en este caso es el area resaltada en la
figura sobre la distribucién

1
P3|112 = /q¢[2 fQ‘A((,”aQ) dq = 2@ (\/m) .
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Finalmente, para el simbolo as, la distribucién condicional de la observacién para este simbolo,
que es la que se muestra en la Figura 4.48.

as
® 1
-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 q
T I3

Figura 4.48: Distribucion condicional de la observacién para el simbolo as.

Se trata de una distribucién fga(qlas) gausiana de media +3, la representacién vectorial del
simbolo transmitido, y varianza Ny/2. La probabilidad de error condicional es la integral de esta
distribucion condicional fuera de su region de decision, que en este caso es el area resaltada en la
figura sobre la distribucién

1
Peja;, = /(1¢13 fajaldlas) dg = Q (\/W) |

En este ejemplo, dada la simetria de las regiones de decisién, claramente se puede ver que

Pe\ao = Pe\a;; y Pe|a1 = Pe|a27
lo que se podria haber aprovechado para simplificar el cédlculo.

Una vez calculadas las probabilidades de error condicionales, la probabilidad de error de simbolo
se obtiene promediandolas

M-1 1M_1 3 1
Po= ) pal@)Pua, = 7 > Pia, = 50Q (w/N /2) '

=0 =0

Sistema binario (M = 2) en espacio multidimensional (N > 1)

Para ilustrar este caso se considera la siguiente constelacion

(2] oe[3]

En ella, los simbolos son vectores de dimensién 2. Para el caso por defecto de simbolos equiproba-
bles y bajo transmisién sobre un canal gausiano, se puede aplicar de nuevo el criterio de minima
distancia euclidea, con lo que la regién de decision de cada simbolo estd formada por los puntos
del espacio de g (en este caso el plano bidimensional formado por las dos coordenadas, qo vy ¢1)
que estdn mas cerca de ese simbolo que del otro. La frontera de decision que separa los puntos
maés cercanos de aq de los de a4 es la recta gy = q;. La region de decision I es el semiplano de la
derecha, y la region de decision [ es el semiplano de la izquierda
qo < Q1}

e[l 2]
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> 4o

oy

Figura 4.49: Frontera de decision y regiones de decisién para el ejemplo de sistema binario en
espacio bidimensional.

tal y como se representa en la Figura 4.49.

Si el simbolo transmitido es ag la funcién de densidad de probabilidad de la entrada al receptor

fqa(@|ao) es una gausiana de media ag = , componentes independientes y varianza de cada

A
0
una de esas componentes igual a Ny/2, y para el stmbolo a; fq4(g|ag) es una gausiana de media

a, = { A } , de nuevo con componentes independientes y varianza Ny/2

Foalalas) 1 _lla—al® 1 _(w0-v2D’+d
alqla;) = —e N = ——c¢ No
q| % 7TNO 7TNO s

tal y como se muestra en la Figura 4.51 (en este caso se representan para A = 1, por un lado cada
una por separado, y en la figura inferior ambas juntas, cada una dentro de su regién de decisién).

Para calcular las probabilidades de error condicionales, I, |q,, hay que integrar la funcién densidad
de probabilidad de cada simbolo a; fuera de su regién de decision, [;, en este caso el semiplano

definido por gy > q1 6 qo < q1, respectivamente para ag y a1, tal y como se muestra en la Figura
4.51.

Como es bien sabido, la integral de una funcién gausiana no tiene una expresion analitica
definida. En el caso unidimensional se recurre a la funcién tabulada Q(z), que se puede calcular de
forma numérica, para obtener el valor de la integral de una distribucién gausiana unidimensional.
Pero ahora, para espacios bidimensionales, no hay ninguna funcién tabulada que calcule integrales
de distribuciones gausianas sobre semiplanos. En lugar de resolver el calculo de forma directa,
aprovechando que si se tienen dos simbolos siempre se puede hacer pasar una recta por esos
puntos, se va a hacer una transformacion del sistema de coordenadas para convertir el problema
en otro problema unidimensional equivalente. Para ello se realiza el siguiente cambio de variables:

1
g0 =—=(q0 — ¢1),

-5

¢ =——=(q0+q — A).

N~

La transformacion gira la constelacion 45° y desplaza el sistema resultante % hacia abajo, tal
y como se ilustra en el Figura 4.52, de forma que los puntos de la constelacién pasan ahora a
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Figura 4.50: Funciones densidad de probabilidad condicionales para el ejemplo de sistema binario

en espacio bidimensional. Cada funcién por separado, y ambas representadas cada una dentro de
su regién de decisién.

Figura 4.51: Interpretacién gréfica de las probabilidades de error condicionales para el ejemplo de
sistema binario en espacio bidimensional.
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estar sobre un espacio unidimensional, ya que su coordenada sobre el segundo eje, ¢}, es nula para

ambos simbolos,
LA A
b= 7] =[]

Podriamos plantearnos eliminar por tanto la segunda coordenada y resolver el problema para la
nueva constelacion unidimensional resultante, tal y como se muetra en la Figura 4.53. Para poder
hacer esto, es necesario que las componentes de ruido sobre los nuevos ejes sean independientes, y
hay que comprobar la distribucién del ruido en la coordenada ¢, al realizar la tranformacién, y ver
si sigue siendo una distribucién gausiana de media nula y varianza Ny/2. Vamos a ver qué estas
condiciones si se cumplen.

A
Q1 Q1 , a1
a) o
A a;
aj ag
agp ————— 00—
ans a A +A a0
V2 V2
A qo -\ qo0
T

Figura 4.52: Ilustracién de la tranformacion geométrica implicita en el cambio de coordenadas
planteado.

0,
‘ A q
Vi T

Figura 4.53: Regiones de decision sobre el nuevo sistema de referencia tras el cambio de coorde-
nadas.

Empezemos por recordar que cuando se transmite el simbolo A = a;, se tiene que
do = Q0 + 20, q1 = Q1 + 21

Denotaremos la observacion recibida como
/

o / r /
Qo = Qo+ 29, @1 = ;1 + 21

Si el simbolo transmitido es ag, ¢ toma la forma

1
Q(IJ‘A:aO :E ((@0,0 + 20) — (a1 + 21))

1
E((A‘FZQ)—(O‘i‘Zl))
\/§ 0 1

V2

{
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@lolle]
Y q

1
& A—ay =7 ((a00 + 20) + (ao1 + 21) — A)
1

((A+20) + (04 2) - A)

(ZO + Zl)

| M ——

Sl

/
21

De forma analoga, si el simbolo transmitido es ay, ¢} y ¢; toman la forma

q6|A:a1 :E ((al,o + Zo) - (a1,1 + 2’1))

7 (04 z0) = (A+2))

A+ 1( )

= ——F= —\(Z0 — %

\/5 \/§ 0 1
~—~—— — —
a/1,0

y

!
%0

q/l |A:a1 =

1
E ((CLLO + Zo) + (Cll,l + Zl) — A)
1

((0+20) + (A4 2) - A)

(Zo + Zl)

(M
21

Sl

De las dos componentes, sélo ¢ contiene informacién sobre el simbolo transmitido; ¢] contiene

ruido. Esto implica que se ha reducido la dimensién del espacio de senal de 2 a 1. Las coordenadas
de los nuevos elementos de la constelacién respecto a ¢, que denotaremos af, y @}, son

/

/!
Cllz 5

Sl S

es decir, exactamente las mismas que en la constelacién unidimensional considerada anteriormente.

Respecto al ruido, es facil demostrar que los términos z{, y z; son independientes. El primero es

proporcional a zg — 21 y el segundo a zp + 21, ya que la suma (o resta) de dos variables aleatorias
con funcién densidad de probabilidad gausiana es otra variable aleatoria gausiana y

El(z0— 21)(20 + 21)] = E[25 — 21] = % Mo _ 0.

2
Esto implica que el valor de ¢} es irrelevante para la decision y que g es un estadistico suficiente
para la deteccion.
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Para determinar la probabilidad de error debemos conocer los estadisticos de la componente de
ruido, %(za — 21), ya que por ahora sélo sabemos que es gausiana. El valor medio es

nerl Lo ol Leni- Lenio
E[ZO]—E[ st n} 5Bl - 5 Ela] =0,

Y la varianza vale

1 21 1
Var(zy) = £ (E(zo — zl)) §E[z§] + iE[Z%] — Elz071]
1N, 1N
55 7373 -0
2

Finalmente, si la nueva constelacién es la misma que en el caso unidimensional y los estadisticos
del ruido también (media cero y varianza Ny/2), también lo serd la probabilidad de error,

b o[ lea))
24/ Ny/2
La distancia entre los simbolos es la misma que en la constelacién original, d(af, a}) = d(ay, a1),
por lo que es indistinto realizar la medida en el espacio original que en el transformado. De hecho,

el transformado ni siquiera hay que calcularlo para evaluar la probabilidad media de error en este
caso.

El desarrollo realizado puede extenderse a cualquier constelacion binaria en un espacio de di-
mensién arbitraria, ya que siempre es posible definir una direccién del espacio a través de la recta
que pasa por los dos puntos. Asi pues, de forma general, la probabilidad de error para sistemas
binarios con simbolos equiprobables y con transmision sobre un canal gausiano es

B d(ag, ay)
n-o(foe)).

independientemente de la dimension del espacio de senales.

Decisor M-ario en espacio multidimensional

El caso general de cédlculo de la probabilidad media de error en constelaciones multidimensio-
nales es un problema complejo por las formas que pueden tomar las regiones de decisién. Para
constelaciones binarias siempre es posible transformar el problema en unidimensional simplifican-
do asf la resolucién de las integrales necesarias en el calculo de la probabilidad de error de cada
simbolo. Sin embargo, para constelaciones de més de dos simbolos esto no es siempre posible.
Como ejemplo, baste considerar las constelaciones de la Figura 4.54, que presenta dos ejemplos
de constelaciones bidimensionales de uso comun en sistemas de comunicaciones y sus regiones de
decision asociadas. En algunos casos sera posible calcular la probabilidad de error exacta, y en
otros casos esto no serd posible de forma analitica, y habra que recurrir a cdlculos numéricos, a
aproximaciones o a cotas de la probabilidad de error.
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Figura 4.54: Ejemplos de constelaciones bidimensionales y sus fronteras de decisién.

Para sistemas con constelaciones como las de la figura es atin posible calcular de manera sencilla
la probabilidad media de error. Veremos que esto es posible cuando las fronteras de las regiones de
decisién forman una reticula sobre el espacio, como ocurre con las dos constelaciones de la figura.

Por ejemplo, primero se considera la constelacion de la Figura 4.54 a). Veamos c6mo se calcularia
la probabilidad de error condicional para uno de los simbolos, por ejempo ag. Este simbolo tiene

coordenadas
+1
Qg 1 )

por lo que la distribucién condicional de la observacién, fqa(glag), es una distribucién gausiana
bidimensional de media ag y varianzas o2 = Ny/2, tal y como se muestra en la Figura 4.55.

Figura 4.55: Distribucién condicional de la observacién para el simbolo ag, fg4(q|as): distribucién
completa, y distribucién fuera de su regién de decisién (dos vistas desde diferentes perspectivas).

La region de decision de este simbolo es una cuadricula, que en este caso, al estar alineada con
los dos ejes de la representacién se puede escribir como dos condiciones independientes (una por
cada eje) que deben darse simultdneamente; en este caso

0<qgp<2y0<q <2

No hay expresiones analiticas para calcular directamente la integral de una gausiana fuera de
un cuadrado o un rectangulo, pero se puede tranformar este problema 2D en dos problemas
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unidimensionales acoplados. Cuando la regién de decision se puede parametrizar en dos condiciones
independientes, una por cada dimensién del espacio, que han de cumplirse simultaneamente, la
probabilidad de error condicional de un simbolo se puede escribir como

P€|ai =1- Pa\ai =1- Pa|a¢,0 X Pa|a¢,1 =1- [(1 - P€|a¢,0) X (1 - P6|ai,1)] )

donde se han seguido los siguientes pasos:

s La probabilidad de error condicional se puede escribir como 1 menos la probabilidad de
acierto condicional, Pyq,.

» La probabilidad condicional de acierto Fyq, se puede escribir como el producto de la proba-
bilidad de acertar en cada una de las dos direcciones del espacio Fyja,, X Pyja,, (ya que la
regién de decisiéon se establece con dos condiciones independientes, una sobre cada direccion
del espacio).

= La probabilidad de acierto en una de las direcciones del espacio (FPyja,, 6 Paja,,) se puede
escribir como 1 menos la probabilidad de error en esa direccién (Pejg,, 6 Pel,,)- Y esa
probabilidad es igual a las probabilidades de error en espacios unidimensionales que ya se
ha aprendido a calcular.

Esto permite calcular la probabilidad condicional de error para los simbolos si sus regiones de
decisién forman una reticula alineada con los ejes del espacio de observacién q.

Veamos ahora con ejemplos numéricos cémo se calcularia la probabilidad de error total para la
constelacion anterior. Se pueden agrupar las regiones de decisién en tres tipos, dependiendo del
namero de regiones de decisién con las que limitan.

= Tipo 1: {lo, I3, 12, 15}

e Una unica frontera de decisién en cada direccién del espacio
L] TlpO 2: {]5, ]67 ]97 ]10}

e Dos fronteras de decisién en cada direccion del espacio
u TlpO 3: {[17 [27 I4> I77 187 -[117 113’ -[14}

e Una frontera en una de las direcciones del espacio

e Dos fronteras en la otra direccién

Todos los simbolos de un mismo tipo tienen la misma probabilidad condicional de error, ya que
hay que integrar la distribucion gausiana centrada en el simbolo fuera de una region de las mismas
dimensiones. Por tanto, es posible tomar un ejemplo de cada tipo, y extrapolar los resultados. Lo
ejemplos elegidos pueden ser, por ejemplo: ag (Tipo 1), as (Tipo 2), a7 (Tipo 3). De este modo,
la probabilidad de error total sera

M-1
Pe = Z pA(ai) . Pe|ai
=0

1 1 1
=4 X —Pgy +4 X —=P.ja, + 8 X —=FPpa,,
X 16" elao T3 X Tglelas T X Tl clar
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que ahora se comprobara que vale

1 9 1
(i) -39 ()

Empezaremos el cdlculo con el simbolo que ejemplifica las regiones de tipo 1, que es ay. El
procedimiento de cdlculo para este caso, que se ilustra en la Figura 4.56, es el siguiente:

= Direccién del espacio ¢

e Media de la distribucion gausiana 1-D: ago = —3

e Region de decision : —oco < g < —2

1
Pa|ao,0:1_P6|ao,o :1_Q( N0/2>

= Direccién del espacio ¢;

e Media de la distribucién gausiana 1-D: ag; = 43

e Region de decision : +2 < ¢ < 400

1
Pa|a0,1_1_Pe|a071_1_Q< N0/2>

» Probabilidad de error condicional

1 ’ 1 ) 1
Pe'“““[“@(m)] —QQ(TO/Q)‘Q (m)

A continuacién realizaremos el calculo para el simbolo que ejemplifica las regiones de tipo 2, que
es as. El procedimiento de cédlculo para este caso, que se ilustra en la Figura 4.57, es el siguiente:

= Direccién del espacio ¢q

e Media de la distribucién gausiana 1-D: a5 g = —1

e Region de decision : —2 < gg < 0

1
Pa\a5,0:1_Pe\a5,0:1_2Q < N0/2)

= Direccién del espacio ¢

e Media de la distribucién gausiana 1-D: as; = +1

e Region de decision : 0 < ¢ < +2

1
Paalz]-_Pealzl_Q
las, |as, Q( NO/Q)
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Figura 4.56: Distribuciones condicionales marginales para el simbolo ag.
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TN

faola; o (q0las,0)

M

failas 1 (@1las,1)

q1
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° ® +3+ ° °
- a4 ag ar
¢ I ° ° °

S]
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Figura 4.57: Distribuciones condicionales marginales para el simbolo as.
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» Probabilidad de error condicional

et ()| () ()

Finalizaremos con el célculo para el simbolo que ejemplifica las regiones de tipo 3, que es a;. El
procedimiento de cdlculo para este caso, que se ilustra en la Figura 4.56, es el siguiente:

= Direccién del espacio qq

e Media de la distribucién gausiana 1-D: a7 9 = +3

e Region de decision : +2 < gy < 400

1
P 2 e 20 ( No/2>

= Direccién del espacio ¢

e Media de la distribucién gausiana 1-D: a7; = +1

e Region de decision : 0 < ¢ < +2

1
Pioy =1—Peg,, =12
laz, laz, Q( NO/Q)

s Probabilidad de error condicional

ool b )] (i) 2 )

Finalmente, promediando las distribuciones condicionales para los 16 simbolos se obtiene el
resultado final que se mostré anteriormente.

Se ha visto cémo se puede calcular la probabilidad de error para regiones de decisién que formen
una reticula alineada con los ejes del espacio q. El problema 2D puede convertirse en dos problemas
1D acoplados que pueden resolverse de forma independiente. Para la constelacion de la Figura 4.54
b), las regiones de decisién forman una reticula, pero esta no esté alineada con los ejes del espacio
de g, qo ¥y ¢q1 en este ejemplo bidimensional. Sin embargo, es facil ver que si se aplica un cambio
de variables que produzca un giro de 45°, tal y como se hizo en el ejemplo de constelacién binaria
en espacio bidimensional, las regiones de decision pasan a estar alineadas con los nuevos ejes y se
puede aplicar el mismo procedimiento. En este caso, todas las regiones son del tipo 1, y como la
distancia entre simbolos en este caso es v/2, es facil comprobar que la probabilidad de error de
cada simbolo es la misma, con lo que su valor coincide con la probabilidad media de error y vale

1= (o) (k) - ()

En las constelaciones representadas en la Figura 4.54 se pueden calcular las probabilidades de
error de forma sencilla debido a que o bien se tienen regiones de decisién que forman una reticula
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Figura 4.58: Distribuciones condicionales marginales para el simbolo a7.

alineada con los ejes del espacio, o bien existe una transformacién sencilla que las convierte en ese
tipo de regiones. Pero en otros casos esto puede no ser posible, como en el caso de un sistema con
la constelacion de la Figura 4.59, donde se muestran las ocho regiones de decisién resultantes. Y
no resulta posible evaluar de forma analitica la integral de una distribucién gausiana fuera de ese
tipo de regiones de decisién. En este caso, para calcular la probabilidad media de error es preciso
resolver la integral de la funcién densidad de probabilidad condicional de la observacion fuera de
la region de decisiéon mediante otros procedimientos. En algunos casos sera posible calcularla de
forma analitica, pero en otros, como el de este ejemplo, no serd posible. En casos como este, si se
desea calcular la probabilidad de error de forma exacta, habra que recurrir a cdlculos numéricos,
con programas como MATLAB que permiten evaluar numéricamente este tipo de resultados. Si se
desea utilizar expresiones analiticas, habra que recurrir a aproximaciones o cotas de la probabilidad
de error. A continuacién se veran estas ultimas herramientas analiticas.

4.5.4. Aproximacién y cotas para la probabilidad de error

Las aproximaciones y cotas son 1tiles cuando no es posible evaluar de forma exacta la probabi-
lidad de error de forma analitica, o cuando se requiere una idea de la magnitud de la probabilidad
de error, sin necesidad de conocer el valor exacto.

Aproximacién de la probabilidad de error

La probabilidad de error entre simbolos depende de la distancia ente los mismos. Lo mas pro-
bable, en caso de error, es decidir de forma errénea un simbolo que estd a minima distancia del
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Figura 4.59: Ejemplo de una constelacién en un espacio de senales bidimensional en la que no es
posible calcular la probabilidad de error de forma analitica.

transmitido, mientras que la probabilidad de que se produzca un error con simbolos mas alejados
es considerablemente mayor. La aproximacién mas utilizada asume que sélo se cometeran errores
con sfmbolos que estan a minima distancia, y que todos los simbolos tienen el mismo ntimero
de simbolos a minima distancia, siendo este niimero el mayor posible para la constelacién. Estas
consideraciones llevan a la aproximacion

Pe o k’ . Q dmm :
2v/No /2

donde los dos pardmetros que aparecen en la expresion son:

s d,,i;n: minima distancia entre dos simbolos de la constelacién;
» k: maximo numero de simbolos a minima distancia de un simbolo de la constelacién.

Estos dos parametros son muy faciles de calcular para cualquier constelacién. Por ejemplo, para
la constelacién de 16 simbolos de la Figura 4.54, figura (a), estos parametros serian

dmin - 2, k:4

Para el parametro k, en la constelacién hay simbolos que tienen 2 simbolos a minima distancia
(los de las esquinas), simbolos que tienen 4 simbolos a minima distancia (los 4 del centro) y otros
que tienen a 3 simbolos a minima distancia (el resto). El valor que hay que incluir en el pardmetro
es el maximo nimero de simbolos que hay a minima distancia de un cierto simbolo, en este caso
son 4. Para la constelacion de la figura (b), los pardmetros serian

Cota de la unién

La aproximacion de la probabilidad de error es ttil cuando se quiere tener una idea de la
magnitud de la probabilidad de error, y no es relevante que la probabilidad de error total sea
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mayor o menor que el valor aproximado. Sin embargo, en ciertas ocasiones es necesario tener
una idea aproximada de la probabilidad de error, pero con la certeza de que la probabilidad de
error estd por debajo del valor especificado (que lo acota). En este caso se recurre a cotas de la
probabilidad de error, valores que cumplen que

P. < Cota.

Aqui se veran dos cotas: la cota de la union, que acota la probabilidad de error de forma relativa-
mente ajustada, es decir, que la probabilidad de error no es lejana al valor de la cota, especialmente
para relaciones senial a ruido altas, aunque su calculo se complica para constelaciones con muchos
simbolos; v la cota holgada, una cota con una expresiéon analitica mucho més sencilla, pero que
proporciona valores algo mas alejados de la probabilidad de error exacta que la cota de la unién.

Comenzaremos con la cota de la union. Se trata de una cota que se expresa como la suma de
probabilidades de error de sistemas binarios. La idea es que acota la probabilidad condicional de
error de un simbolo por la suma de las probabilidades de error de los M — 1 sistemas binarios
resultantes de utilizar siempre ese simbolo y cada uno de los M — 1 simbolos restantes de la

constelacion, es decir
le d(a;,a;)
Pe|a,i S Q i . b
— 24/ No/2
]_

i
lo que lleva a acotar la probabilidad de error total como
M-1 M-1 d(a;, a))
Pe S a; AN I .
om0 (352)

i#i

Para ilustrar el procedimiento, se utilizarda como ejemplo la constelacién de la Figura 4.54 b). En
esta constelacion, la probabilidad de error cuando el simbolo transmitido es ag, Pejq,, Se obtiene
integrando fqa(glag) fuera de la regién de decisién Iy, lo que corresponde al drea rayada de la
Figura 4.60 a).

En lugar de calcular esta integral, se calcula el error que se obtendria empleando tres decisores
binarios para decidir entre el simbolo ay y cada uno de los otros tres simbolos, es decir, considerar
los casos binarios

" apy ai;
" Qg y ay;

" QoY as;

Esto supone integrar la funcién densidad de probabilidad en cada una de las tres regiones mostra-
das en las Figuras 4.60 b), ¢) y d), respectivamente. Comenzando con el simbolo a, denotamos
la probabilidad de error del decisor binario entre ag y a; como P,(ag, a;), y se obtiene integrando
el drea rayada en la Figura 4.60 b). Para un decisor binario

. d(ao,al) i \/5 . L
Felao o) =@ (2 N0/2> ¢ (2 No/2> —¢ (m) |
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Figura 4.60: Cota de la unién.

Procediendo de igual modo con los otros dos simbolos

d(ao, ag) 2 \/5

P.(ag,a2) =Q 2 /N2 =Q m =Q N
R d(ao,ag) i \/5 . ( 1 )
Pelan, az) = Q{5 No/2 =@13 No/2 AW

A partir de estas probabilidades de error con decisores binarios se define la cota de la unién para
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Pjq, como

M—-1
-Pe|a,0 S Z Pe(ao’aj)
j=1

=P.(ag,a1) + P.(ag, az) + P.(ag, a3)

() (7).

Procediendo de igual modo con el resto de simbolos de la constelacién obtenemos la denominada
cota de la union para la probabilidad media de error, que para una constelacion genérica
de M simbolos se escribe como

M—1 M-1
P, < ZPA a;) Y P.a;,a)) = Z (a; Z @ (2 am%i)

7=0 1=
i

Para constelaciones con simbolos equiprobables

M—-1M-1 aa)
neqy S o(i5)

Particularizando para el ejemplo que nos ocupa, dada la simetria de la constelacién, da como

resultado
SRIGCORI e )

Para comprender por qué la cota de la unién es una cota superior hay que tener en cuenta que
P,ja, se obtiene integrando fg 4 en la regiéon sombreada de la Figura 4.60 a), esto es, fuera de Io.
En lugar de proceder a calcular esa integral, se han sumado tres integrales de la misma funcién
sobre las regiones mostradas por las Figuras 4.60 b), ¢) y d). La superposicién de estas areas
comprende todo el espacio fuera de Iy, con lo que se asegura que como minimo se obtiene esa
probabilidad de error buscada. Sin embargo, en algunas regiones se esta integrando varias veces.
Este aspecto se muestra en la Figura 4.61. En las zonas etiquetadas como I sélo se ha integrado
una vez, en las zonas etiquetadas como II se ha integrado dos veces y en la zona etiquetada como
III se ha integrado tres veces.

Se ha comprobado que la cota de la unién es una cota superior de la probabilidad de error, pero
no sabemos si la cota esta cerca o lejos del valor verdadero de probabilidad media de error. Para
la constelacién anterior se han calculado tanto la probabilidad exacta como la cota de la unién.
La Figura 4.62 compara ambos valores como una funcién de la relacion Fg/Ny. Se puede ver que
la cota de la unién proporciona un valor superior a la probabilidad de error exacta que ademas
es bastante ajustado al valor exacto, especialmente para valores altos de relacion senal a ruido
(parametrizada por Fg/Np).

Cota holgada

En constelaciones con un numero de simbolos elevado, la evaluaciéon de la cota de error puede ser
engorrosa debido al nimero de términos a evaluar, que crece aproximadamente con el cuadrado
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Figura 4.61: Cota de la unién: Cota superior

del nimero de simbolos de la constelacién. Para una constelaciéon de 4 simbolos hay que evaluar
6 distancias (aprovechando que d(a;,a;) = d(a;,a;) y hacer 6 evaluaciones de la funcién Q(z).
En general, el nimero de distancias minimo a considerar en la expresion, la simetria d(a;,a;) =
d(aj,a;), es

g

-1

Ndistancias = k

e
Il
—

Esto, para algunos ejemplos numéricos supone

s M = 4 significa Ngstancias = 0.
s M =28 SigniﬁCa Nistancias = 28.
» M = 16 significa Nyjstancias = 120.

s M = 64 significa Ng;stancias = 2016.

Para constelaciones con un nimero elevado de simbolos, el calculo analitico sin utilizar un compu-
tador es relativamente costoso, por lo que cabe buscar una cota mas compacta analiticamente. Una
cota con una expresion analitica compacta y que es cominmente utilizada es la denominada cota
holgada (del inglés “looser bound”). Esta aproximacion utiliza como base la cota de la unién, pero
asume que todos los simbolos estdn a una distancia d,,;, del resto, con lo que es una aproximacién
pesimista que para constelaciones con un nimero grande de simbolos puede estar muy alejada de
la probabilidad de error exacta. Con esta asumcién, la expresion de la probabilidad de error queda

acotada por
dmin
P<(M-1)Q| — |-
24/ Ny/2

La Figura 4.63 compara la probabilidad de error exacta con la cota holgada para la constelacién
de cuatro simbolos de la Figura 4.54 (b), como una funcién de la relacién E;/Ny. Se puede ver
que la cota de la unién proporciona un valor superior a la probabilidad de error exacta que ahora
es es menos ajustado al valor exacto que en el caso de la cota de la unién.
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Figura 4.62: Probabilidades de error exacta y cota de la unién para la constelacién de la Figura
4.54 (b), como una funcién de la relacién Eg/Nj.
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Figura 4.63: Probabilidades de error exacta y cota de la holgada para la constelacién de la Figura
4.54 (b), como una funcién de la relaciéon Eg/Nj.
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4.5.5. Expresiones de la probabilidad de error en funcién de E;/N,

En muchas ocasiones, como ocurre en las Figuras 4.62 o 4.63, resulta interesante expresar la
probabilidad de error (bien el valor exacto, una aproximacién o una cota), como una funcién de la
relacién senal a ruido del sistema, parametrizada por la relacién entre energia media por simbolo
de la senal transmitida, y densidad espectral de potencia del ruido, i.e. Es/Ny. Obtener expresiones
de la probabilidad de error en funcién de esta relacién es muy sencillo en la mayoria de los casos.
Los términos que aparecen habitualmente en las probabilidades de error se suelen escribir como

Drin , A
< (2 N0/2> °Q (N/N /2) '

En cualquier caso, multiplicando y dividiendo por v/ FEj, se pueden reescribir como

Q<U_ /@), donde | _min_ [Ee | 5o AV2 [E

No V2VE, V No VE; V No

N—— S—~—
v v

El factor v es un valor constante, que depende de la constelacién y que puede evaluarse de forma
sencilla: basta con conocer el valor numérico de F; y sustituir en la expresion anterior. Este factor
se puede ver como una medida de eficiencia de la constelacién, ya que cuanto més alto es v, menor
es el valor de la funcién Q(z) para ese argumento, y més eficiente es la constelacién. A continuacion
se introduce un ejemplo en que se calcula la probabildad de error en funcién de Fs/Ny para dos
constelaciones binarias diferentes.

Ejemplo

Se ha visto que para cualquier dimensién IV, cualquier sistema binario con simbolos equipro-
bables que transmita sobre un canal gausiano tiene una probabiidad de error

o d(ao,al)
Fe=@ (2 N0/2>

» Caso (a): Constelacién binaria simétrica (N = 1)

Se compararian dos casos

a0:+A, a; = —A

= Caso (b): Constelacién ortogonal (N = 2)

SHERN

Solo hay que calcular las distancias y energias medias por simbolo para cada constelacion

» Caso (a): By = A%, d(ag,a1) =2- A
= Caso (b): Es = A% d(ag,a1) = V2- A

A partir de estas expresiones, el factor de eficiencia v se calcula como
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s Caso (a): Constelacién binaria simétrica

_d(ao,al)_ o E
N —\/§—>P6_Q< 2N0>

s Caso (b): Constelacién ortogonal (se extiende para N > 2)

_ dlag,a1) _ _ Es
v = ﬂ\/E;s—lﬁPe—Q< NO)

Se puede ver que la constelacién binaria simétrica es mas eficiente. Para un valor de E dado,
tiene mejores prestaciones que la constelaciéon ortogonal.

4.6. Codificador

Hasta ahora, la descripcién que se ha hecho del codificador se reduce a decir que realiza una
transformacién de una secuencia de simbolos, B[n], a una representacion vectorial de las senales
que estaran asociadas a cada simbolo de la secuencia, A[n]. Esta funcién se ilustra en la Figura
4.64. Cada uno de los simbolos estara formado por un bloque de m bits.

B[] — Bln] Aln]
Codificador

Figura 4.64: Codificador en el transmisor de un sistema de comunicaciones digital.

Es ahora cuando, una vez analizado el receptor y a la vista de las expresiones obtenidas en el
calculo de las prestaciones que se pueden obtener con un sistema de comunicaciones, se estableceran
las condiciones que debe cumplir el codificador para conseguir una comunicacion de la forma mas
eficiente que sea posible.

4.6.1. Diseno del codificador

El diseno del codificador consiste en dos partes:

1. Diseno o eleccion de la constelacién a transmitir.

2. Asignaciéon binaria para cada uno de los simbolos.

La primera parte consiste en elegir la constelacién de M puntos en un espacio de dimensiéon N que
define la representacion vectorial de las M senales que se utilizan en el transmisor para transportar
cada uno de los M = 2™ valores del alfabeto de simbolos (bloques de m bits). De modo que cada
posible combinacién de m bits, simbolo b;, tendrd asociada una senal s;(t), y el codificador lo
que hace es definir la representacién vectorial de la senal, a;. Luego, el modulador convertird esta
representacion vectorial en una senial continua en el tiempo s;(t). Es importante recordar que la
representacién vectorial de un conjunto de M senales determina dos factores importantes
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1. La energia de cada senal, y por tanto, la energia media de las M senales.

2. La distancia entre cada par de senales, que se relaciona con la energia de la senal diferencia,
v que hemos visto que determina las prestaciones del sistema.

Por tanto, la eleccién de la constelacién determina estos dos factores: energia y prestaciones. Y
de hecho, el diseno de la constelacién se hard en base a estos dos factores: se buscara el mejor
compromiso entre energia y prestaciones.

La segunda parte del diseno del codificador es la asignacion binaria. Esta asignacion consiste en
adjudicar a cada uno de los posibles valores del alfabeto de A (o equivalentemente de B[n], ya
que hay una asignacién biunivoca b; <+ a;) una de las M posibles combinaciones de m bits. Como
veremos en su momento, la asignaciéon determina la probabilidad de error a nivel de bit, es decir,
las prestaciones del sistema. Por tanto, los criterios que han de guiar el disenio del codificador son

1. Prestaciones (probabilidades de error de simbolo y de bit).

2. Energia.

A continuacién se analizard cémo se realiza el diseno de la constelacién para el caso de trans-
misién de simbolos equiprobables cuando el ruido es gausiano, que es el caso mas frecuente en
sistemas de comunicaciones.

4.6.2. Diseno de la constelacion

El diseno de la constelacién depende de dos factores: prestaciones y energia. Y las prestaciones
estan relacionadas con la distancia entre simbolos, dependiendo fundamentalmente de la minima
distancia entre dos simbolos de la constelacién. Recuerde la aproximacién de la probabilidad de
error

Pk Q —tmn
2/ No/2
Asi que dependiendo del tipo de limitaciones que a priori se tengan en el sistema, el problema
de diseno se puede plantear de dos formas. Si existe una limitacion en energia, para conseguir la
menor probabilidad de error posible, el codificador ha de generar una constelacién que tenga la
mayor distancia entre simbolos, pero con la limitacién que ponga el valor maximo de energia de
sfmbolo o de energia media por simbolo, F, que sea admisible teniendo en cuenta las limitaciones
en energia que tenga el sistema. Si lo que se limita es la probabilidad de error maxima admisible,
habra que buscar una constelacion que la consiga utilizando la menor cantidad de energia, de
modo que se minimize el coste del sistema transmisor.

En cualquier caso, los dos factores que determinan la eleccién de la constelacién van en sentidos
contrapuestos: si se aumenta la distancia entre simbolos de una constelacion para disminuir la
probabilidad de error, en general aumentara la energia necesaria para transmitir cada simbolo. Es
pues necesario encontrar un compromiso entre ambos requerimientos. Conviene también recordar
que la energia de una senal, en cuanto a la representacién vectorial de la misma, esta relacionada
con la distancia que tiene respecto del origen dicha representacién vectorial, ya que

N-1
elai} = llaill’ =) laisl”,
k=0
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es decir, que la energia de una senal es la distancia al cuadrado de su representacion vectorial
al origen de coordenadas. De este modo, se puede plantear el problema del diseno 6ptimo de un
codificador como el problema de colocar M puntos en un espacio de dimensién N de forma que
tengan la mayor separacién minima entre ellos que sea posible, al mismo tiempo que estén todos
lo més cerca posible del origen de coordenadas, buscando un compromiso entre las dos cosas.

Relacionada con la idea de colocar los puntos lo més cerca posible del origen, esta la siguiente
propiedad, que determina una de las condiciones que debe cumplir un codificador éptimo desde
el punto de vista de compromiso prestaciones/energia: Para unas distancias entre simbolos dadas,
se minimiza la energia media por simbolo cuando la media de la constelacién es nula

E[CLZ‘70] 0
E[aiyl] 0

E [az] = : = . =0
E[ai:N,l] 0

Esta propiedad se ilustrard con un sencillo ejemplo de sistema binario en un espacio unidimen-
sional, que es facilmente extensible a cualquier otra situacién. Se consideran dos simbolos en un
espacio 1D, en concreto los simbolos

ay=B—A a, =B+ A

que se representan en la Figura 4.65

[ 24 |
[ 7
ag ai
. % . bo(t)
B-A B B+ A

Figura 4.65: Ejemplo para un caso binario y unidimensional de la relacién de la energia de una
constelacion con su media y con la distancia entre simbolos de la constelacion.

Los dos parametros de los simbolos, A y B, parametrizan por separado la distancia entre simbolos
y la media de los mismos:

s Media: B

» Distancia entre simbolos: 24

Si se calcula la energia media por simbolo (asumiendo simbolos equiprobables) para esta conste-
lacién, se tiene

1 1 1 1
E, :§-S{ao}+§-5{a1}:5-(B—A)2+§-(B+A)2
1 1
:5-(BQ+A2—2AB)+§-(BQ+A2+2AB):BZ+A2.

Se puede ver que aparecen dos términos independientes, uno relacionado con la media de la
constelacion, y otro con la distancia entre simbolos.
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» Contribucién de la media: B?

» Contribucién de la distancia entre simbolos: A2

Por tanto, para cualquier distancia entre simbolos, la minima energia por simbolo se obtiene
cuando la media es nula

Media nula (B = 0) — E, = A%

Resulta trivial extender este desarrollo para espacios de mayor dimensién o para un mayor nimero
de simbolos. Asi que un diseno éptimo siempre contard con esta caracteristica: la media de los
simbolos de la constelacién serd nula (siendo la media de dimensién N).

Técnica de empaquetado de esferas

Teniendo en cuenta todas estas consideraciones, el problema de disenar una constelacién éptima,
entendiendo por éptima el que tenga el mejor compromiso posible entre prestaciones y consumo
de energia, se puede plantear como la bisqueda de constelaciones que para una minima distancia
entre simbolos dada, requieran la minima energia, que implica que los simbolos estén lo més cerca
posible del origen (teniendo una media nula). Atendiendo a esta descripcién, el problema de disefio
de la constelacién se puede resolver mediante la denominada técnica de empaquetado de esferas:
modelar cada simbolo como una esfera de didmetro d,,;,, de modo que dos esferas que se toquen
estén a distancia d,;,, como se muestra en la Figura 4.66, y buscar como empaquetarlas en un
espacio N-dimensional ocupando el menor volumen posible.

e
Cot Lofe)
N

Figura 4.66: Modelo de un simbolo en la técnica de empaquetado de esferas.

Técnica de empaquetado de esferas - Espacio 1D

En un espacio unidimensional, la aplicacién de este metodologia es muy simple. Se busca colocar
M simbolos sobre una recta, separados como minimo d,,;,, y que estén lo mas cercanos que sea
posible del origen. Esto se consigue colocando los puntos equiespaciados, centrados en el origen,
con la mitad a cada lado, para conseguir que la media sea nula, con lo que las coordenadas de los
M simbolos seran

A dpmi dpmi
; :|: mln’:l:s' m'Ln""7:|: M—l . min ,
@ 6{ 2 2 ( )= }

es decir, simbolos con coordenadas &+ numeros impares por la mitad de la distancia minima entre
simbolos. La Figura 4.67 muestra un ejemplo para M = 4.
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Figura 4.67: Ejemplo de aplicacién de la técnica de empaquetado de esferas para un espacio 1D.

Técnica de empaquetado de esferas - Espacio 2D

En un espacio 2D, la mejor forma de empaquetar esferas, tal y como se ilustra en la Figura 4.68,
es siguiendo una configuracién hexagonal, mas eficiente que una configuraciéon en una reticula.
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Figura 4.68: Ejemplo de aplicacién de la técnica de empaquetado de esferas para un espacio 2D, en
la que se compara la forma mas eficiente de colocar las esferas, utilizando una configuracién hexa-
gonal, frente a un modo menos eficiente en una configuracién reticular (se compara el empaquetado
de 36 esferas con ambas configuraciones).

La opcién de colocar una esfera en el centro, y colocar un circulo de esferas tocdandola a su
alrededor, provoca una configuracion hexagonal mucho més eficiente que una configuracion rec-
tangular con los puntos formando una reticula. Si hay mas simbolos, se colocard un segundo anillo
sobre el primero, teniendo también una configuracion hexagonal, y se seguird asi hasta completar
M esferas. Como M es una potencia de 2, es posible que el ultimo anillo no se complete, como
ocurre en el ejemplo de la constelacion de 32 simbolos (m = 5 bits por simbolo) de la Figura 4.69.
En ese caso, si la esfera inicial se mantiene en el origen, la media de la constelacion no serd nula,
por lo que habra que “recolocar la constelacion” para que tenga media nula, como se ha hecho ya
para la constelacion de la figura.

La forma en que ha de modificarse una constelacién con media no nula para que manteniendo la
relacién de distancias entre simbolos (lo que geométricamente equivale a hacer un desplazamiento
sin escalado) pase a tener media nula es restando a cada simbolo de la constelacién la media de
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Figura 4.69: Ejemplo de aplicacién de la técnica de empaquetado de esferas para un espacio 2D,
para una constelaciéon de 32 puntos, en la que se han sustituido las esferas por hexagonos para
resaltar la estructura hexagonal resultante.
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la misma, es decir, hay que calcular la media de la constelacion
M-1
Ela;] = Z pala;) - a;.
i=0

y la nueva constelaciéon modificada para tener media nula tendré simbolos con coordenadas

a; = a; — Flaj]

7

de forma que la media de la nueva constelacién es

0
M—1 0
Ela}) =Y pa(a)-aj=| | =0
-0 Y :
pa(a;) 0

A continuacién se muestra un ejemplo de como modificar una constelacién para, manteniendo
la relacion de distancias entre simbolos, la media de la nueva constelacién sea nula, y por tanto,
la energia media por simbolo sea minima.

Ejemplo

En concreto, se considera una constelacién con M = 4 simbolos, pa(a;) = %, Vi, con coorde-

nadas . 5 . 5
0 ]’ 0 |’ +2 ] +2
La constelacion se representa en la Figura 4.70 muestra esta constelacion.
as as
® 2 o +2 +
as aj
+1+ O Ela] ® 1+ o
ap ai E[al]
% —o—F— @ % % % %
-2 -1 +1 +2 -2 —1 +1 +2
-1+ ® -1 [
ag ay
-2+ —2 1
CONSTELACION ORIGINAL CONSTELACION MODIFICADA

Figura 4.70: Ejemplo de modificacién de una constelacién para minimizar la energia media por
simbolo manteniendo las prestaciones (distancias relativas entre simbolos).

La energia media por simbolo de la constelacion en este caso es

1 1\? 1[/3)\? 1 1\? 1[/3\* 13
Es=>-|(-2 02+ = 02 [4+=-[( -2 22 +—-|( = 22| = = =325
3 4<2>+ ] <2>+ +4<2)+ tr\z) T 4 ’
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Para minimizar la energia media por simbolo, primero se calcula la media de la constelacién,
que en este caso vale

1 _1 1 432 1 _1 1 43 41
Ela] = = . 2 . 2 z. 2 . 2 | — 2 |
@] 4{0}+4[0]+4[+2]+4{+2} {+1}
Esta media se ilustra con un circulo en la figura. Una vez calculada la media de la constelacién,

a cada simbolo se le resta dicha media, de modo que se obtiene la siguiente constelacién
modificada

—1 +1 -1 +1
agzag—E[ai}:[_1],a’1:a1—E[ai]:{_1],(1’2:{_H],ag:[_i_l},

que se representa también en la Figura 4.70, y que tiene media nula. Si se calcula ahora la
energia media por simbolo de la constelacién modificada, se tiene
1 1

Eg= 2 [(=1)*+ (=1)7] J&' (D + (=17 + 5 (=1 + (+1)7] +i' [(+D)? + (+1)*] =2

Se puede ver que es menor que en la constelacién original, tal y como era de esperar.

4.6.3. Constelaciones utilizadas en sistemas de comunicaciones

Aunque esta es la forma 6ptima de las constelaciones desde el punto de vista del mejor com-
promiso entre prestaciones y consumo de energia, existen otros factores a tener en cuenta a la
hora de escoger una constelaciéon que hacen que no siempre se elija esta estrategia. De hecho, las
constelacions hexagonales no son las constelaciones que se usan con mas frecuencia en los sistemas
de comunicaciones practicos. Entre estos factores que llevan a elagir otro tipo de constelaciones
destacan los siguientes:

Facilidad de realizacion del transmisor Las coordenadas de los distintos simbolos deben po-
der expresarse con nimeros de precisién finita (no irracionales) pues es necesario almacenar-
los en el hardware o software del transmisor. En un empaquetamiento hexagonal aparecen
coordenadas de simbolos del tipo irracional. Si se trunca el valor de las coordenadas la
posicién de los simbolos se modifica, teniendo un cambio en las prestaciones.

Relacién energia de pico/energia media Existen tecnologias de amplificacién que funcionan
bien cuando la energia de las senales no varia entre intervalos de simbolo, pero que generan
serias distorsiones cuando hay cambios bruscos en la energia de un intervalo a otro. Cons-
telaciones como la de la Figura 4.69 tienen simbolos con energias relativamente diferentes
(muy baja para los simbolos préximos al origen, y varios 6rdenes de magnitud mayor para
los simbolos més alejados). Constelaciones en las que la relacién entre la energia de pico
(energia maxima de un simbolo), y la energia media por simbolo es alta, no son adecuadas
para su uso con este tipo de amplificadores.

Facilidad de realizacion del receptor Existen aplicaciones en las que el coste del receptor es
determinante, hasta tal punto que es preferible sacrificar una menor probabilidad de error
en recepcion para conseguir una simplificaciéon de la circuiteria necesaria en el receptor.
Dependiendo de la tecnologia empleada, este puede ser un factor determinante para utilizar
constelaciones que aunque no tengan el mejor compromiso prestaciones/energia, permitan
implementaciones mas econdémicas para el receptor. Un ejemplo de problema que puede
aparecer en algunas tecnologias es la recuperacion del signo de las coordenadas del simbolo
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recibido (implementar la funcién signo en un asic es relativamente complicado) y esto fuerza
a utilizar constelaciones donde las coordenadas no sean negativas, denominadas comtinmente
constelaciones unipolares. Otro ejemplo es la implementacion del decisor. En constelaciones
hexagonales, las regiones de decisién son hexagonales, y determinar si un punto esta dentro de
una determinada regién de decisién, implica comparar dicho punto con 6 rectas y comprobar
que esta simultaneamente en el lado correcto de las seis rectas. Constelaciones con regiones
de decisién més simples, pueden ser en algunos casos mas convenientes.

Por razones de orden préctico, especialmente las mencionadas con anterioridad, las constelacio-
nes utilizadas con mayor frecuencia son las que se citan a continuacién.

Constelaciones QAM

Estas constelaciones, cuyo nombre viene del acronimo inglés para “Quadrature Amplitude Modu-
lation” , tienen como principal caracteristica que los puntos de la constelacién forman una reticula
sobre un espacio 2D, tal y como los ejemplos que se muestran en la Figura 4.71. Para ello, tienen
la particularidad de que el ntimero de bits por simbolo m es par.

Ay Ay

° ° ° )
° °

° ° ° °

Ao ° ° ° ° Ao

° )

° ° ) )

Ay

Ao

Figura 4.71: Ejemplo de constelaciones QAM de 4, 16 y 64 simbolos.

Este tipo de constelaciones tienen la ventaja de que la implementacién de transmisor y receptor
es relativamente simple. Por ejemplo, los valores de coordenadas toman los mismos valores en
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cada direccion del espacio, y las regiones de decision de cada simbolo se pueden expresar como
condiciones independientes apara cada una de las direcciones el espacio, por lo que el procesado se
puede hacer de forma independiente para cada direccion del espacio tanto en el transmisor como
en el receptor.

Constelaciones PSK

Estas constelaciones, cuyo nombre viene del acrénimo inglés para “Phase Shift Keying”, tienen
como principal caracteristica que los puntos de la constelaciéon forman una circunferencia sobre
un espacio 2D, tal y como los ejemplos que se muestran en la Figura 4.72.

Ay Az
® °
° °
® ® ® ®
A Ap
° °
® [ )
Ay
o % o
° °
° °
° °
A
° ° 0
° °
o L, °

Figura 4.72: Ejemplo de constelaciones QAM de 4, 8 y 16 simbolos.

Su principal ventaja es que como los simbolos tienen todos la misma distancia al origen, todos
tienen la misma energia, por lo que la energia permanece constante en todos los intervalos de
simbolo durante la transmision. La implementacion de transmisor y receptor tampoco es compleja,
ya que los simbolos se pueden codificar como

jdln
Aln) = VE, x &2l
es decir, que la informacién de cada simbolo esté en una fase. En el decisor, las regiones de decisién

se definen a partir de umbrales sobre las fases, por lo que lo Unico que hay que estimar es la fase
de la observacién recibida y compararla con los valores que definen las regiones de decisién.
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Constelaciones ortogonales unipolares

Estas constelaciones son constelaciones en las que la dimension del espacio de senales coincide
con el nimero de senales, de modo que se transmiten M senales ortogonales cuya representacién
vectorial tiene una tnica componente no nula idéntica, es decir

[ VE, ] 0 0 0

0 VE 0 0

0 0 VE 0

Ao = 0 » a1 = 0 y A2 = 0 » s AM—1 = 0

0] 0] 0 | VEs |

En este caso, todas las coordenadas son positivas, la energia de todos los simbolos es la misma, y
el receptor es muy sencillo, ya que basta con buscar la posicién con la mayor componente.

4.6.4. Asignacion binaria - Codificacién de Gray y calculo de la BER

Una vez seleccionada una constelacién, es necesario realizar la asignacion binaria: asignar a
cada uno de los M simbolos de la constelacion, una de las M posibles combinaciones de m bits.
El objetivo al hacer la asignacién serd minimizar la probabilidad de error de bit, que denotaremos
como BER (del inglés “Bit Error Rate”), y que se define como

BER = P(By[(] # By[()).

Para obtener una regla que permita minimizar esta probabilidad de error, lo primero es saber de
qué depende, y como le afecta el tener una cierta asignaciéon binaria en el codificador. El cédlculo
de esta probabilidad de error se hace de forma similar al de la probabilidad de error de simbolo.
Hay que calcular las probabilidades de error de bit condicionales, BER,,, y promediarlas teniendo
en cuenta la probabilidad con la que se transmite cada simbolo de la constelacién

M-1
BER = pa(a;)- BER,,.
=0
En cuanto a las probabiliades condicionales, hay que promediar la probabilidad de error que se tiene

cuando se comete una equivocacion de simbolo decidido teniendo en cuenta con qué probabilidad
se producen estos errores, lo que significa evaluar la siguiente expresion

M—-1 m
ela;—a;
BERai = E Pe\ai—m,j X Ta
=0

JFi

donde los pardmetros involucrados se definen de la forma siguiente:
» Pila;—sq;: Probabilidad de transmitiendo A = a;, decidir A= a;

Pe\aiaaj = / , fqlA(q0|a’i) qu
q0<!;

" Mejq,—q,: NUMero de errores de bit que conlleva esa decision

= m: numero de bits por simbolo de la constelacion
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Un ejemplo de calculo de BER para un sistema unidimensional

A continuacion se calcula la BER para una constelacion unidimensional de 4 simbolos equipro-

bables con coordenadas

ay=—3, a; =—1, a, = +1, ag = +3.

Las regiones de decision estan definidas por los umbrales ¢,1 = —2, quo =0, qu3 = +2
[0 = (—OO, —2], Il = (—270], IQ = (O,+2], 13 = <+2,+OO),

y la asignacién binaria elegida (de momento de forma arbitraria es)

ayg =01, a; =00, a; =10, az = 11.

La Figura 4.73 ilustra estas caracteristicas del sistema bajo evaluacion.

I I I3
ag =01 a1 = 00 as = 10 azg =11
° | ° | ° | ® g
-3 —2 —1 0 +1 +2 +3

Figura 4.73: Constelacion, regiones de decision, y asignacién binaria para el calcula de la BER.

A continuacién se evaluaran las BER condicionales para cada uno de los 4 simbolos de la
constelacion. Empezamos con el primer simbolo, ag. Para este simbolo, la distribucion fq4(q|ao)
es gausiana de media ag y varianza Ny/2, por lo que la BER condicional viene dada por

BERg,

~~

Pe\a(]*)al

_l’_

1 3
- @(m)_@(m)]x
3 5 2
Q( No/2>‘Q( No/2>]X 2t

-~

Pe\a0—>a2

1
2
~~
Melag—aq

5 1
() 2

vV Melag—ag

Pejag—as

La Figura 4.74 representa graficamente el significado de las probabilidades Fjq,q; en distintos

colores.

Para el segundo simbolo, a1, la distribucion fq4(g|a:) es gausiana de media a; y varianza Ny /2,
por lo que la probabilidad de error de bit condicional es

1 1 1 3 1
BERg = Q| —— || x = +|0|— | -Q——=||x =
1 (va)l = [ ( No/2> (vNo/2>] =
Pe\a:r%ao % Pe\a:r%az mc‘anl’L_NIQ
3 2
+|Q X o
[ < NM?)] =
Pe“:lf_nls me\a;}t%ag,
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a
‘0 "““““‘mm\m"“

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 q

I I I3

Figura 4.74: Tlustracién grafica de las probabilidades de error entre simbolos, Pjaya,, para A =
Qag.

La Figura 4.75 representa graficamente el significado de las probabilidades Fjq, sq; en distintos
colores.

il A i
. .'."‘"-‘.“,

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3 q

IO I I3

Figura 4.75: Ilustracion grafica de las probabilidades de error entre simbolos, Pjq, a,, para A =
a;.

Para el tercer simbolo, la distribucién fga(g|az) es gausiana de media a, y varianza Ny/2, por

lo que
3 2 1 3 1
Ll & () (o)) o

v
N Me|a N~ Melag—aq

BER,,

Pe\a2—>a0 m Pe|a2—>a1 m

1 1
Q( zwz)]x Z

Melag—ag

_|_

3

Pe\a2—>a3

La Figura 4.76 representa graficamente el significado de las probabilidades Fjq,q, en distintos
colores.

Finalmente, para el ultimo simbolo de la constelacion, as, la distribucién condicional de la
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-3 -2 -1 0 41 +2 +3 q
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Figura 4.76: Tlustracion grafica de las probabilidades de error entre simbolos, Pja,a,, para A =
as.

observacion, fqa(gqlas), es gausiana de media as y varianza Ny/2, lo que significa que

5 1 3 ) 2
BER, = |0 ——)|x = +]|0 —Q x =z
3 (Ffw)] Z ( Nom) (FNW)] Z
Pe‘a:—\ao @ Pe\a;r%al me‘agb_}al
ol =)ol —=]|* -
No/2 No/2 2
Pel;ﬂQ me\as,lﬁarz

La Figura 4.77 representa graficamente el significado de las probabilidades Fjq;-q, en distintos
colores.

-3 -2 -1 0 +1 +2 +3

]0 I I

Figura 4.77: Tlustracién grafica de las probabilidades de error entre simbolos, Pja;q,, para A =
as.

Una vez calculadas las BER condicionales, la BER total se obtiene promediandolas, lo que para
este ejemplo lleva a

1 1 1 1
BER =7 x BERq, + 7 x BER,, + § x BER,, + 7 x BER,,

3 1 1 3 1 5
:ZQ< No/2)+§Q< No/2)_ZQ< N0/2>.

Veamos qué ocurre si se modifica la asignaciéon binaria. Si se utilizara ahora, por ejemplo, la
asignacién binaria
ap =11, a; =00, as =10, a3z = 01,
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si se repitiera el proceso anterior para calcular la BER, se llegaria a otro resultado distinto, en

concreto

1 1
BER=20(—_)_lo(—2_
4 Noj2) 4 No/2

Se puede ver que este valor es mayor (el término dominante es el de menor argumento de la funcién
1
v/No/2
%. ., Qué es lo que hace que una asignacién sea mejor o peor respecto a la BER que produce? Si se

observa el procedimiento de cédlculo, veremos que modificar la asignacién binaria no modifica los
términos de probabilidad de error entre un simbolo y otro, es decir

Q(z), en este caso Q ( , que en el primer caso esta multiplicado por %, y en el segundo por

No se modifican los términos Prjq, a,-
Sin embargo, si que cambia la probabilidad de error de bit asignada a cada error de simbolo
St se modifican los términos Mmejq, —q, -

Esto significa, que dependiendo de la asignacion binaria elegida, los términos

me|az~ﬁaj
m

pueden tomar uno de dos valores: 1 6 % =

5 1. Cambiar la asignacion binaria implica cambiar los
términos que tienen asociado uno u otro valor. Lo que interesa aqui es asociar esos valores de
forma que se minimize la probabilidad de error de bit. Eso implica tratar de asignar el menor
valor, 1/2, a aquellos términos que mds pesen al ser ponderados por Ppjq, ;. Y los términos que
tienen un mayor valor de probabilidad de error de simbolo Py, 4, son los asociados a simbolos
que estan a minima distancia en la constelacién. De aqui surge la regla que optimiza la asignacién

binaria, y que se denomina codificacion de Gray.

Codificaciéon de Gray La asignacion binaria de simbolos que estdn a minima distancia, debe

diferir inicamente en 1 bit, de modo que los términos que més pesan en la BER (para valores de
’ . . 1

Peja;—sq; més elevados) se multipliquen por el valor -

Dicho de otra forma. Cuando se produce un error de simbolo, lo méas probable es que sea un
error con un simbolo que estd a minima distancia del transmitido. Por eso, lo mejor es hacer en
que el tipo de error maés frecuente, sélo se produzca un error de bit sobre los m bits codificados. De
esta forma, utilizando un codificaciéon de Gray, la probabilidad de error de bit se puede aproximar
para relaciones senal a ruido razonablemente altas como

BER~L.p.
m

siendo m = log,(M) el nimero de bits por simbolo del sistema.

En todo codificador deber utilizarse una codificacién de Gray, o si no es posible, una codificacion
pseudo-Gray, donde la regla se haga cumplir para tantos simbolos a minima distancia como sea
posible. Para los tipos de constelaciones mas utilizadas en la practica, QAM y PSK, es siempre
posible encontrar una codificacién de Gray. En el caso de QAM esto es sencillo porque la codifi-
cacién bidimensional se puede hacer estableciendo una codificaciéon de Gray unidimensional con
la mitad de bits asignados de forma independiente en cada direccion del espacio, tal y como se
muestra en la Figura 4.78.
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0001 0101 1101 1001

01 ([ ] ([ ] ® [ ]
0000 0100 1100 1000

00 ([ ] ([ ] ([ ] [ ]
0010 0110 1110 1010

10 ([ ] ([ ] [ ] [ ]
0011 0111 1111 1011

11 [ ] [ J [ J [ J

00 01 11 10

Figura 4.78: Ejemplo de codificacién de Gray para una constelaciéon 16-QAM.

Para las constelaciones PSK, al estar los puntos en un circulo, también es relativamente sencillo
encontrar una codificacién de Gray. Basta plantear una codificacion de Gray unidimensional en la
que los simbolos de los extremos difieran en un tnico bit, y convertirla en una asignacion circular
en el espacio 2D, como en el ejemplo de la Figura 4.79.

Ay
® 000
100 ® ® 001
101 011
@ L
Ag
111 @ ® 010
110 ®

Figura 4.79: Ejemplo de codificacién de Gray para una constelacion 8-PSK.

4.6.5. Relacion entre tasa de bit y tasa de simbolo

Para finalizar con el codificador, recordar tinicamente la relacion entre tasa de simbolo y tasa
de bit. Dado que cada simbolo transporta m bits, la relacién entre velocidades de transmision o
tasas de simbolo y de bit es obvia

Ry, = m x Ry bits/s
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M (simbolos) m (bits/simbolo) ‘ E con niveles normalizados (dni, = 2) ‘ dyin, con By = 2

4 2 2 2
16 4 10 0,8944
64 8 42 0,4364

256 16 170 0,2169

Tabla 4.1: Transmisién con constelaciones M-QAM.

R
R, = —2 baudios (sfmbolos/s).
m

Esto significa que un sistema con un mayor nimero de bits por simbolo (o lo que es lo mismo, con
un mayor nimero de simbolos, M = 2™), tendra para la misma velocidad de simbolo una mayor
capacidad de transmisién de bits. Lo que podria invitar a considerar la idea de trasmitir constela-
ciones muy densas (con muchos simbolos). Sin embargo, hay que tener en cuenta otro factor a la
hora de elegir una cierta densidad de la constelacion. Si el sistema tiene una limitacién en energia,
constelaciones mas densas implicaran menores distancias entre simbolos, lo que llevard a su vez a
peores prestaciones. Para ilustrarlo con un ejemplo, analicemos un sistema con constelaciones M-
QAM. La Tabla 4.1 muestra para distintos tamanos de la constelacién, como aumenta la energia
necesaria si se mantiene la distancia minima (niveles normalizados) o como equivalentemente se
reduce la distancia minima si se mantiene constante la energia media por simbolo de la constela-
cion. En la Figura 4.80, se muestran a escala las constelaciones para ese nivel de energia media
por simbolo constante, E; = 2 en este caso. Se puede ver que al elegir constelaciones mas densas,
aunque el numero de bits por simbolo se incrementa, disminuye la relacion entre prestaciones y
energia, por lo que en la practica de nuevo hay que buscar un compromiso a la hora de establecer
la densidad éptima de la constelacién.

4-QAM 16-QAM 64-QAM 256-QAM
° ° ° ° ° ° ° ° 000000 OGONOGEOEONONONOSNOIOS
° ° ° ° 000000 OGEOOGOEOOEOEOINOSNOIOS
. . ° ° ° ° ° ° ° ° 00000 O0OGOOGOGCEOEOSNONOSNOSNOIPS
+1 -T- -T- T 000 00OOGOEOSOEOOONONONOSNOIOS
L] L] L] L] L] L] L] L] oo
L] L] [ ] L] oo
o000
} } } f } } } L M R A e e
L] L] L] L] L] L] L] L] eoe
-1 +1 ° ° . ° ::::
N L] L] L] L] L] L] L] L] eeoe
° T b T e o o oo o o o o000
o000
* ° * ¢ L] L] L] L] L] L] L] L] oo
o000

Figura 4.80: Distintas constelacioens M-QAM con la misma energia media por simbolo (Es = 2).

4.7. Modulador

El modulador es el segundo elemento funcional del sistema de transmision, tras el codificador.
Su funcién consiste en tranformar la secuencia de representaciones vectoriales de las senales a
transmitir, A[n], en la sefial modulada s(t) que contiene la informacién a transmitir. Esta funcién
se ilustra en la Figura 4.81. La forma de hacerlo serd transformando cada vector de la secuencia
Aln] en una senal de duracién T que definira la forma de senal en el intervalo de simbolo corres-
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pondiente, nT < t < (n + 1)T, de tal modo que si A[n] = aj entonces s(t) = sx(t — nT) en
nT < (n+ 1)T, formando asi por intervalos de simbolo la senal modulada s(t).

Aln] s(t)

Modulador ———

Figura 4.81: Codificador en el transmisor de un sistema de comunicaciones digital.

4.7.1. Diseno del modulador

La funcién basica del modulador, como se ha dicho, es generar una senal a partir de su re-
presentacién discreta. Como la relacién entre senal y representacién discreta viene dada por la

expresion
N-1

Z aij X ¢;(t)

=0

lo que hace falta para realizar esta conversiéon es definir una base ortonormal de N elementos
(dimension del espacio de senales). Y en eso consiste el disefio del modulador, en la eleccién de
esa base ortonormal de dimension N

Disenio del modulador: {¢(t), $1(t), -, on—1(t)} .

Asi, si A[n] = ay, entonces s(t) = sx(t —nT) en nT < (n+ 1)T, con lo que la expresién analitica

de la senal completa es
S0 Z Agln]  5(t — nT),

donde A;[n| denota la coordenada de 1ndlce j del simbolo A[n], es decir

Ax[n]

Asi como el diseno del modulador se hacia teniendo en cuenta dos factores, prestaciones y
energia, el diseno del modulador se hace en base a un tnico factor: las caracteristicas del canal. Se
debe buscar una base ortonormal cuyos elementos minimizen la distorsién lineal que sufre la senal
durante su transmision a través del canal. Si la respuesta del canal es h(t) en el dominio temporal,
o equivalentemente su transformada de Fourier H(jw) en el dominio frecuencial, idealmente se
desea que la base sea tal que no exista ninguna distorsiéon lineal, para lo que debe cumplirse la
siguiente condicién, expresada en el dominio temporal y en el frecuencial

¢i(t) * h(t) = ¢i(t) & @;(jw) X H(jw) = ;(jw).

Aunque en muchos casos en esta asignatura se considerarda que se puede lograr una adecuacién
perfecta a las condiciones del canal, en la préactica esto no serd posible, con lo que habrda que
conformarse con seleccionar senales cuya respuesta en frecuencia esté en la banda de paso del
canal de transmisiones, lo que da lugar a una distincion entre canales en banda base y canales
paso banda.
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4.7.2. Algunos ejemplos de moduladores y senales moduladas que ge-
neran

En esta seccion se muestran algunos ejemplos de moduladores, y del tipo de senales modula-
das que se generan con los mismos cuando se desea transmitir una cierta secuncia de bits de
informacién.

El primer ejemplo es un sistema cuya constelaciéon (CODIFICADOR) y base ortonormal (MO-
DULADOR), son los mostrados en la Figura 4.82

$o(t)
+ 2 L
ag=0 a; =1 T T
_‘—‘— |
-1 +1 \/ .
_./2 L
T

Figura 4.82: Constelacién (CODIFICADOR) y base ortonormal (MODULADOR) de un sistema
de comunicaciones. Ejemplo A.

Teniendo en cuenta que se trata de un sistema unidimensional, las senales asociadas a cada uno
de los simbolos son

so(t) = =1 x do(t), s1(t) = +1 x Go().

Al tratarse de un espacio de dimensiéon N = 1, las dos senales son réplicas escaladas, con distintos
factores de escala, de la misma senal, la base ortonormal que define el modulador, ¢g(t). Las dos
senales se muestran en la Figura 4.83

S0 (t) S1 (t)

Figura 4.83: Senales asociadas a cada simbolo en el Ejemplo A.

Para la siguiente secuencia binaria de informacién
By[(]=00101101100 ---

la senal modulada correspondiente es la que muestra la Figura 4.84

En cada intervalo de simbolo se transmite un bit, que se transporta en una de las dos formas de
onda, so(t) (en azul) transporta el bit 0, y s1(¢) (en rojo) transporta el bit 1.

En el segundo ejemplo, se considera un sistema binario pero ahora en un espacio bidimensional.
La constelacién (CODIFICADOR) y base ortonormal (MODULADOR) empleados en este caso
son los mostrados en la Figura 4.85
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s(t)
+A4

oT 5T 6T 7T 8T or % 1or O ur

Figura 4.84: Senal modulada para la sencuencia de informacién transmitida en el Ejemplo A.

a% 0 do(t) é1()

P
| o~ i \ /f
| @@=l _/z L \/ t _Jz L \/ t

Figura 4.85: Constelacién (CODIFICADOR) y base ortonormal (MODULADOR) de un sistema
de comunicaciones. Ejemplo B.

Teniendo en cuenta que se trata de un sistema bidimensional, las senales asociadas a cada uno
de los simbolos son

So(t) =41 x ¢0(t) +0 x ¢1(t>, Sl(t) =0 x ¢0(t) +1x ¢1(t),

que a diferencia del caso anterior ahora se forman a partir de la combinacién lineal de dos senales,

los dos elementos de la base ortonormal que define el modulador. Las dos sefiales se muestran en
la Figura 4.86

so(t) s1(t)

Figura 4.86: Senales asociadas a cada simbolo en el Ejemplo B.

Para la misma secuencia binaria de informacién que en el caso anterior
By[(]=00101101100 ---,
la senial modulada correspondiente es la que muestra la Figura 4.87

Al igual que en el ejemplo anterior, en cada intervalo de simbolo se transmite un bit, que se
transporta en una de las dos formas de onda, so(¢) (en azul) transporta el bit 0, y s1(¢) (en rojo)
transporta el bit 1. Lo que cambia con respecto al ejemplo anterior es la forma que tienen ahora
las senales que se utilizan para transmitir cada simbolo.

En el tercer ejemplo, utilizando el mismo modulador que en el caso anterior, ahora se utili-
zard una constelacién de M = 4 simbolos. La constelacién (CODIFICADOR) y base ortonormal
(MODULADOR) empleados en este caso son los mostrados en la Figura 4.88
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Figura 4.87: Senal modulada para la sencuencia de informacién transmitida en el Ejemplo B.

a] = 01
[ J - [
+1
-1 +1
| |
T T
-1
[ J - [
ap =00 as =10

$o(t)

#1(t)

N/

Figura 4.88: Constelacién (CODIFICADOR) y base ortonormal (MODULADOR) de un sistema
de comunicaciones. Ejemplo C.

De nuevo se trata de un sistema bidimensional, donde las senales asociadas a cada uno de los

simbolos son

base ortonormal que define el modulador. Las cuatro senales se muestran en la Figura 4.89

S()(t) =—1x ¢0(t) —1x ¢1<t),

Sl(t)

-1 x ¢0(t) +1x gbl(t),

So(t) = +1 X ¢o(t) — 1 x ¢1(¢),

s3(t) = 4+1 X ¢o(t) + 1 x ¢1(1),

que de nuevo se forman a partir de la combinacion lineal de dos senales, los dos elementos de la

S0 (t)

SEAN

N

S1(t)

s2(t)

S3 (t)

./

Figura 4.89: Senales asociadas a cada simbolo en el Ejemplo C.

Si la secuencia binaria de informacién que se desea transmitir es ahora

By[¢] =0010 11 01 10 00 11 00 01 00 10 - - -,

donde por conveniencia se han separado los bits en bloques de tamano m = 2 bits, la senal
modulada correspondiente es la que muestra la Figura 4.90

A diferencia de los dos ejemplos anteriores, que eran binarios (M = 2), ahora en cada intervalo
de simbolo se transmiten no uno sino dos bits, que se transportan en una de las cuatro formas
de onda, so(t) (en azul) transporta la dupla 00, s;(¢) (en rojo) transporta la dupla 01, so(t) (en
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Figura 4.90: Senal modulada para la sencuencia de informacion transmitida en el Ejemplo C.

verde) transporta la dupla 10, y s3(¢) (en cyan) transporta la dupla 11. Ahora, al tratarse de una
constelacién de M = 4 simbolos, cada simbolo transporta m = log,(M) = 2 bits de informacién.

Finalmente, el cuarto ejemplo utiliza la misma constelacién de cuatro simbolos que el ejemplo
anterior, con idéntica asignacién binaria, pero con otro modulador de dimensién N = 2, tal y
como se muestra en la Figura 4.91

t t

a; =01 ¢o(?) #1(2)

a7 ® /2 /2 4

T T
—1 +1
f i L
I
-1 T t T t

e —+~ o -/ A T z T /2 T 2 T

ap =00 as = 10

Figura 4.91: Constelacién (CODIFICADOR) y base ortonormal (MODULADOR) de un sistema
de comunicaciones. Ejemplo D.

La expresion analitica de las cuatro senales en funcién de los elementos de la base, al no cambiar
la constelacién, es la misma que en el ejemplo anterior

so(t) = —1 X ¢o(t) — 1 X (1),
Sl(t) =—-1x ¢0(t) +1x ¢1(t),
So(t) = 41 X ¢do(t) — 1 x ¢P1(t),

y
s3(t) = +1 X ¢o(t) + 1 x ¢1(t),

pero con distintos valores para las dos funciones que forman la base ortonormal, por lo que las
cuatro senales resultantes son ahora las que se muestran en la Figura 4.92

s0(t) s1(t) s2(t) s3(t)

FAT +A+ +A +A-

Figura 4.92: Senales asociadas a cada simbolo en el Ejemplo D.

Si se transmite la misma secuencia binaria de informacion que en el ejemplo anterior

By[¢] = 001011 01 10 00 11 00 01 00 10 - -- |
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Figura 4.93: Senal modulada para la sencuencia de informacion transmitida en el Ejemplo D.

la senial modulada correspondiente es la que muestra la Figura 4.93

De nuevo, en cada intervalo de simbolo se transmiten dos bits, que se transportan en una de las
cuatro formas de onda, sy(t) (en azul) transporta la dupla 00, s;(¢) (en rojo) transporta la dupla
01, s5(t) (en verde) transporta la dupla 10, y s3(t) (en cyan) transporta la dupla 11. Al tratarse
de la misma constelacién de M = 4 simbolos, cada simbolo transporta de nuevo m = log,(M) = 2
bits de informacion. Lo que cambia es la forma de onda que transporta cada dupla de bits, al
haber cambiado la base ortonormal que define el modulador.

Si comparamos los sistemas de los dos tltimos ejemplos, que comparten codificador, las presta-
ciones si se transmite sobre un canal gausiano son idénticas, y las energias de los cuatro simbolos
también lo son, ya que estas vienen determinadas por la eleccién del codificador (que contiene la
representacion discreta de las senales). Lo que cambia del tercer ejemplo al cuarto es la forma de
onda de las senales y por tanto su respuesta en frecuencia. En el cuarto ejemplo tenemos senales
cuadradas, cuya respuesta en frecuencia es banda base (centrada en 0 Hz), mientras que en el
tercer ejemplo tenemos senales cuya respuesta en frecuencia esta centrada en la frecuencia de las
sinusoides que forman la base, por lo que es una respuesta paso banda, tal y como se muestra en
la Figura 4.94. La eleccién de una base ortornormal (modulador) y otra, dependerd de las carac-
teristicas del canal por el que queramos transmitir, y en particular en este caso, de la banda en la
que se desee realizar la transmision. Si el canal tiene respuesta paso bajo, serd mejor emplear el
modulador del cuarto ejemplo, que genera senales adecuadas apra este tipo de canales. Si el canal
tiene una respuesta paso banda, serd mejor emplear el modulador del tercer ejemplo, que genera
sefiales mas adecuadas para este tipo de respuesta.
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= Ejemplo C
|8 (jw)|
% %
72% 0 +2T7’ w (rad/s)
= Ejemplo D
I8 (jw)|
% %
—2r 0 +2z w (rad/s)
Figura 4.94: Respuesta en frecuencia de las senales de los ejemplos C y D.
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