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Capitulo 5

Limites fundamentales en los sistemas
de comunicaciones digitales

El principal objetivo de un sistema de comunicaciones es la transmisién fiable de informacién.
Una fuente produce la informacion, y el proposito del sistema de comunicaciones es transmitir la
salida de la fuente al destino de la informacién, como se ilustra en la Figura 5.1.

Fuente Informacién Sistema .
de de Destino
Informacién Comunicaciones

Figura 5.1: Esquema funcional simplificado de un sistema de comunicaciones.

Existe una gran variedad de fuentes de informacién, y cada una de ellas produce informacion
de naturaleza distinta. Algunos tipos de fuentes de informacién, con el correspondiente tipo de
informacién que generan, podrian ser, por ejemplo

» Radiodifusién de radio: fuente de voz o de audio.
s Radiodifusién de TV: fuente de video.
» Transmisién de FAX: imagen fija.

» Comunicacion entre PC’s: fuente binaria o ASCII.

s Almacenamiento de datos: fuente binaria.

A la hora de analizar un sistema de comunicaciones y medir sus prestaciones o sus limites, es po-
sible plantearse cuantificar la cantidad de informacién transmitida, o la fiabilidad en la transmisién
de informacion. En los capitulos anteriores se han estudiado dos tipos de sistemas de comunica-
ciones: sistemas de comunicaciones analégicos y sistemas de comunicaciones digitales. En cuanto
a sistemas de comunicaciones analdgicos, ya se ha estudiado el compromiso entre prestaciones y
consumo de recursos de las distintas variantes de modulaciones, especialmente potencia y ancho
de banda. En este capitulo se consideraran inicamente los sistemas de comunicaciones digitales, y
el objetivo serd estudiar los limites fundamentales que se pueden alcanzar en la transmisién fiable
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de informacién con este tipo de sistemas. Conviene recordar que la utilizacién de un sistema de
comunicaciones digital no implica la exclusion de fuentes analdgicas. La transmision digital permi-
te en general una mayor inmunidad frente a ruido, mayor flexibilidad, la aplicacién de encriptado
y facilita la implementacién de los equipos, lo que ha hecho que los sistemas digitales predominen
sobre los analdgicos. Pero es posible la tranmisién de informacién de naturaleza analégica a través
de un sistema digital, realizando una conversién analdgico/digital en el lado del transmisor y la
correspondiente conversién digital /analégico en el lado del receptor.

Al estudiar las prestaciones de sistemas de comunicaciones digitales en el capitulo anterior, se
ha visto que al aumentar la velocidad binaria de transmisién mediante el aumento del nimero
de bits por simbolo de la constelacién, para una cierta energia media por simbolo fija, la pro-
babilidad de error aumenta y por tanto las prestaciones se degradan. Este hecho se consideraba
algo ineludible hasta que en los afios cuarenta Claude Shannon demostré que es posible transmitir
con una probabilidad de error tan baja como se desee a una velocidad binaria arbitraria siempre
que esa velocidad esté por debajo de la denominada capacidad del canal. Esta demostracion se
considera el principio de la llamada teoria de la informacion, y establece un limite a los sistemas
de comunicaciones en cuanto a la méaxima cantidad de informaciéon que se puede transmitir de
forma fiable. Es preciso hacer notar que esta demostracion establece el limite, pero no especifica
cémo se puede alcanzar dicho limite. De momento, la teoria de la informacién no tiene respuesta
a esta pregunta.

En este capitulo se pretende analizar cudl es la maxima cantidad de informacién que se pue-
de transmitir de forma fiable utilizando un sistema digital de comunicaciones, y de qué factores
depende el valor de ese limite. Aunque casi todo el mundo tiene una nocién intuitiva de lo que
es informacién, para realizar el andlisis de un sistema de comunicaciones no basta con esa nocién
intuitiva, sino que es necesario disponer de medidas cuantitativas de informacién. Hartley, Ny-
quist o Shannon fueron pioneros en el desarrollo de definiciones de medidas para la informacién
que resultan de utilidad para el propédsito de este capitulo. Estas medidas de informacién estan
relacionadas con las distribuciones de probabilidad de los elementos cuya informacion se trata de
cuantificar. Para poder hacer un uso de ellas en el analisis de un sistema digital de comunicaciones
es preciso definir en primer lugar modelos probabilisticos que puedan utilizarse para representar
el comportamiento de fuentes de informacion digitales. Dado que la informacion se transmitira a
través de un canal haciendo uso del sistema de comunicaciones, serd preciso también disponer
de modelos probabilisticos que permitan representar el comportamiento del canal y el comporta-
miento del sistema de comunicaciones a distintos niveles. A partir de esos modelos probabilisticos,
y utilizando medidas cuantitativas de informacion, se podran finalmente obtener los limites que
puede alcanzar un cierto sistema de comunicaciones.

Este capitulo se dividira en cuatro partes. En primer lugar se presentaran modelos probabilisti-
cos adecuados para representar el comportamiento de fuentes de informacion. A continuacién se
definirdn modelos probabilisticos que permitan representar el comportamiento del canal de comu-
nicaciones y de los elementos del sistema de comunicaciones a distintos niveles. Genéricamente
se denomiraran todos estos modelos como modelos de canal, ya que los distintos elementos del
sistema de comunicaciones pueden en cierto modo considerarse como parte del canal a través del
que se transmite la informacion. La tercera parte presentard distintas medidas cuantitativas de
informacién. Finalmente, en la tdltima parte, haciendo uso de los modelos probabilisticos de fuen-
te v de canal, y de las medidas cuantitativas de informacion presentadas en la tercera parte, se
obtendréan los limites fundamentales alcanzables por un sistema digital de comunicaciones.
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5.1. Modelado de las fuentes de informacion

Una fuente de informacién produce como salida algo, que se denomira genéricamente informa-
cion, que es de interés para el receptor de la misma, que no la conoce de antemano. La mision del
sistema de comunicaciones es asegurar que la informacién se transmite correctamente.

Como la salida de la fuente de informacion es una funcién variante en el tiempo e impredecible
(si es predecible no tiene demasiado interés transmitirla), esta salida puede ser modelada mediante
un proceso aleatorio. Las caracteristicas de ese proceso aleatorio dependeran de las caracteristicas
vy naturaleza de la fuente en cuestién. Por ejemplo, podrd ser un proceso aleatorio en tiempo
continuo o en tiempo discreto dependiendo de si la fuente genera una informacién de naturaleza
analogica o digital. Aunque este capitulo se centrara en el estudio de sistemas digitales, y los
modelos mas relevantes seran por tanto los modelos para fuentes digitales (las fuentes analdgicas
serdn convertidas a formato digital antes de su transmisién), por completitud se estudiran también
de forma breve los modelos utilizados para fuentes analdgicas.

5.1.1. Fuentes analégicas

El modelo utilizado para caracterizar una fuente analégica serd habitualmente un proceso alea-
torio en tiempo continuo, X (t), cuyas propiedades estadisticas dependeran de la naturaleza de la
fuente. Se puede tomar como ejemplo el modelado de una fuente de voz. Es conocido que la senal
de voz tiene la mayor parte de su potencia distribuida esencialmente en la banda de frecuencias
entre 300 y 4000 Hz. Por tanto, esta fuente se puede modelar mediante un proceso aleatorio cuya
densidad espectral de potencia se ajuste a estas caracteristicas, tal y como se ilustra en la Figura
5.2.

Sx (jw)

| | | | | |
™ T T T u T T T ~

—4000 —3000 —2000 —1000 0 1000 2000 3000 4000 5=

Figura 5.2: Ejemplo de una densidad espectral de potencia que representa un comportamiento
tipico de una senal de voz.

Habitualmente se considera que el comportamiento medio no cambia con el tiempo, lo que
permite asumir que el proceso estacionario. Como ademas la media de la senal es nula, el proceso
aleatorio utilizado para modelar la senal de voz podria ser un proceso aleatorio estacionario, de
media nula, y funcién densidad espectral de potencia como la de la figura. Al ser un proceso
estacionario, su funcién de autocorrelacion vendra dada por la transformada de Fourier inversa de
esta densidad espectral de potencia.

El mismo procedimiento es aplicable a distintas fuentes analdgicas. Por ejemplo para senales de
TV, dependiendo del sistema (PAL, SECAM o NTSC), la banda se encuentra entre 0-6.5 MHz
o entre 0-4.5 MHz. Se utilizaria para modelarlas un proceso aleatorio estacionario cuya densidad
espectral de potencia representa el comportamiento medio de la respuesta en frecuencia de la senal
al cuadrado.
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Aunque cada senal analdgica tendrd unas caracteristicas espectrales diferentes, hay algunos
aspectos comunes en la mayoria de los modelos utilizados:
1. Se consideran procesos limitados en banda.

2. Esto permite que se puedan muestrear siguiendo el criterio de Nyquist y posteriormente
pueden volver a reconstruirse.

5.1.2. Fuentes digitales

En el caso de una fuente digital, su salida se puede modelar mediante un proceso aleatorio
discreto en el tiempo. En ese caso, el modelo matemético para una fuente de informacién es el que
muestra la Figura 5.3.

Fuente X [n]
de

Informacién

Figura 5.3: Modelo matematico de una fuente de informacion discreta en el tiempo

La fuente se modela como un proceso aleatorio discreto en el tiempo, X[n]. El alfabeto de la
fuente puede ser:

= Discreto. Por ejemplo para modelar una fuente de datos digitales o sefiales analégicas mues-
treadas y cuantificadas.

» Continuo. Por ejemplo para representar fuentes analdgicas muestreadas (como una senial de
voz) antes de la cuantificacién.

En funcion del tipo de fuente los parametros estadisticos del proceso aleatorio seran diferentes.
En esta seccién se va a estudiar el modelo mas sencillo de fuente, que permite realizar todo el
desarrollo posterior del capitulo. Este modelo es el modelo discreto sin memoria.

Modelo discreto sin memoria

El modelo discreto sin memoria, o DMS (del inglés discrete memoryless source), de una fuente
de informacién es un proceso aleatorio discreto en el tiempo y en amplitud, en el que todas las
variables aleatorias que forman el proceso aleatorio X |[n| son independientes y tienen la misma
distribucion. Por tanto, una fuente DMS genera una secuencia de variables aleatorias i.i.d. que
toman valores de un alfabeto discreto. Para describir de forma completa este tipo de fuente basta
con conocer su alfabeto y su distribucion, es decir

1' AX = {wa/L‘la”' 7IM—1}‘

2. px(x;) = P(X =x;) parai =0,1,--- ,M — 1.
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Ejemplo

Una fuente de informacién binaria utiliza como modelo un modelo discreto sin memoria que
viene descrito por el alfabeto Ax = {0,1} y las probabilidades de cada simbolo binario,
P(X =1)=p,y P(X =0) =1—p. En el caso particular en que p = 1/2, este tipo de fuente
se denomina fuente binaria simétrica o BSS (del inglés binary symmetric source).

5.2. Modelos probabilisticos de canal

En el Capitulo 4 se ha presentado el modelo general de un sistema de comunicaciones digitales,
cuyos elementos funcionales se muestran en la Figura 5.4.

By[¢] - Bin] Aln| s(t)
—  Codificador Modulador
Transmisor
Canal
B {] + E n r(t
olf] ﬂ Decisor al] Demodulador ®)
Receptor

Figura 5.4: Modelo general de un sistema digital de comunicaciones.

En este esquema se denominaba canal a la abstracciéon del medio fisico de transmisién, y se
utilizaba como modelo simplificado para representarlo un modelo de canal aditivo gausiano. En
esta seccién el término canal tendrd un significado mas amplio que el considerado en el esquema
de la Figura 5.4. Se van a definir varios modelos probabilisticos, que se denominaran genérica-
mente modelos de canal; estos modelos estableceran la relacién probabilistica entre la informacién
recibida y la informacién transmitida entre distintos puntos del sistema de comunicaciones, lo que
puede interpretarse como la definiciéon de varios canales sobre el sistema, cada uno de ellos en un
diferente nivel de abstraccion. La caracterizacién de estos modelos vendra dada por la distribucién
condicional de la salida dada la entrada. En todos los casos se considerara independencia condi-
cional entre entradas y salidas para instantes de tiempo diferentes, por lo que se podra eliminar la
dependencia temporal. Esto significa que el valor de entrada en un cierto instante se modelara me-
diante una variable aleatoria X, y el valor de la correspondiente salida en el mismo instante se
modelara con otra variable aleatoria, Y. En este caso el modelo probabilistico estard caracterizado
por la distribucién condicional

frix (y|z).

La diferencia entre los distintos modelos que se van a presentar estd en la definicién de lo que
en cada caso se considera entrada y salida para cada canal. Se van a presentar cuatro modelos
probabilisticos (o canales) diferentes, cada uno considerando lo que es el canal con un distinto
nivel de abstraccion sobre el modelo general del sistema de comunicaciones. En concreto, los cuatro
modelos son los que se muestran en la Figura 5.5, y que se enumeran a continuacién:
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B[] —+ Bin] Aln] | s(t)
Codificador Modulador l
Canal
Bylt) <~ Bln] qlr] rt)|
Decisor Demodulador
Canal gausiano

Canal gausiano

Canal digital
anal digita con entrada digital

Canal digital
binario

Figura 5.5: Definicion de los distintos modelos de canal sobre un sistema de comunicaciones digital.

1. Canal gausiano. Es el modelo para el representar el canal fisico propiamente dicho, que

transforma la sefial transmitida mediante la adicién de ruido aditivo, modelado mediante un
proceso aleatorio estacionario, ergddico, blanco, gausiano, de media nula y densidad espectral
de potencia Ny/2, de forma que

r(t) = s(t) + n(t).

En este modelo, como entrada y salida se consideran los valores de la senal transmitida y la
senial recibida, respectivamente, en el mismo instante temporal, es decir

X =s(t), Y =r(t).

En ambos casos, las variables aleatorias son variables aleatorias continuas, ya que las senales
transmitida y recibida pueden tomar valores en un rango continuo de amplitudes.

. Canal gausiano con entrada digital. Este modelo coincide con lo que en el capitulo

anterior se denomind canal discreto equivalente, que presenta como entrada una secuencia
de simbolos de un alfabeto discreto (constelacién) de M simbolos y como salida tiene una
observacién con un dominio continuo, la salida del demodulador. En el capitulo anterior se
vi6 que la relacion entre ambas era una relacién aditiva con el término de ruido a la salida
del demodulador

q[n] = A[n] + z[n].

Las caracteristicas estadisticas del vector de ruido z[n| se estudiaron en el capitulo anterior.
Por tanto, en este modelo la entrada es el simbolo transmitido en un intante discreto n y la
salida el valor de observacion a la salida del demodulador en ese mismo instante. Se trata por
tanto de simbolos y observaciones vectoriales de dimension N, por lo que para representarlas
se utilizaran variables aleatorias multidimensionales (vectoriales) de la misma dimensién

X =An], Y =qn|.

. Canal digital. Este modelo considera el conjunto formado por el codificador, modulador,

canal, demodulador y el decisor de simbolos. Como entrada tiene un conjunto de simbolos
de un alfabeto de M valores y como salida un alfabeto de los mismo M simbolos: B[n] y
Bln] (0 lo que es lo mismo A[n] y A[n], ya que hay una equivalencia univoca entre simbolos
como bloques de M bits y vectores N-dimensionales de la constelacion que los transportan).
Por tanto, en este modelo la entrada y la salida vendran definidos como

X = B[n], Y = B[n] 6 equivalentemente X = A[n], Y = Aln).
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4. Canal digital binario. Este es el 1iltimo nivel de abstraccién, en el que se considera como
canal todo el sistema de comunicaciones, cuyas entradas y salidas son los simbolos binarios.
Representa el mayor nivel de abstraccion que se puede realizar sobre un sistema de comu-
nicaciones: el sistema completo visto como vehiculo o canal para la transmisién de bits. En
este caso por tanto, la entrada y salida se definiran como los bits transmitido y recibido en

el mismo instante de tiempo R

Una vez que se han presentado estos cuatro canales, a continuacién se obtendra el modelo pro-
babilistico (distribucién condicional de la salida dada la entrada) que se utilizara para representar
cada uno de ellos.

5.2.1. Canal gausiano

La relacion entre la entrada y la salida del canal gausiano es
r(t) = s(t) +n(t),

donde el término de ruido n(t) se modela como un proceso aleatorio estacionario, ergédico, blan-
co, gausiano, de media nula y densidad espectral de potencia S, (jw) = Ny/2. La funcién de
autocorrelaciéon del ruido es por tanto

R, (1) = % (7).

Para obtener el modelo probabilistico dado por la probabilidad condicional de la salida dada la
entrada, lo primero que hay que tener en cuenta es que estrictamente la potencia del proceso
de ruido, al ser blanco, es infinita. Esto implica que en la practica para minimizar el efecto
del ruido en el receptor se utilizara un filtro selectivo en frecuencia. Idealmente, este filtro no
introducird ninguna distorsién en la senal s(t), que se considerara limitada en banda con un ancho
de banda B Hz, y al mismo tiempo debe minimizar la potencia del ruido a su salida; el filtro
que cumple estas condiciones es un filtro paso bajo ideal, con un ancho de banda igual al de la
senial recibida. De este modo el canal gausiano en realidad modelara la relacién entre la senal
transmitida y la senal recibida después de este filtrado, tal y como se ilustra en la Figura 5.6,
donde la respuesta h,(t) (o su equivalente en frecuencia H,(jw)) es la del filtro ideal utilizado
para limitar el ruido.

s(t) ? po |10

n(t)

Figura 5.6: Canal gausiano con filtrado en el receptor para la limitacién de la potencia de ruido.

Si la senal tiene un ancho de banda B Hz, el ancho de banda del filtro serda B Hz, con lo que su

respuesta en frecuencia es
w
H(jw) =TI (—) :
(Jw) ST
donde W = 27 B denota el ancho de banda en radianes por segundo, y su respuesta al impulso

h(t) = 2B sinc(2Bt).
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La potencia del término de ruido a la salida de este filtro, como se vié en el Capitulo 2, se obtiene
integrando la densidad espectral de potencia del proceso de ruido filtrado, que para fitros ideales
supone multiplicar Ny por el ancho de banda en Hz del filtro

o0 N,
o’ = / Sy (jw)| Hy (jw)|? dw = 70 x 2B = NyB.

Teniendo esto en cuenta, el canal probabilistico gausiano se define como aquel que relaciona dos
variables aleatorias X e Y con funciones de densidad de probabilidad continuas sobre IR que
representan el valor de s(t) y r(t) en un cierto instante de tiempo. Dado que el valor de la salida
en un instante sera el de la entrada maés el valor del ruido filtrado en ese instante, y que ese ruido
tiene una distribucién gausiana con potencia NyB, este modelo probabilistico esta caracterizado
por la funcién de densidad de probabilidad condicional

1 _w-=)?
2

fY\X(ylx)Z\/%Ue =7,

donde 0% = NyB.

5.2.2. Canal gausiano con entrada digital

La Figura 5.7 ilustra conceptualmente el modelo de canal gausiano con entrada digital, que
modela la relacién entre los simbolos de la constelacién que se transmiten y la observacion a la
salida del demodulador en un momento dado.

A [n] Canalc%?lusmno q [n]

entrada digital

Figura 5.7: Canal gausiano con entrada digital.

Como se vi6 en el Capitulo 4, la salida g[n] toma la forma
q[n] = Aln] + z[n],

donde z[n| es la componente de ruido de ruido de la observacién, que es un proceso estocdstico
discreto en el tiempo, multidimensional (de la dimensién del espacio de senales del sistema, N),
formado por N variables aleatorias conjuntamente gausianas, e independiente de A[n|. Ademas,
sus componentes son a su vez estadisticamente independientes las unas de las otras. Esto hace que
se pueda eliminar la dependencia temporal y utilizar la representacion

g=A+z,

donde z tiene una funcién densidad de probabilidad gausiana N-dimensional, de media nula y
varianza Ny/2 en todas las direcciones del espacio

N, 1 l1z112
0= (0.5) = Gt

A partir de aqui, la obtencién del modelo probabilistico es simple. Formalmente se define como
aquel que relaciona las variables aleatorias IN-dimensionales X e Y, la primera con alfabeto
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discreto {«;}, con i = 0,--- , M — 1, donde cada valor del alfabeto estard identificado con uno
de los vectores N-dimensionales que forman la constelacién del sistema, y la segunda con una
funcién densidad de probabilidad N-dimensional continua sobre IR. Bajo esa premisa, el modelo
probabilistico viene dado por la funciéon densidad de probabilidad condicional

1 Clly—)1?

fY\X(y|$i):W€ Moo,

es decir, una distribucién gausiana N dimensional con media el simbolo transmitido y varianza
0% = Ny/2 en cada direccién del espacio. Como se ve, coincide con el modelo probabilistico
que define el canal discreto equivalente, utilizando ahora una notacion ligeramente diferente en
términos de las variables aleatorias X e Y para denotar, respectivamente, A y q.

5.2.3. Canal digital

La Figura 5.8 representa el canal digital. Habitualmente se trabaja con los simbolos de la cons-
telacion A[n] en lugar de con los simbolos B[n], aunque dada la relacién univoca entre ambos, se
puede aplicar sobre los tltimos de igual modo, incluyendo del codificador y decodificador dentro
de este modelo.

Bin] Canal Bin| Aln] Canal A [n]
Digital Digital

Figura 5.8: Representacion conceptual del canal digital.

En este modelo se considera que cada simbolo de la secuencia Bn| es estadisticamente indepen-
diente del resto de simbolos de la secuencia. Por otra parte, ya se ha visto en el apartado dedicado
a la transmision indefinida de simbolos, que dado que las senales sélo ocupan el intervalo de dura-
cion T dedicado al simbolo y que el ruido es independiente en cada momento, la recepcién de cada
simbolo es independiente del resto de simbolos. Bajo estas condiciones, la probabilidad de tener
un simbolo determinado de la secuencia de salida del canal digital, B[n], depende tinicamente del
simbolo emitido en ese mismo instante B[n]. Por tanto, es posible eliminar la dependencia tempo-
ral y analizar inicamente el caso de la transmisién de un simbolo aislado, entendiendo que cada
vez que se use el canal para transmitir un simbolo, el canal no va a modificar su comportamiento.

Cuando se transmite el simbolo b; a la entrada del canal, a la salida del mismo vamos a tener
un simbolo, b;, con una probabilidad determinada que es la probabilidad condicional

pB|B(bj|bi)'

Debido a la asignacién univoca entre un simbolo y la representacién vectorial de la senal que lo
transmite, esta probabilidad cumple que

pB’|B(bj|bi) = pA|A(a]"a'i)'

En el capitulo anterior se estudio cémo se calculan estas probabilidades integrando la distribucién
condicional de la observacion para el simbolo transmitido en la regién de decision de cada uno
de los simbolos de la constelacién. Como en este modelo la entrada y la salida eran precisamente
X =BeY = 37 si se conocen estas probabilidades para todas las combinaciones posibles de
simbolos transmitido y recibido, el canal estard completamente caracterizado.
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Existe un modelo probabilistico ampliamente utilizado que contempla como caso particular el
canal digital y se denomina canal discreto sin memoria o DMC (del inglés Discrete Memoryless
Channel). E1 DMC es un modelo estadistico que relaciona una variable aleatoria X con funcién
densidad de probabilidad discreta que denominamos entrada y otra variable aleatoria Y con fun-
cién de probabilidad discreta que denominamos salida. En el caso particular del DMC, los alfabetos
de entrada y salida pueden ser distintos. En nuestra aplicacion comparten el mismo alfabeto, por
lo que este es un caso particular del DMC.

X

pY\X(y7 .7})

Figura 5.9: Modelo probabilistico del canal discreto sin memoria (DMC).

El canal discreto sin memoria se puede representar mediante el diagrama de la Figura 5.9.
Se observa que dentro del bloque que representa el canal no aparecen respuestas al impulso ni
respuestas en frecuencia, sino las probabilidades condicionales de la salida respecto a la entrada.
El calificativo de discreto proviene de la naturaleza de las probabilidades de X e Y, que tienen un
alfabeto discreto, y no de tiempo discreto, por lo que no hay que confundirlo con el canal discreto
equivalente. El calificativo sin memoria proviene del modelo probabilistico de la entrada y la salida,
variables aleatorias y no procesos aleatorios (no hay dependencia temporal de los estadisticos).
Formalmente, un canal discreto sin memoria se define a través de los siguientes elementos:

1. El alfabeto de entrada (de My posibles valores)

{z;}, i=0,--- , Mx — 1.

2. El alfabeto de salida (de My posibles valores)

{yi}, i=0,--- , My — 1.
3. El conjunto de probabilidades condicionales

PY\X(yj|3fi)-

Estas probabilidades se denominan probabilidades de transicion, y se suelen agrupar en la denomi-
nada matriz de canal, que es una matriz de Mx filas y My columnas que ordena las probabilidades
de transicién de la forma siguiente

PY\X(Z/OWO) pwx(yﬂxo) T PY|X(yMy—1|1’0)

p_ Py|x (::1/1)\»11) Py|x (::1/1 |71) : Py 4\’(!/\./, 121)

’[)Y\X(’yo\fmfxq) ’[)Y\X(yl‘x]wx%) PY\X(yJ\Jy%’“’MXfl)

Tal y como esta definida la matriz, una fila esta asociada a un cierto valor del alfabeto de entrada,
mientras que una columna estd asociada a un cierto valor del alfabeto de salida. Por tanto, la suma
de los elementos de una fila da como resultado 1 (se tiene la suma de la distribucién condicional
de probabilidad sobre todo el espacio de observacién). Ademds, si se concatenan dos canales
discretos sin memoria, la matriz de canal de la concatenacién se obtendra mediante el producto
de las matrices de canal de cada uno de los canales.
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En ocasiones, en lugar de la matriz de canal se utiliza una representacion grafica para especificar
las probabilidades de transicion, utilizando un diagrama de flechas o diagrama de rejilla, como el
que muestra la Figura 5.10. En este caso, las probabilidades de transicién se incluyen en los pesos
asociados a las distintas flechas que forman el diagrama uniendo elementos de la entrada con la
salida. Dada la definicién de estas probabilidades, las probabilidades asociadas a las flechas que
salen de un mismo nodo suman la unidad.

Py |x (yolzo)

X
O Py |x (Wolz1) — Yo
Py |x (v1lwo)
. Y1
Py |x (UMy —1121)
Py |x (Wolenx —1) Py |x (Ynry —1120)
py|x Wilenry —1)
TMx—1 .

Py |x (Unmy —1lTMy —1)

Figura 5.10: Representacion de un DMC mediante un diagrama de rejilla.

Hay que resaltar que en la definicién de un canal discreto sin memoria aparecen el alfabeto de
entrada y el de salida, pero no las distribuciones de probabilidades de la entrada, px(z;) ni de la
salida, py (y;), ya que estas probabilidades no forman parte de la naturaleza del canal.

A continuacion se muestra como obtener un DMC que represente al canal digital para un cierto
sistema de comunicaciones. El modelo se obtiene a partir de las probabilidades de error de simbo-
lo definidas en el capitulo anterior. En primer lugar, para un DMC que modela un sistema de
comunicaciones tanto el alfabeto de entrada como el de salida se corresponden con el alfabeto de
simbolos del sistema, bien de A[n] o de B[n], dada su equivalencia. Por conveniencia utilizaremos
la representacién vectorial de los simbolos, es decir

xT; = Qy,

Y Eaj7

donde ahora My = My = M. De esta forma, la asociacién del alfabeto con los simbolos de
la constelacién estd implicita en los subindices. En cuanto a las probabilidades de transicién, es
evidente que

py|x (Y;lzi) = pajalaslai).

Es decir, las probabilidad de transicién py|x(y;|z;) indica la probabilidad de recibir el simbolo a;
cuando se ha transmitido el simbolo a;. En este caso, los elementos de la diagonal principal de
la matriz de canal, para los que j = %, se corresponden con las probabilidades condicionales de
acierto para cada simbolo

pyix (yilz:) = PA|A(ai\ai) = Paja; = 1 = Peja,-
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Los elementos fuera de la diagonal en cambio se corresponden con las probabilidades de error entre
distintos simbolos
PY|X(yj|«’Ci) = pA‘A(a’j|ai) = Pe|ai—>aj'
JFi J#i
Consecuentemente, la suma de los elementos de cada fila fuera de la diagonal principal equivale a
la probabilidad de error condicional para el simbolo asociado a dicha fila

M—1 M-1
Z pY|X(y]|x7,) = Z Pe|ai—>aj = Pe\alﬂ
j=0 J=0
i i

Esto significa que en un sistema ideal, la matriz de canal o el diagrama de rejilla deberian ser

como se muestra en la Figura 5.11: una matriz diagonal, o un diagrama de rejilla con una tinica
flecha partiendo de cada simbolo de entrada al mismo simbolo de salida.

rp e————@ Y0
1 0 0 1
01 0 r e——e Ui
P=1I= .
: 1
0 0 1
1

Trpr—1

Ym—1

Figura 5.11: Valores ideales de un DMC que modela un canal gausiano.

Para ilustrar el procedimiento de obtencién de la matriz de canal para un sistema de comuni-
caciones se utilizard como ejemplo un sistema con una constelacién de cuatro simbolos, M = 4,

en un espacio unidimensional, N = 1, con coordenadas ag = —3, a; = —1, as = +1, a3 =+3 y
equiprobables, con lo que las regiones de decisién vienen dadas por los umbrales g,; = —2, gu2 =
Ov qQu3 = +2

I(] = (—OO, —2], [1 = (-2,0}, [2 = (0,4—2}, [3 = <+2, +OO)

tal y como muestra la Figura 5.12.

I I I3
an al ag as

-3 -2 -1 0 +1 +2 43
Figura 5.12: Constelaciéon unidimensional de cuatro simbolos equiprobables y sus correspondientes
regiones de decision.
En este caso se tiene la siguiente asociacién
X =An], Y =A[n,
por lo que los alfabetos de entrada y salida coinciden
T, =a;, y; =a;parai,je{0,1,--- M —1}.

Open Course Ware (OCW) 292 (©Marcelino Lazaro, 2014



g Universidad
sl e Macrid Teoria de la Comunicacion Qo)

Las probabilidades de transicién py|x (y;|z;) que definen probabilisticamente el sistema se corres-
ponden en este caso con la probabilidad de recibir el simbolo de indice j cuando se ha transmitido
el simbolo de indice i. Estos valores definen la probabilidad de acertar en la transmisién de un
simbolo, si j = 7, o la probabilidad de error entre dos simbolos, si j # i. Utilizando la notacién
del capitulo anterior, se tiene

pY|X(yz‘xz) - Pa|a¢ =1- Pe|ai

y
pY|X<yj‘xi) = Pe\ai—m,j para .] 7é i.

En el capitulo anterior se explicé como se obtenian estos valores, que se volveran a obtener para
esta constelaciéon. En primer lugar se calculardn las probabilidades de transicion que aparecen
en la primera fila de la matriz de canal, py|x(y;j|®o), Vj; es decir, que en este caso se tienen las
probabilidades de recibir cada uno de los 4 simbolos cuando se transmite aq (el simbolo asociado
a xp). La distribucién de la observacién cuando se transmite el simbolo ag es gausiana, de media
ag y varianza Ny/2. Asi que para obtener las probabilidades condicionales, sélo hay que integrar
esa distribuciéon gausiana en cada una de las 4 regiones de decisién, tal y como se ilustra en la
Figura 5.13.

fa1a(qlao)

A
A
v
A
v
A
v

I I I I3

Figura 5.13: Calculo de las probabilidades de transicién asociadas a la primera fila de la matriz
de canal.

A continuacién se calculan estas probabilidades

» Distribucion fga(g|ao): gausiana de media ag = —3 y varianza Np/2

Py x (Wolro) =1 = Pjay =1 —-Q < 1 )

No/2
1 3
pyix (Y1]20) =Pejag—a; = @ No 2 -Q < NO/Q)
pY\X(?JZ‘xO) :Pe|a0—>a2 =Q ]\?;0/2 -Q < ]\5[0/2)
)
pY\X(?J:&\%) :Pe|a0—>a3 =Q N0/2

Se puede comprobar que estas cuatro probabilidades suman la unidad, como era de esperar.

A continuacion se calcularan las probabilidades de transicién que aparecen en la segunda fila de
la matriz de canal, py|x (y;|®1), Vj; es decir, que en este caso se tienen las probabilidades de recibir
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cada uno de los 4 simbolos cuando se transmite a; (el simbolo asociado a x1). La distribucién de la
observacién cuando se transmite el simbolo a; es gausiana, de media a; y varianza Ny/2. Asi que
para obtener las probabilidades condicionales, s6lo hay que integrar esa distribucién gausiana en
cada una de las 4 regiones de decisién, tal y como se muestra en la Figura 5.14.

-1 0 1 2 3

A
A
W
A
¥
A
R 4

Iy I I e

Figura 5.14: Calculo de las probabilidades de transiciéon asociadas a la primera segunda de la
matriz de canal.

A continuacién se calculan estas probabilidades

» Distribucion fga(gqla,): gausiana de media a, y varianza N,/2

2

1
PY\X(?JO|$1) :Pe|a1—>ao =@ ( N, 2)

1

N

No/2
(i) ()
3

Y\
pyix (Usle1) =Fejarsa; = @ (M)

pyix(yilz1) =1 = Ppa, =1 -2Q (

pY\X(yﬂfUl) :Pe|a1—>a2 =

En la tercera fila de la matriz de canal se tienen las probabilidades de transicion py|x (y;]22), V7;
es decir, que en este caso se tienen las probabilidades de recibir cada uno de los 4 simbolos cuando
se transmite aq (el simbolo asociado a z3). La distribucién de la observacién cuando se transmite
el simbolo as es en este caso gausiana de media a; = +1 y varianza Ny/2. Al igual que en los
casos anteriores, para obtener las probabilidades condicionales hay que integrar esa distribucién
gausiana en cada una de las 4 regiones de decision, tal y como se ilustra en la Figura 5.15.

A continuacion se calculan estas probabilidades
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fq1a(qlaz)

A

Figura 5.15: Célculo de las probabilidades de transicion asociadas a la tercera fila de la matriz de
canal.

» Distribucion fq a(g|asz): gausiana de media a, y varianza N/2

3
X :Pea2 ag —
pyix (Yolw2) laz— Q( NO/Q)

1 3
pyix (y1lr2) =Fejaz—a, = Q ( NO/Q) —@ ( No/2)

1
T9) =1—Pg, =1—-2
pY|X(y2| 2) | Q( N0/2>

1
X :Pea2 a3 —
pY|X(y3| 2) |as— Q( N0/2)

Finalmente, en la cuarta y tltima fila de la matriz de canal se tienen las probabilidades de tran-
sicién pyx (y;|z2), Vj; es decir, que en este caso se tienen las probabilidades de recibir cada uno de
los 4 simbolos cuando se transmite a3 (el simbolo asociado a x3). La distribucién de la observacién
cuando se transmite el simbolo a3 es en este caso gausiana de media ag = +3 y varianza Ny/2.
Las probabilidades condicionales se obtienen integrando esta distribucién condicional en cada una
de las 4 regiones de decision, tal y como se muestra en la Figura 5.16.

fqa(qlas)

ag

A
¥
A
L 2

Io I I I3

Figura 5.16: Calculo de las probabilidades de transicion asociadas a la cuarta fila de la matriz de
canal.

A continuacién se calculan estas probabilidades
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» Distribucion fga(glas): gausiana de media ag y varianza N;/2

(@)

pY\X(?/O‘xZ%) Pe\ag%ao = Q

» 2
~
[\

pY\X(yl‘x?)) Pe\ag%aq = Q

py\x(y2\$3) Pe\ag%az = Q

5
~

\)
N——

5
S

- &
o
D M U
|
\_/(Q QO
ooOch
~
)
~—

Py ix(ys|rs) =1 — Prja, =1 — NoT2

O
A/

Para este ejemplo, dada la simetria de la constelacién, una vez obtenidos los valores de las
proabilidades de transicién para las dos primeras filas, las de las dos siguientes se pueden obtener
de forma inmediata. En cualquier caso, agrupando todas las probabilidades de transicion, el DMC
que representa al sistema de comunicaciones que utiliza la constelacion de 4 simbolos del ejemplo
tiene la siguiente matriz de canal

e m) @(vim) e(vn) el g o) e

R 120 ( i) g 13 e\ s

@ \/137/2 @ \/ﬁ ¢ %m Q N/2 @ \/%/2
o(yin) o) e ( o(n) o) |

Para distintos valores de Ny, la matriz tendra distintos valores. A medida que Ny disminuye, la
matriz tiende a la matriz identidad, que es la matriz de canal ideal.

5.2.4. Canal digital binario

El canal digital binario es el modelo probabilistico que supone una mayor abstraccién al consi-
derar todo el sistema de comunicaciones como un canal que transmite y recibe bits.

Bylf] Canal Digital %
Binario

Figura 5.17: Representacion conceptual del canal digital binario.

Se trata por tanto de un modelo en el que la descripcién probabilistica vendra dada por la
probabilidad de recibir cada uno de los posibles valores de la secuencia binaria B[] dada la
secuencia transmitida By[f]. En el caso en que se asume independencia temporal sobre la secuencia
de bits transmitida y recibida, se puede obviar la dependencia temporal, y el modelo en este caso
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esta definido por cuatro probabilidades de transicién que, si se utiliza la notaciéon zo =0, 1 = 1,
1Yo =0 e y; = 1 y se tiene en cuenta que por definicién
pyix (Wolzi) = 1 — pyix (y1 i),

quedan reducidas unicamente a dos probabilidades de transiciéon relevantes: la probabilidad de
error (o de acierto) condicional para cada bit. En ese caso, puede utilizarse un DMC particularizado
para el caso Mx = My = 2 como modelo del canal digital binario, que tendra la forma

_ py|X(?J0’$o> py|X(?J1’$o> } _ [ 1—pe|0 Pelo
pyix(Wolr1) pyix(yilz:) Pei 1 —pept

Las probabilidades pcjo y pej1 denotan la probabilidad de error de bit cuando se transmite un cero
y la probabilidad de error de bit cuando de transmite un uno, respectivamente. En la mayor parte
de los sistemas de comunicaciones estas dos probabilidades son iguales

Pejo0 = Pej1 = €&,
en cuyo caso la matriz de canal es simétrica

P pyix (Yolwo) pyix(y1|zo) ] _ { l—¢e ¢ ]
pyix(Wolr1) pyix(y1lT1) e l—e |

Este caso se conoce como canal binario simétrico o BSC (del inglés “Binary Symmetric Channel”).
La representacién en diagrama de rejilla para este modelo se muestra en la Figura 5.18.

1—¢

T1 @ * U1
! 1—c¢

Figura 5.18: Representacion en diagrama de rejilla de un canal binario simétrico o BSC.

El BSC es un modelo probabilistico que puede resultar apropiado para representar el canal
digital binario. Sin embargo, antes de dar por buena la equivalencia entre canal digital binario y
BSC, conviene realizar las siguientes puntualizaciones:

1. Para sistemas binarios, M = 2, un simbolo de la secuencia B[n] transporta un tnico bit, y
si los simbolos se transmiten de forma independiente en B[n| eso implica una transmisién
independiente a nivel de bit en la secuencia By[f]. En este caso, el modelo BSC representa
de forma exacta el canal digital binario.

2. Para sistemas M-édrios con M > 2, el BSC representa el comportamiento medio a lo largo
del tiempo del canal digital binario, porque en el sistema real la transmisién se realiza
por bloques de m = log, M bits, simbolo a simbolo (secuencia B[n] y su representacién
vectorial A[n]); se puede por tanto decir que mientras que el canal digital no posee memoria
(porque la transmisién se realiza simbolo a simbolo de manera independiente) y encaja
perfectamente en el modelo del DMC, el canal digital binario tiene la memoria introducida
por el codificador que transforma la secuencia By[f] en la secuencia B[n|. Eso significa que
no puede considerarse de forma estricta un canal sin memoria. Desde este punto de vista, el
BSC es una aproximacion al canal digital binario que representa su comportamiento medio
a lo largo del tiempo.
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3. El valor de la probabilidad de error ¢ definida para el BSC es en ambos casos es la probabi-
lidad de error de bit (BER) del sistema.

A pesar de esta discordancia entre las hipdtesis del modelo BSC y la naturaleza del canal digital
binario, se suele aceptar en la practica la equivalencia de ambos, asignando a p el valor de la BER

del sistema
| 1-BER BER

P= BER 1—-BER |’

5.3. Medidas cuantitativas de informacion

Una vez establecidos los modelos probabilisticos para fuentes de informacion, el modelo discreto
sin memoria o DMS, y para los canales digitales (canal digital y canal digital binario), en este caso
el modelo sin memoria o DMC, en esta seccién se analizan varios tipos de medidas cuantitativas de
informacién. Por un lado medidas que se pueden aplicar sobre una variable aleatoria, que puede ser
por ejemplo la que modela la entrada o salida de un canal, y otras que se aplican simultdneamente
sobre dos variables aleatorias, que en nuestro problema tendrian en cuenta la relaciéon entre la
entrada y la salida de un canal. A través de estas medidas se podra posteriormente calcular
la méxima cantidad de informaciéon que se puede transmitir de forma fiable con un sistema de
comunicaciones digital.

5.3.1. Informacién y entropia

En primer lugar se va a cuantificar la informacién que tiene una cierta variable aleatoria discreta.
En la aplicacién para el estudio de sistemas de comunicaciones, esta variable aleatoria puede
representar tanto la salida de una fuente de informacién como la entrada o salida de un canal
digital.

Para obtener una medida cuatitativa de la informacién que contiene una variable aleatoria, en
primer lugar se buscara una medida para la informacién que contiene un suceso de esa variable
aleatoria, es decir, el hecho de que la variable aleatoria tome un cierto valor dentro de su alfabeto,
como X = z;. Antes de establecer una media cuantitativa de informacién para este caso, se van a
presentar de forma intuitiva algunas de las propiedades bésicas que esta medida debe cumplir, con
el objetivo de encontrar luego alguna funcién que cumpla dichas propiedades y que pueda utilizarse
como medida cuantitativa de la informacién que tiene un suceso de una variable aleatoria.

s Una nocién intuitiva de informacién indica que la cantidad de informaciéon de un cierto
suceso estd relacionada con la probabilidad con la que este se produce. El conocimiento de
que se ha producido un suceso poco probable aporta en general mas informacién que el de
un suceso mas probable. Por poner un ejemplo sencillo, el nimero medio de dias de lluvia al
ano en algunos puntos del desierto del Sahara es de menos de un dia al ano, mientras que en
la ciudad de Santander es de 151. El hecho de conocer que hoy ha llovido en el desierto del
Sahara es mas informativo que el hecho de conocer que hoy a llovido en Santander (el primer
caso puede aparecer en algin informativo, mientras que es poco probable que el segundo se
considere algo noticioso o informativo).

= Por otro lado, cambios pequenios en la probabilidad del suceso deberian dar lugar a pequenos
cambios en la informacién del mismo. Por ejemplo, el suceso de que llueva en Santander
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tendra mas o menos la misma cantidad de informacién que el suceso de que llueva en Gijon,
mientras que el suceso de que llueva en el desierto del Sahara tendré una informacién similar
al suceso de que llueva en el desierto del Gobi o el de Atacama. Esta idea intuitiva se puede
interpretar como que la dependencia de la informacién con respecto de la probabilidad del
suceso debe ser continua.

= Finalmente, parece también intuitivo pensar que si se tienen varios sucesos independientes
entre si, la informacion que tienen en conjunto deberd ser la suma de la informacién de cada
uno de ellos por separado.

Partiendo de estas nociones intuitivas sobre algunas caracteristicas que debe tener una medida de
informacién sobre un cierto suceso, se llega a la denominada auto-informacion, que es una medida
cuantitativa de la informacién que contiene un suceso de una variable aleatoria.

Auto-informacion

La auto-informacién del suceso X = x; se denota como Ix(z;). Para obtener la expresién
analitica de esta funcién se han traducido a notacién matematica las nociones intuitivas sobre
dicha medida que se han comentado anteriormente, lo que da lugar a las cuatro condiciones que
ha de cumplir dicha funcién

1. La medida de informacién de un suceso deberd depender de la probabilidad de dicho suceso,
y no del valor del propio suceso, es decir

Ix(;) = f(px(x:)).
2. Debe ademds ser una funcién decreciente de la probabilidad del suceso
px(x;) > px(x;) implicard que Ix(x;) < Ix(x;),
lo que significa que la funcién f(-) deberd ser una funcién decreciente

f(a) < f(b) para todo a > b.

3. La funcién f(-) utilizada para la autoinformacién debera también ser una funcién continua de
su argumento, de forma que la variacién de informacién serd continua sobre la probabilidad
de los sucesos.

4. Finalmente, si dos variables aleatorias son independientes, y se define un suceso conjunto
X =uz; e Y = y;, la informacién del suceso conjunto deberd ser la suma de la informacién
de cada suceso

Ix,y(wi, yj) = Ix(v;) + [Y(yj)-

Dado que para variables aleatorias independientes la probabilidad conjunta se puede escribir
como el producto de las probabilidades marginales de cada variable

Px,y(ivz',yj) = PX(%‘) X pY(yj)v

esto significa que la funcién f(-) elegida para la medida de informacién deberd ser aditiva
sobre el producto de los argumentos, es decir

flaxb) = fla)+ f(b).

Open Course Ware (OCW) 299 (©Marcelino Lazaro, 2014



f@Y Uniersigad , . ..
Carlos il deMdrid Teoria de la Comunicacién QIolEle]

Se puede demostrar que la tnica funcién que cumple estas propiedades es la funcion logaritmica.
Por tanto, la auto-informacién se define como

Ix(zi) = —log(px (z:)).

Teniendo en cuenta las propiedades de la funcién logaritmica, la auto-informacién se puede escribir

alternativamente como .
Ix(x;) =log <—> .
X( ) PX(%‘)

La base del logaritmo no es determinante para las caracteristicas de la medida de informacién.
Lo tnico que implica son las unidades en que se expresa la informacién. Las bases utilizadas
con mayor frecuencia son 2 y la base natural o nimero e (logaritmo neperiano). Si la base es 2,
las unidades son bits, y si se usa el logaritmo natural o neperiano, las unidades son nats. En lo
sucesivo, cuando no se especifique la base, se asumiran logaritmos de base 2 y por tanto bits como
unidades de informaciéon. En cualquier caso, el cambio de la base, y por tanto de unidades, no
supone mas que un escalado, ya que en general los logaritmos en una cierta base se relacionan con
los logaritmos en base natural a través de la siguiente relacién

| log,.z Inx
Tr = = —
BT g b Inb’

lo que directamente supone una relacion lineal entre los logaritmos en dos bases distintas.

Entropia

La auto-informacion proporciona una medida cuantitativa de la informacion de un suceso aislado.
Si se quiere cuantificar la informacién de una variable aleatoria (por ejemplo para modelar una
fuente de informacién) han de tenerse en cuenta todos los posibles sucesos. Una opcién razonable
consiste en promediar la informacién de cada suceso considerando su probabilidad. El contenido
de informacién de una variable aleatoria asi calculado se denomina entropia y se denota mediante
H(X). Por tanto, la entropia de la variable aleatoria X se obtiene promediando la auto-informacién
de cada uno de los sucesos que forman parte del alfabeto de la variable aleatoria

H(X) == 3 px(e) logpx(e) = 3 pxlen) - log (#)

i=0 px(xi)
Las unidades seran bits o nats por simbolo, dependiendo de la base empleada.

A efectos del céomputo hay que tener en cuenta que se considerard que 0log(0) = 0. Como se
ve, la entropia es una funcién de la probabilidad de cada suceso, o lo que es lo mismo, de la
funcién densidad de probabilidad discreta, y proporciona un nimero que representa el contenido
de informacién de esa fuente. No se debe confundir con una funcién de variable aleatoria que es
otra variable aleatoria, tal y como la notacién puede hacer parecer.

La entropia puede interpretarse como una cantidad que representa la incertidumbre sobre el
valor concreto que toma una variable aleatoria X, que puede modelar, por ejemplo, la salida de
una fuente de informacién. Si X toma siempre el mismo valor x;, es decir, si px(x;) = 1, no se
tiene ninguna incertidumbre acerca del valor de la variable aleatoria y la entropia vale 0. Si X
deja de tomar siempre el mismo valor, entonces la incertidumbre aumenta y con ella la entropia.

Dos propiedades importantes de la entropia de una variable aleatoria discreta son:
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1. La entropia de una variable aleatoria discreta es una funcién no negativa, es decir
H(X)>0.

Esto es evidente ya que el rango de valores de una probabilidad es 0 < px(z;) < 1y
log(z) < 0 para 0 < z < 1. El valor H(X) = 0 s6lo se produce si uno de los elementos del
alfabeto tiene probabilidad uno y por tanto el resto tiene probabilidad nula.

2. El valor maximo que puede tomar la entropia de una variable aleatoria discreta es el loga-
ritmo del nimero de elementos de su alfabeto

H(X) < log(Mx).

Ese valor méaximo se produce unicamente si los simbolos son equiprobables, px (z;) = 1/Mx.

Estas dos propiedades establecen los limites para los valores minimo y maximo que puede tomar la
entropia de una variable aleatoria X, e indican bajo que distribuciones se obtienen dichos valores
minimo y maximo, respectivamente. Para ilustrar estas propiedades, a continuacién se calcula la
entropia en un caso muy sencillo: una variable aleatoria binaria, My = 2, donde las probabilidades
de cada simbolo se parametrizan con la probabilidad de uno de los dos elementos del alfabeto,
px(zo) = p, px(x1) = 1 — p. En este caso la entropia es igual a

1 1
H(X) = —p-log(p) — (1 —p) - log(1 —p) =p-log; +(1—p)log — = Hy(p)
Esta funcién, denotada como Hy(p), o en ocasiones como (p), se denomina funcion de entropia
binaria, y se representa en la Figura 5.19 en funciéon de su argumento. Recuerde que dicho argu-
mento representa la probabilidad de uno de los dos elementos del alfabeto de la variable aleatoria
binaria.

Hy(p)

0.5F

Figura 5.19: Funcién de entropia binaria, Hy(p), expresada en bits por simbolo.

Se comprueba que en los casos en los que no existe incertidumbre, p = 0 o p = 1, la entropia
es nula. Fuera de estos casos el valor es siempre mayor que cero, tomando el valor maximo, 1
bit por simbolo, cuando los simbolos son equiprobables, lo que representa la situacién de maxima
incertidumbre posible. Ademads, dado que la entropia depende tinicamente de los valores de la
distribucién de probabilidad y no de a qué valores esta asignado cada uno de esos valores, es una
funcién simétrica respecto a p = %, lo que es evidente dado que por definicién

Hy(p) = Hy(1 —p).

Open Course Ware (OCW) 301 (©Marcelino Lazaro, 2014



f@Y Uniersigad , . ..
Carlos il deMdrid Teoria de la Comunicacién QIolEle]

La funcién entropia binaria puede servir de referencia para definir un bit de informacién: un bit
es la informacién que se tiene cuando se transmiten dos simbolos con igual probabilidad.

A continuacién se muestra un ejemplo de calculo de la entropia de una variable aleatoria con
un alfabeto de més simbolos, en contreto de cinco simbolos.

Ejemplo

Una fuente puede ser modelada con el modelo DMS con un alfabeto
AX = {_25 _17 07 17 2}7

y unas probabilidades

1 1 1 1 1

pX(_Q) = 5’ pX(_l) = Z’ pX(O) = gv pX(l) = E? pX(Z) = E

En este caso la entropia vale

H(X)= 1log(?) + 110g(4) + 1log(8) +2x L log(16) = 5 bits/simbolo.
2 4 8 16 8
Se puede ver que el valor de entropia depende tinicamente de las probabilidades de los posibles
elementos del alfabeto, y no de los valores concretos del alfabeto. Por ejemplo, una fuente
con un alfabeto diferente
Ax ={0,1,2,3,4},

pero con el mismo conjunto de valores para las probabilidades, aunque con distinta asignacién
a cada elemento del alfabeto

1 1 1 1 1

px(0) = > px(1) = vk px(2) = 3 px(3) = 16’ px(4) = 16’

tiene la misma entropia que la anterior.

5.3.2. Entropia conjunta

La definicién de entropia se puede extender a mdas de una variable aleatoria, lo que tendria
aplicacién por ejemplo para medir la entropia conjunta de la entrada y la salida de un sistema de
comunicaciones. La entropia conjunta de dos variables aleatorias X e Y, en general con alfabetos
y probabilidades distintos, Ax = {z;}M57" px(x:), v Ay = {w: 2% ", py (), se define como
una extensién trivial de la entropia de una variable aleatoria, considerando en este caso que hay
tantos sucesos como casos conjuntos y que la probabilidad de cada uno de ellos esta dada por la

probabilidad conjunta, lo que lleva a la expresion

Mx—1My—1 1
HX,Y) = 3 3 pay(anyy) - log (—)

i—0 =0 pxy (i, Z/j)

Al igual que para la entropia de una variable aleatoria, dadas las propiedades de la funcién
logaritmo, se puede cambiar el signo e invertir el argumento del logaritmo,

Mx—1 My—1
HX,Y) == > Y pxy(wiy;) - log (pxy (i, y5)) -
i=0  j=0
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Aligual que la entropia, también se mide en bits o nats por simbolo. El concepto se puede extender
a N variables aleatorias. En este caso

X = (X17X17”' 7XN)7

H(X):_ Z pX($1a$27"'7xN)'lOg(pX($17$27"'7xN))'

T1,22, ;TN

En esta notacion, el sumatorio indica el N sumatorios contemplando todas las posibles combina-
ciones de los alfabetos de cada variable aleatoria.

La interpretacion de la entropia conjunta no difiere de la de entropia para una variable aleatoria.
Al fin y al cabo, un par de variables X e Y pueden considerarse como una tinica variable aleatoria
vectorial con un alfabeto de M - My simbolos.

Si las variables aleatorias X e Y son independientes se cumple que
px.y (i, y;5) = px (i) X py (y;).
En este caso su entropia conjunta es la suma de las entropias individuales. Esto se habia apuntado

en la definicién de las condiciones que debia cumplir la medida de informacién, y se demuestra de
forma muy sencilla, como puede verse en el siguiente desarrollo

Mx—1My—1
= > pxl@i) py(y) log————
= = px (@) - py(y])
Mx—1 My—1 Mx—1 My —1
Zszxz “py (y5) - Iog +Z ZPX% Py (y;) - log ()
i=0  j=0 =0 j=0
Mx—1 My —1 |
= px () -log + py (y;) - log
ZZ_; Z ’ Py (y;)
=H(X)+ H(Y).

Como veremos con mas detalle en la siguiente seccién, conviene remarcar que esta relacion se
cumple unicamente bajo la hipétesis de independencia entre las variables aleatorias.

5.3.3. Entropia condicional

El caso en que las variables aleatorias son independientes es en el que la combinacién de variables
aleatorias produce mayor entropia, ya que si ambas variables no fuesen independientes, el conoci-
miento del valor de una de ellas eliminaria incertidumbre sobre el valor de la otra. Para medir esa
incertidumbre se define la entropia condicional de dos variables aleatorias X e Y, H(X|Y), que
promedia el valor de la entropia condicional de X dado Y sobre todos los valores del alfabeto de
Y, de forma que se define como

My —1

H(X|Y) = . py(y;) - HX|Y = y;).
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Desarrollando esta expresién para la entropia H(X|Y = y;) a partir de la distribucién condicional
de X dada Y, px)y(z;y;), se llega a la expresion equivalente

My —1 Mx—1
H(X|Y) Py (Yy) pxy (zily;) - log ————
¥ Z ! Z | g ! pXIY(IZ‘yJ)
MX 1 My—1
1
= Z Z pxy(xi,y;) - log ﬁ
P Px v (Zi|Y;

De acuerdo con la regla de Bayes, esta probabilidad cumple la relacién

pxpy (xily;) - py (y5) = px,y (@i, y;5)-

En general, se puede extender de forma natural esta definicién cuando el condicionamiento es
con respecto a varias variable aleatorias

H(XN‘X17X27 e 7XN—1) -

- Z px (w1, T, -+ TN) 108 DXy |0 Xo o Xy (TN]T1, Toy oo+ TN ).

T1,T2, TN

La entropia condicional puede interpretarse como una medida de la incertidumbre que se tiene
sobre el valor de una variable aleatoria, X, cuando se conoce el valor de otra variable aleatoria,
Y. O de otra forma, la comparacién entre H(X) y H(X|Y) cuantifica la informacién que el
conocimiento de Y aporta sobre el conocimiento de X . Cuando las variables aleatorias X e Y son
independientes, el conocimiento del valor de una de ellas no aporta conocimiento sobre la otra y
por tanto no elimina incertidumbre sobre su valor. Por tanto, en este caso

H(X|Y) = H(X).

Por el contrario, si el conocimiento de Y determina por completo el valor de X, conocido el valor de
Y no hay ninguna incertidumbre sobre el valor de X, y la entropia condicional seria H(X|Y") = 0.

La entropia conjunta se relaciona con la entropia y con la entropia condicional a través de la
siguiente expresion

Mx—1 My —1
Z Z pxy (%, y;) - log ———— (:1: )
=0  j=0 Pxy\Zi, Yj
Mx—1My—1 1
Z Z Pxy xzayj 10g
=0 j=0 px (i) 'PY|X(?JJ\95¢)
Mx—1My—1 Mx—1 My —1 1

- pxy (@i, y;) - log + pxy(Ti,y;) - log ————
ZZ_; ; ’ ; ]z; ’ pyix (y;li)
Mx—1 Mx—1 My—1

+ Z ZpXY Iz,y] -log —————— !

o j—0 Pyix (yjlz:)

= Z px () -log
i=0
=H(X)+ H(Y|X).
A través de un desarrollo equivalente, es facil demostrar que también se cumple la relacién
H(X,)Y)=H(Y)+ HX|Y).
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Esto no quiere decir que H(X|Y') sea igual a H(Y|X) en general. Esta relacion sélo se cumple
cuando H(X) = H(Y).

Es decir, que la entropia conjunta se obtiene como la suma de la entropia de una variable
aleatoria mas la de la otra condicionada a la primera. Se suma por tanto la incertidumbre de una
de las variables aleatorias con la que le queda a la otra cuando se conoce la primera. Esto significa,
como ya se ha visto anteriormente, que la entropia conjunta sélo serd igual a la suma de la entropia
de cada una de las variables aleatorias cuando las variables aleatorias sean independientes.

En general, se puede extender esta relaciéon al caso de un mayor ntimero de variables aleatorias,
en cuyo caso aplicando la regla de la cadena se tiene la siguiente relacion general

H(X)=H(Xy)+ H(Xo|X1) + H(X3| X1, Xo) + - -+ H(XN| X1, Xo, -+, Xnoa).

Cuando (Xi, Xs, -+, Xx) son variables aleatorias independientes, la entropia conjunta de todas
ellas sera la suma de la entropia de cada una de las variables aleatorias

H(X) = ZH(Xi).

5.3.4. Informacion mutua

La entropia representa una medida de incertidumbre sobre el valor de una o varias variables
aleatorias. Otro concepto que podriamos definir como “complementario” es la denominada infor-
macion mutua entre dos variables aleatorias X e Y, que se denota I(X,Y’). La informacién mutua
representa la informacion que aporta Y sobre el conocimiento de X. La definicién formal a partir
de las distribuciones marginales de cada variable aleatoria y de su distribucion conjunta es

Mx—1My—1

pxy (i, Y5)
I(X,Y) = i) - log DXy (@yi)
) Z ;px””( i) 108 ) o ()

y se mide en bits.

La informacién mutua es una medida no negativa, I(X,Y) > 0, que se puede expresar en
términos de la entropia y de la entropia condicional, ya que se cumple la siguiente relacion:

Mx—1 My—1

Px Y(xiayj)
I(X,Y) = pxy (i, y;) - log ———~——
; ]Zo ’ px (i) - py (y;)
My —1 My —1
. pX\Y($iayj)
= > pxyl@ny) log —m—
i=0 =0 px (i)
Mx—1 My —1 Mx—1 My —1
= > Y pxy(wiy;) - log + 0> pxy (@) - log(pxyy (x4, y5))
i=0  j=0 px () =0 j=0
Mx—1 Mx—1 My -1

) B Z Z pX7Y<$i>yj)'10g;

= px(z;) - log
; Px (xl i=0  j=0 pX|Y(xi7 yj)

=H(X)—- H(X|Y).
Un desarrollo equivalente demuestra también que

I(X,Y)=H(Y) - HY|X).
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Por otro lado, de la propia definicién de la informacién mutua se tiene la propiedad
I(X,Y) = I(Y, X),
v teniendo en cuenta la relacién entre entropias marginal, condicional y conjunta
H(X,)Y)=H(Y)+ HX|Y),
se comprueba de forma trivial que la informacién mutua se puede también obtener como
IX,)Y)=H(X)+H(Y)—-H(X,Y).

Estas relaciones entre informacién mutua y las distintas entropias se representan habitualmente
de forma grafica mediante un diagrama de Venn, como el que se muestra en la Figura 5.20.

H(X,Y)

Figura 5.20: Diagrama de Venn que ilustra las relaciones entre entropias e informacién mutua.

Cada uno de los conjuntos representa la entropia de cada variable, H(X) y H(Y), y la intersec-
ci6n entre ellos es la informacién mutua 7(X,Y'), mientras que la unién es la entropia conjunta,
H(X,Y). La diferencia entre el conjunto completo y la interseccién es la entropia condicional.
Si las variables aleatorias son independientes, los conjuntos tendrian intersecciéon nula. Si ambas
variables son iguales, la interseccion es completa y la entropia condicional es nula. La Figura 5.21
muestra con mas claridad como se identifica cada una de las medidas sobre el diagrama de Venn
con un secillo cédigo de colores.

H(X,Y)

HX): [+ ]

HyY): [ +1]
Hx,Y): [+ ]+ B
H(X|Y): [
HY|X): [}
1(x,v):[]

H(X) H(Y)
Figura 5.21: Identificacién con un sencillo cédigo de colores de las distintas entropias y la infor-
macion mutua sobre el diagrama de Venn.

A continuacion se muestra un ejemplo en el que se calculan las distintas entropias y la informa-
cién mutua para dos variables aleatorias sencillas.

Ejemplo
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Se tienen dos variables aleatorias binarias, X e Y, con identico alfabeto =g = yg = 0,
x1 =y1 = 1, y con la siguiente distribucién conjunta

1
PY) pX,Y(1> 1) =0.

1
Py pX,Y(luo) = 3

1
Py) pX,Y(Ovl) = 3

px,y(0,0) = 3

Para calcular la entropia de cada variable aleatoria hay que conocer las distribuciones mar-
ginales, que se obtienen de forma sencilla a partir de la distribucién conjunta

]\/Iy 1 MX 1
px(zi) = Y pxy(@iy)y py(y5) Z px.y (zi,y;)-
7=0
En este caso
2 1

px(0) = py(0) = 3’ px(1) =0y (1) = 3

Por tanto, como en este caso las dos variables tienen la misma distribucion, la entropia de
ambas variables, parametrizada a través de la funcién de entropia binaria (al ser las variables
aleatorias binarias)

H(X) = H(Y) = H, <§> — H, (;) — 0,919.

La entropia conjunta, aplicando su definicién, vendra dada por
1
H(X,)Y)=3x <3 log, (3)> + 0logy(0) = logy(3) = 1,585.

Se puede interpretar también este resultado como que (X,Y") es un vector de variables alea-
torias con un alfabeto de tres eventos, (0,0), (0,1) y (1,0), todos ellos igualmente probables.
A partir de los resultados anteriores, la entropia condicional se puede obtener a través de la
relacion

H(X|Y)=H(X,Y)— H(Y)=1,585-0,919 = 0,666.

Del mismo modo, la informacién mutua podria obtenerse, por ejemplo, a través de la relacién

I(X,Y)=H(X)— H(X|Y) = 0,919 — 0,666 = 0,253.

La informacién mutua entre variables aleatorias discretas tiene una serie de propiedades que
conviene tener en cuenta. Entre ellas cabe destacar las siguientes:

1. Es siempre no negativa
I(X,)Y)=1(Y,X) > 0.

El valor minimo 7(X,Y") = 0 se obtiene en el caso en que X e Y son independientes.

2. Su valor méaximo esta acotado por el valor de la entropia de cada una de las variables
aleatorias, con lo que en la préctica estd acotado por el valor minimo de la entropia de las
variables aleatorias

I(X,)Y) <min(H(X),H(Y)).
La informaciéon mutua nunca puede ser mayor que la medida de informacién que tiene cada
una de las variables.

3. Se puede definir informacién mutua condicional como el promedio de la informacién mutua
condicionada a cada uno de los posibles valores de la variable aleatoria con respecto a la que

se condiciona
M.—1

I(X,Y|Z) = Z pz(z) - I(X,Y|Z = z).
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4. La informacién mutua condicional [(X,Y|Z) también se puede obtener a través de las
entropias condicionales como

I(X,Y|Z) = H(X|Z) — H(X|Y, Z).

5. La regla de la cadena para la informacion mutua se define a partir de la relacién

I((X,Y),2) = I(X,Z) + I(Y, Z|X).

6. En general, la regla de la cadena es

T(X1, Xoy oo, X)), Y) = I(X0, Y) + I1(Xo, Y[Xy) + -+ I( XN, VX0, s X)),

7. A partir de la definicién de informacién mutua se obtiene la definicion de entropia como
informacién mutua de una variable aleatoria consigo misma. Esta relacién se demuestra de
forma sencilla teniendo en cuenta que la distribucién de una variable aleatoria consigo misma
toma la forma

px.x (i, ;) = 0[i — j] - px (ws),
por lo que la informaciéon mutua de la variable aleatoria X consigo misma es

Mx—1Mx—1

IXX) =3 > i — - pxc () - log =31 Px ()

Px(fﬂz‘) ' px(ﬂfj)

M . px ()

= 2 exle) g
Mx—1 1

= ; px () - log (@)

—H(X).

De aqui es de donde proviene el nombre de auto-informacion (la entropia es el promedio de
la auto-informacién), y a la entropia en ocasiones se la conoce con este nombre.

5.3.5. Entropia diferencial e informacién mutua

Hasta ahora, las medidas que se han presentado hacen referencia a variables aleatorias discretas,
lo que sirve para modelar fuentes de informacion discretas en el tiempo y con un alfabeto discreto.
Para estas variables se han presentado la entropia, H(X) y la informacién mutua I(X,Y’), asi como
las entropias condicional y conjunta, H(X|Y)y H(X,Y).

Para modelar una fuente discreta en el tiempo pero con alfabeto continuo, por ejemplo una fuente
de audio muestreada, es preciso utilizar una variable aleatoria continua. En este caso, el andlogo
de la entropia para variables aleatorias discretas se llama entropia diferencial. Sin embargo, esta
medida no tiene el significado intuitivo que tenia la entropia, lo que se debe a varios aspectos, como
por ejemplo el hecho de que en una variable aleatoria continua, por definicién la probabilidad de
un nimero continuo concreto es nula.

Formalmente, la entropia diferencial de una variable aleatoria continua X, con una funcién
densidad de probabilidad fx(z), se define como

h(X) = / " (@) Tog —

fx(z)
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donde de nuevo se considera 0log(1/0) = 0.

Ejemplo

Se desea determinar la entropia diferencial de una variable aleatoria uniformemente distri-
buida en un intervalo [0, a].

Utilizando directamente la definicién de entropia diferencial, y teniendo en cuenta que la
funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria vale 1/a entre 0 y a, la entropia
vale

a
1
h(X) = / —log(a) dx = log(a).
o a
A partir de este ejemplo se pueden observar algunas propiedades interesantes:

1. Para a < 1 se tiene h(X) < 0, lo que va en contra de la propiedad de no negatividad
de la entropia de una variable aleatoria discreta.

2. Para a = 1, se tiene h(X) = 0, y en este caso X no es determinista, con lo que tiene
un cierto grado de incertidumbre. Esto va también en contra de las propiedades de la
entropia para variables aleatorias discretas.

Ejemplo

Se tiene una variable aleatoria X con una funcién densidad de probabilidad gausiana con

media nula y varianza o>

1 2
fx(x) = e 27

V2mo?

Utilizando logaritmos neperianos, la entropia diferencial para esta variable aleatoria en nats

se calcula como
2
/ fx(z) In dm—/ fx(z) In <e W) dx

=1In(V27o? )+T In(V2ro?) +

1

2
1 2

=3 In(2mec®) nats.

Para llegar a esta expresion se han utilizado las siguientes propiedades sobre la distribucién

gausiana
/ Ix(z dﬂf—l}’/ 2? fx(x) dw = 0.

Cambiando la base del logaritmo a 2, se tiene la entropia diferencial en bits

1
h(X) = B log, (2mea?) bits.

Dependiendo del valor de la varianza, en particular comparandolo con un valor ¢° = 5—
esta entropia puede tomar valores positivos, negativos o nulo.

Al igual que para variables aleatorias discretas, también se definen para variables aleatorias
continuas entropias conjuntas y condicionales. Se define la entropia diferencial conjunta entre dos

variables aleatorias X e Y como

1
hX,Y) / / fxy(z,y)log T y)dx dy.
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En cuanto a la entropia diferencial condicional, su definicion es

1
MXIY) = //f”””()gfxmry)d”y'

A menudo se utiliza la definicién alternativa pero equivalente
1
h(X]Y) = fY fX\Y (x|y) lOg ( |y)d$ dy.

Se puede observar que son las extensiones naturales de las definiciones para variables aleatorias
discretas. Por tanto se cumplen las mismas relaciones. En concreto,

WX,Y) = h(Y) + h(X|Y).

Del mismo modo se define también la informacion mutua para variables aleatorias continuas

Ccomo fxy( )
I(X,Y) = / / v (o) log e ay

que también se mide en bits, y donde para evitar ambigiliedades se define 0 log% = 0.

Como en el caso de variables aleatorias discretas, la informacién mutua se puede expresar en
funcién de las entropias

I(X,Y) = h(Y) = h(Y|X) = h(X) — A(X|Y) = h(X) + h(Y) — h(X,Y).

Al contrario que en el caso de la entropia diferencial para variables aleatorias continuas, donde
no se mantiene la interpretacion intuitiva de entropia para variables aleatorias discretas como
medida de incertidumbre o de informacion, para la informacién mutua si se mantiene y tiene el
mismo significado; es decir, la informacién mutua indica el conocimiento que aporta una variable
sobre la otra. Ademas se mantienen la mayoria de propiedades basicas de la informacién mutua
para variables aleatorias discretas. En particular, dada su definicién se cumplen las siguientes
propiedades:

1. I(X,Y) >0, es decir, es una funcién no negativa.
2. I(X,Y) =0 sdlo si las variables X e Y son independientes.

3. 1(Y,X) = I(X,Y).

5.4. Capacidad de canal

Una vez definidos los conceptos de entropia e informacién mutua, en esta seccién se va a tratar
de determinar la cantidad méaxima de informacién que se puede transmitir por un canal haciendo
uso de esas medidas de informacién. En primer lugar se introducira el concepto de codificaciéon de
canal como mecanismo para lograr una comunicacion fiable a través de un cierto canal no fiable,
para a continuacién definir la capacidad de un canal y estudiar cémo se obtiene dicho valor para
dos tipos de canales: el canal digital modelado mediante un DMC y el canal gausiano.
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5.4.1. Codificacion de canal para una transmision fiable

El principal objetivo cuando se transmite informacién sobre cualquier canal de comunicacio-
nes es la fiabilidad. Esta fiabilidad en sistemas de comunicaciones digitales se mide mediante la
probabilidad de error en el receptor. Como en todo canal de comunicaciones, aparte de las posi-
bles distorsiones, se introduce ruido. A primera vista puede parecer que la probabilidad de error
siempre estard acotada por un valor no nulo que dependerd del nivel de ruido, es decir

P.> K = f(co?),

donde o2 es la potencia del ruido a la entrada del receptor. Sin embargo, como ya se esbozé en
la introduccién, un resultado fundamental de la teoria de la informacién dice que la transmisién
fiable, entendiéndose por transmision fiable aquella en la que se tiene una probabilidad de error por
debajo de cualquier limite fijado, es posible incluso en canales ruidosos siempre que la velocidad de
transmision o tasa de transmision esté por debajo de un determinado valor denominado capacidad
de canal. Este resultado fue presentado por Shannon en 1948 y es lo que se denomina teorema
de codificacion de canal, o en inglés noisy channel-coding theorem. A modo de resumen, lo que
dice el teorema de codificacion de canal es que la limitacion bdsica que introduce el ruido en un
canal de comunicaciones no estd en la fiabilidad de la comunicacion, sino en la velocidad de la
misma. Asi, serd posible obtener una comunicacién con una probabilidad de error arbitrariamente
baja siempre y cuando se transmita informaciéon a una tasa por debajo de un valor limite que
depedendera de las caracteristicas del canal.

En primer lugar se va a ver como es posible obtener este limite de una forma intuitiva, siguiendo la
misma linea argumental que se sigue en [Proakis y Salehi, 2002], para luego formularlo en términos
de la teoria de la informacion.

La Figura 5.22 muestra un canal discreto sin memoria (DMC) con un alfabeto de entrada
formado por cuatro elementos, Ay = {a,b,c,d} y el mismo alfabeto de salida Ay = Ax.

1
a @ 2 2 4
1 1
2 % 2
b e ® )
1
2 24
C @& 2 ® C
: 1
2
de ® (

Figura 5.22: Ejemplo de un canal discreto sin memoria.

Dado que no se trata de un canal ideal, si se utiliza este canal para la transmisién en la forma
habitual, el receptor no podra identificar con probabilidad de error nula el simbolo transmitido a
la vista del simbolo recibido. Cuando en la salida se tiene el valor a, el receptor no puede discernir
si se ha transmitido a o b, ya que la transmisién de ambos puede producir a la salida del canal
el simbolo a. Lo mismo ocurre con el resto de posibles valores de salida. Si se observa b, no es
posible discernir sin error si se debe a la transmision de a o de b, y asi sucesivamente. Por tanto,
hay una probabilidad de error que viene fijada por las caracteristicas del canal, en este caso por
las probabilidades de transicién que lo definen.
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Sin embargo, dadas las especiales caracteristicas de este canal, va a ser posible transmitir in-
formacién sin errores a través del mismo. Es evidente que la imposibilidad de discernir sin error
el stmbolo transmitido a la vista del valor de salida se debe a que los conjuntos que forman los
posibles valores de salida asociados a la transmisién de cada simbolo se “solapan”. Asi, existe un
solapamiento entre las salidas que se pueden dar cuando se transmite a (que pueden ser a y b) y
cuando se transmite b (que pueden ser by ¢). Por eso cuando se observa b en la salida no es posible
saber con absoluta certeza qué simbolo se ha transmitido. Pero para este canal es posible elegir
un subconjunto de elementos del alfabeto de entrada cuyas salidas no se solapen. Por ejemplo, si
sélo se transmiten los simbolos a y ¢, a la vista de la salida no habra ambigiiedad posible sobre el
sfmbolo transmitido; si en la salida se tienen a o b, se sabe con certeza que el simbolo transmitido
es a; lo mismo sucede si en la salida se tienen ¢ o d, en cuyo caso se tiene la certeza de que se ha
transmitido c¢. Por tanto, transmitiendo ese subconjunto de posibles valores de X la probabilidad
de error es nula. El precio que se paga por esta fiabilidad es la tasa de transmision. Transmitiendo
los 4 simbolos que forman parte del alfabeto de X en cada uso del canal se transmiten dos bits
de informacién. Sin embargo, si sélo se transmiten 2 posibles valores, en cada uso del canal se
transmitird tinicamente un bit de informacién (recuerde que el niimero de bits de informacién por
simbolo transmitido es log, M, siendo M el niimero de elementos del alfabeto de simbolos que se
transmite).

El mecanismo utilizado en este ejemplo para poder transmitir con probabilidad de error nula
ilustra la idea fundamental subyacente en el teorema de codificacién de canal para poder transmitir
de forma fiable: utilizar en la transmisién sélo aquellos simbolos cuyas salidas correspondientes
sean disjuntas. Aqui es preciso matizar que el objetivo de la codificacion de canal no es en realidad
conseguir una transmisién con probabilidad de error nula, sino con una probabilidad de error por
debajo de un cierto valor, que puede ser arbitrariamente bajo. Asi, para conseguir una transmision,
si no con probabilidad de error nula, con una probabilidad de error arbitrariamente baja, se podran
utilizar en la transmisiéon sélo aquellos simbolos que, si no tienen salidas asociadas disjuntas, tengan
salidas cuyo solapamiento se produzca con una probabilidad suficientemente baja.

Un problema que surge con esta idea para la transmision con probabilidad de error arbitraria-
mente baja, es que en la practica los canales reales no tienen un comportamiento como el de la
Figura 5.22, donde hay simbolos de entrada cuyas salidas no se solapan; y en la gran mayoria de
los casos ni siquiera hay un subconjunto de simbolos cuyas salidas se solapen con una probabilidad
suficientemente baja. Sin embargo, la teoria de la codificacién de canal propone un sencillo meca-
nismo para generar artificialmente una situacién similar a esta. Aunque este mecanismo se puede
utilizar para canales digitales con alfabetos M-arios, por simplicidad se ilustrard este mecanismo
poniendo como ejemplo un caso binario; en concreto el modelo de canal binario simétrico o BSC,
en el que se denotard mediante € la probabilidad de error de bit (BER), como se muestra en el
diagrama de rejilla de la izquierda en la Figura 5.23.

Si se observa el canal BSC y se intenta aplicar el procedimiento aplicado sobre el canal de la
Figura 5.22, se ve que directamente no es posible, ya que las salidas de los dos simbolos se solapan
por completo con una probabilidad arbitraria (dada por ¢) y porque ademés sélo hay dos simbolos
(si s6lo se transmite uno de ellos, no habra en realidad informacién en la transmisién). En general,
no va a ser posible aplicar ese procedimiento de forma directa para casi ningin canal DMC real.
Para utilizar esta idea, lo que se hace es aplicarla no directamente sobre el canal sino sobre el
denominado canal extendido de orden n. El canal extendido de orden n se define como un canal
en el que se agrupan bloques de n simbolos para formar simbolos extendidos (de orden n), dando
lugar a unos alfabetos de entrada A% y A}. La idea es transmitir la informacién no en cada
uso individual del canal, sino de forma conjunta en n usos del canal. El diagrama de la derecha
de la Figura 5.23 ilustra la idea de la extension de orden n = 3 para el BSC. La informacién se
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Figura 5.23: Canal binario simétrico (BSC) y su correspondiente canal extendido de orden n = 3.

transmitira por bloques haciendo 3 usos del canal, de forma que el alfabeto de este canal extendido
estd ahora formado por 8 posibles simbolos extendidos, correspondientes a los 8 posibles valores
que pueden tomar los simbolos del canal original en los 3 usos que definen el canal extendido. Se
ha pasa por tanto de trabajar con un sistema con un alfabeto de dos simbolos

AX = AY = {07 1}7
a un sistema extendido con alfabeto de 2" simbolos, en este caso 23 = 8 sfmbolos

A3 = A3 = {000,001,010,011, 100,101,110, 111}.

Las probabilidades de transicion sobre este canal extendido se obtienen como productos de las
n probabilidades de transiciéon a través del canal original asociadas a cada caso sobre el canal
extendido. Si se definen los simbolos extendidos como vectores de n elementos, representados
estadisticamente por las variables aleatorias vectoriales X y Y, con alfabetos

M7 —1 M3 —1
X e{zitis Y €{y;},2%

x; = [z;[0], z[1], -+ 2iln — 1], y; = [y;(0], 95 (1), -, ys[n — 1]]

las probabilidades de transicién sobre los simbolos extendidos son

vy x(wyl20) = [ pix (w1106,
=0

En la figura no se han etiquetado las ramas con las probabilidades de transiciéon por falta de
espacio en la misma, pero dichas probabilidades se obtienen de forma muy sencilla, habiendo 4
posibles valores:

= Si el simbolo extendido de entrada y el de salida coinciden, la probabilidad de transicién
asociada es

Py x(yle) = (1—¢)”.

= Si entre el simbolo extendido de entrada y el de salida la distancia de Hamming es 1 (cambia
sélo un bit), la probabilidad de transicién asociada es

py.x(y;le) =¢- (1 —¢).
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» Si entre el simbolo extendido de entrada y el de salida la distancia de Hamming es 2 (cambian
dos bits), la probabilidad de transicién asociada es

py x(y;lx:) =*- (1—e).

= Por ultimo, si entre el simbolo extendido de entrada y el de salida la distancia de Hamming
es 3 (cambian los tres bits), la probabilidad de transicién asociada es

py x(y;le;) = €.

Basicamente, la probabilidad de que un bit coincida entre entrada y salida es 1 — ¢, y la de que
sea distinta es €, de donde de forma directa se obtienen estas cuatro probabilidades.

Evidentemente, para probabilidades de error de bit £ bajas, las dos primeras probablidades son
mucho mayores que las dos ultimas (es mucho mas probable tener cero o un error sobre los tres
bits, que tener dos o tres errores). Se podrian por tanto dividir las transiciones en transiciones de
alta probabilidad y de baja probabilidad. Esta division se muestra en la Figura 5.24 mediante un
codigo de colores: en negro se representan las transiciones de alta probabilidad y en verde las de
baja probabilidad.

000 000 000 » 000 000 000
001 001 001 001 001 001
010 010 010 010 010 010
011 o 011 011 011 011 011
100 100 100 100 100 100
101 101 101 101 101 101
110 110 110 110 110 110
111 111 111 ° 111 111 111

Figura 5.24: Distincién entre transiciones de alta (negro) y de baja (verde) probabilidad y seleccién
de un subconjunto de simbolos extendidos sin solapamiento en los enlaces e alta probabildad.

Hecha esa distincién, ahora es posible buscar un subconjunto de simbolos extendidos a la entrada
cuyas salidas sean disjuntas en cuanto a las transiciones de alta probabilidad, lo que sucede por
ejemplo con los simbolos extendidos 000 y 111, como se ilustra en la figura. Ahora, cuando se trans-
mite uno de los dos simbolos extendidos, si se producen sélo las transiciones mas probables, a partir
de la salida se identificara correctamente el simbolo extendido transmitido. Obviamente, también
se puede producir alguna transicién de baja probabilidad, en cuyo caso se producira un error al
identificar el simbolo extendido transmitido. En ese caso, la probabilidad de error vendra dada
por la probabilidad de que se produzca alguna de las transiciones poco probables, que para este
ejemplo sera

P.=1x(1-¢eP+3xe-(1-¢)

Este valor se obtiene teniendo en cuenta que las transiciones de baja probabilidad son las que
correspondientes a dos o tres errores de bit en la transmision, y que sélo hay un patrén de tres
errores y tres de dos errores para cada bloque de tres bits transmitidos.

Como ejemplo numérico para ilustrar el beneficio obtenido, si un sistema de comunicaciones
binario tiene una BER ¢ = 0,1, uno de cada 10 bits serd erréneo (porcentaje del 10 %). Usando
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como base ese sistema y una extensién como la del ejemplo de orden n = 3, la probabilidad de
error pasard a ser P, = 0,028; es decir, se puede conseguir un porcentaje del 2,8 % de bits erréneos
usando como base para la transmisién un sistema con un porcentaje de error del 10 %. Para el
caso € = 0,01 el porcentaje de bits erréneos del sistema serd del 1 %. En ese caso P, = 2,98 x 1074,
lo que significa un porcentaje de error de aproximadamente el 0,03 %.

Esta técnica permite reducir la probabilidad de error de un sistema, pero naturalmente lo hace
a costa de algo. Y ese algo es la tasa de transmisién de informacion. Si se usa el sistema sin la
extension, en cada uso del canal se transmite un bit de informacion. Si se usa el sistema extendido,
como solo se transmiten 2 de los 8 posibles simbolos extendidos, cada uno de ellos transportara un
bit de informacién real, por ejemplo 000 transportard el “0” y 111 transportard el “1”. De esta
forma, en cada 3 usos del canal se enviara un sélo bit de informacion, con lo que la tasa efectiva, que
serfa 1/3 (1 bit de informacién por cada 3 usos del canal), ha disminuido respecto a la transmisién
directa sin la extension.

La eleccién del subconjunto de elementos sin solapamientos en transiciones de baja probabilidad
no tiene por qué restringirse a dos simbolos extendidos. Seria por ejemplo posible hacer una
extension de orden n = 5, y elegir 4 simbolos extendidos cuyas transiciones de alta probabilidad
(definidas como aquellas en las quese producen cero errores o un error de bit sobre los cinco bits
transmitidos) no se solapen; podrian ser por ejemplo los simbolos 00000, 10101, 01110 y 11011. En
este caso, al haber 4 simbolos extendidos, cada 5 usos del canal se enviaran 2 bits de informacién
real, por lo que la tasa de transmisién efectiva de informacion serd 2/5.

Codificacion de canal

En general a esta técnica basada en la definicién de simbolos extendidos de orden n que se utiliza
para poder realizar una transmisién con una probabilidad de error suficientemente baja sobre un
sistema que inherentemente tiene una probabilidad de error mayor se le denomina codificacion de
canal. La técnica no estd limitada a su utilizacién sobre sistemas binarios, como en los ejemplos
que se han utilizado para su presentacion, sino que se puede emplear también sobre sistemas M-
arios. La Figura 5.25 ilustra el funcionamiento de un sistema que utiliza la codificacién de canal
como mecanismo para controlar la probabilidad de error del sistema.

Codificador Decodific.
DMC DMC
14 X4 ' 3
E’HI ..... N [T H_[Z]. DMC L[Z].H[ ..... N [T HB_W.
12 k 12 n 12 n 12 k

Figura 5.25: Codificador y decodificador de canal para la transmisién sobre un canal digital mo-
delado mediante un canal discreto sin memoria.

Un sistema de codificacion de canal esta compuesto por un codificador en el lado del transmisor,
que lleva a cabo la codificacion de canal’y un decodificador en el lado del receptor, que lleva a cabo
la decodificacion de canal. El codificador tiene como entrada un vector de k simbolos M-arios, que
define un alfabeto de entrada, formalmente denominado conjunto de indices, de M* elementos. Este
conjunto de indices estaria compuesto en los ejemplos anteriores por los bloques de informacién
efectiva que se va a transmitir en cada n usos del canal. Ante cada entrada, el codificador genera
como salida un vector de n simbolos de entrada al DMC, haciendo corresponder a cada una de
las combinaciones de k simbolos M-arios que forman el conjunto de indices, una combinacién de
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n simbolos del DMC 6 palabra cddigo. En los ejemplos anteriores, estas palabras cédigo serian
el subconjunto de simbolos extendidos cuyas salidas se solapan con baja probabilidad. En estas
condiciones, se dice que este es un cdédigo C(k,n), donde al valor n se le suele llamar longitud
del cédigo. El conjunto de todas las palabra cédigo (M*), se denomina diccionario del cédigo. El
decodificador funciona de forma reciproca. Formalmente un cédigo queda definido por el conjunto
de indices y las funciones de codificacién y decodificacién. Los diccionarios del cédigo para los dos

ejemplos anteriores, que en ambos casos eran codigos binarios, serian los que se muestran en la
Tabla 5.1.

Conjunto de indices Palabras codigo Conjunto de indices Palabras cédigo
000 00 00000
1 111 01 10101
10 01110
11 11011
Cédigo de ejemplo C(1, 3) Cédigo de ejemplo C(2,5)

Tabla 5.1: Diccionarios del cédigo para los dos ejemplos binarios que se han utilizado para ilustrar
la técnica de codificacion de canal.

Un parametro muy importante en todo cédigo de canal es el que define el cociente entre el
nimero de simbolos a la entrada del codificador, k, y el nimero de veces que se utiliza el DMC
para transmitir la palabra cédigo, n, ya que define la cantidad de informacion real que se transmite
en cada uso de canal. Este parametro se denomina tasa de transmision o simplemente tasa del
codigo. Habitualmente se denota por R y se mide en simbolos por uso del DMC

k
R = — simbolos por uso.
n

Para sistemas binarios, las unidades de esta tasa del cddigo son bits por uso del canal.

Teorema de codificacién de canal

Al presentar el principio de la codificacién de canal se ha visto que hay un compromiso entre
la tasa de transmisién o tasa del cddigo y las prestaciones obtenidas. De forma natural surgen
algunas preguntas respecto a las prestaciones que se pueden obtener con esta técnica. ;Es posible
reducir la probabilidad de error tanto como se desee utilizando esta técnica sobre cualquier tipo
de canal? ;Qué limitaciones imponen las caracteristicas del canal sobre las prestaciones que puede
ofrecer la capacidad de canal? La respuesta a estas preguntas esta en el denominado teorema de
codicicacion de canal, presentado por Claude Shannon en 1948.

El teorema de codificacion de canal demuestra que existe un limite para la maxima tasa a la que
se puede transmitir por un canal discreto sin memoria, que es el que se denomina capacidad de
canal, y que se obtiene formalmente como el valor méximo, sobre todas las posibles distribuciones
para el alfabeto de entrada del canal, de la informacién mutua entre la entrada y la salida del
canal, es decir

C = méx [(X,Y),
px (i)
donde I(X,Y) es la informacién mutua entre la entrada X y la salida Y del canal. El teorema
ademés demuestra los siguientes aspectos:
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1. Si la tasa de transmisién R es menor que la capacidad del canal C, entonces para cualquier
valor arbitrariamante bajo § > 0 existe un cédigo con una longitud de bloque n suficiente-
mente larga cuya probabilidad de error es menor que 9.

2. Si R > C, la probabilidad de error de cualquier codigo con cualquier longitud de bloque
esta limitada por un valor no nulo que depende de las caracteristicas del canal.

3. Existen codigos que permiten alcanzar la capacidad del canal R = C'.

Es importante hacer aqui una aclaracién sobre el tercer punto. El teorema, aunque demuestra que
es posible alcanzar dicha capacidad, no responde a la pregunta de como se pueden obtener en la
practica dichos cédigos. En un problema practico no se va a alcanzar dicha capacidad, sino que
en general se utilizaran cédigos que estaran por debajo de la misma.

En la siguiente seccién se estudiard cémo calcular la capacidad de canal en primer lugar para
un canal digital, y a continuacién para el canal gausiano. El disefio y anélisis de cédigos de canal
practicos no entra dentro del ambito de esta asignatura, sino que se estudiardn en la asignatura
“Comunicaciones Digitales”.

5.4.2. Capacidad de canal para el canal digital

En primer lugar se va a estudiar el cado el caso del canal digital binario, en el que se agrupan n
bits para formar los nuevos simbolos extendidos que se agruparan a la entrada y salida del sistema
para implementar la codificacién de canal. Para este caso se va a obtener la médxima cantidad de
informacién que se podra transmitir de forma fiable a través del canal de dos formas: mediante
una explicacion intuitiva basada en la definicién de transiciones de alta probabilidad en la linea
de la explicacién utilizada anteriormente para explicar el principio de la codificacién de canal, tal
y como se presenta en [Proakis y Salehi, 2002]; y mediante la definicién presentada por Shannon
en el teorema de codificacion de canal.

Aplicando la ley de los grandes ntimeros, para valores de n suficientemente grandes, cuando por
una canal binario con probabilidad de error de bit € se transmite una secuencia de n bits, la salida
tendra con gran probabilidad n X € bits errdéneos; es decir, la secuencia recibida tendra con alta
probabilidad n x e bits distintos con respecto a la secuencia transmitida. El nimero de posibles
secuencias de n bits que se diferencian en n - € bits viene dado por el niimero combinatorio

("2

Teniendo en cuenta que un ntmero combinatorio se puede obtener como

(1) = m e

y utilizando la aproximacién de Stirling para los ntiimeros factoriales, que viene dada por

n!l = n"e "V2rn

ese numero combinatorio puede aproximarse como

T o Hile)
n-e ’
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donde Hy(¢) es la funcién de entropia binaria con argumento €. Esto significa que para cada posible
secuencia de n bits transmitidos hay aproximadamente 2" 7+() secuencias altamente probables en
la salida del sistema.

Por otro lado, el namero total de secuencias de longitud n bits altamente probables a la salida,
depende de la incertidumbre de cada uno de los bits que forman la secuencia, medida a través de
su entropia, que a la vez dependera de la probabilidad de tener un uno o un cero en la salida. Si
ambos simbolos son equiprobables, todas las secuencias posibles tendran la misma probabilidad, y
el niimero de secuencias altamente probables sera 2™. Pero si los bits en la salida no son igualmente
probables, la probabilidad de las secuencias de salida sera diferente para cada secuencia. Por
ejemplo, si el bit “0” es menos probable que el bit “1”7, las secuencias con muchos ceros seran
menos probables. En ese caso, el niimero de secuencias de bits altamente probables se puede
aproximar a partir de la medida de entropia de la salida, H(Y'), que serda H(Y) = H,(py(0)),

utilizando la expresion
on H(Y) )

Por tanto, el nimero maximo de secuencias de n bits en la entrada sin solapamiento entre las
salidas altamente probables que generan en la salida, y que se denotara como M,,, serd el cociente
entre el niimero de secuencias altamente probables en la salida y el nimero de secuencias que con
alta probabilidad se generan en la salida cuando se transmite una cierta secuencia en la entrada,
es decir

nH(Y
_ 2 -t

58 7 9nHy(e)

El nimero de bits de informacién que se puede asociar a esas M,, secuencias sin solapamiento es
logy Mgs = n (H(Y) — Hy(e)) bits de informacion.

Por tanto la tasa del cdigo resultante sera el cociente entre los bits de informacién y el niimero

de usos del canal
_ logy M,

n
El méximo valor posible de esta tasa R es el que define la denominada capacidad de canal, que se
denota como C'. La entropia de los bits a la salida del canal binario serd maxima cuando los bits
“0” y “1” son igualmente probables, en cuyo caso H(Y) = 1. Por tanto, de forma intuitiva se ha
llegado a que la capacidad del canal para un canal digital binario simétrico con probabilidad de
error de bit € es

R = H(Y) — Hy(e).

C' =1 — Hy(e) bits por uso del canal.

A este resultado se ha llegado de forma intuitiva para el caso del canal BSC. A continuacion
se obtendrd el mismo resultado a partir de la teoria de la informacién. Para ello se calcula la
informacién mutua entre la entrada y la salida del canal y a través de ella se intentara averiguar
qué parte de la informacién se transmite y qué parte se pierde a su paso por el canal.

Para calcular la informacion entre la entrada, X, y la salida, Y, del canal DMC es necesario
conocer las distribuciones de ambas variables. Conociendo la de la entrada, px (x;), como se conocen
las probabilidades de transicion, se conoce la distribucién conjunta de la entrada y la salida

px,y(wz‘,yj) = py|x(yj’95z‘) 'pX(xi)-

A partir de esta, la distribucion de la salida se obtiene como

Mx—1 Mx—1
py(y;) = Z pxy (T, y5) = Z pyix (Ysl7i) - px ().
i=0 i=0
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De este modo se tiene la caracterizacién completa entrada/salida. Tenga en cuenta que para un
BSC
l—e sijg=1
pyix(yslai) = L
€ sij#1
A partir de estas distribuciones se puede calcular la informacién mutua entre entrada y salida
I(X,Y), por ejemplo a través de las relaciones con las distintas entropias, mediante

I(X,Y)=HX)+HY) - HX,Y)=H(X) - HX|Y) = HY) - HY|X).

La informacién mutua entre la entrada y la salida representa la informacién que aporta la salida
del canal sobre la entrada, o la incertidumbre que se elimina sobre el valor de la entrada cuando
se conoce la salida: en definitiva, la informacién que es transmitida por el canal.

Para aclarar esta idea se utilizard I(X,Y) = H(X)— H(X|Y) y se analizaran dos casos extremos
del DMC mas sencillo, el BSC. En este caso, el mejor canal posible es aquel libre de errores, es
decir, e = 0, o alternativamente ¢ = 1. Tenga en cuenta que en un sistema binario equivocarse
siempre es una forma de acertar siempre, sélo hay que cambiar la decisién para ello. El peor caso
posible es el caso en el que € = 1/2 (cualquier £ mayor que 1/2 se puede asimilar, cambiando la
decisién, a un caso 1 — ¢).

Para el caso € = 0, la distribuciéon conjunta entrada salida es

PX,Y(%,?J]') ‘ Zo T ‘ PY(yj)
Yo px (7o) 0 Px (x0)
U 0 px(z1) | Px(z1)

o teniendo en cuenta que no se producen errores, py (y;) = px (z;) o simplemente se puede establecer
la igualdad Y = X. Por tanto,

I(X,Y) = (X, X) = H(X),
lo que significa que H(X|Y) = 0.

Por otro lado, la distribucién conjunta cuando € = 1/2 es

pxy (i, y)) ‘ Zo Ty ‘ py (y))
Yo px(w0)/2 px(z1)/2| 1/2
Y1 px(20)/2 px(z1)/2| 1/2

En este caso, Y presenta una distribucion equiprobable independientemente de la distribucion
de X, como era de esperar. Esto quiere decir que X e Y son estadisticamente independientes, y
la probabilidad conjunta se puede poner como

PX,Y(l’z‘,yj) = px () 'pY(?Jj)-

Como ya se ha deducido con anterioridad, si X e Y son independientes, su informacién mutua es
nula,

I(X,Y) =0,
lo que significa que H(X|Y) = H(X).

De estos dos casos se pueden extraer las siguientes conclusiones:
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1. La informacién mutua entre entrada y salida del canal es la cantidad de informaciéon que
pasa de la entrada a la salida cuando el canal es utilizado. En el caso en que la probabilidad
de error es nula, pasa toda la informacién (I(X,Y) = H(X)), y en el caso en que la entrada y
la salida son estadisticamente independientes se “pierde” toda la informacién (I(X,Y) = 0).

2. H(X|Y) puede interpretarse como la informacién que se “pierde” en el canal, y asi la in-
formacién que “atraviesa” el canal, I(X,Y), es igual a la informacién que hay a la entrada,
H(X), menos la que se pierde, H(X|Y'). Cuando la probabilidad de error es nula la pérdida
es nula, y cuando la entrada y la salida son estadisticamente independientes, la perdida es
total, es decir, igual a la informacién a la entrada del canal.

Estas conclusiones se pueden extender a cualquier DMC con alfabetos de entrada y salida de My
y My simbolos, respectivamente.

Ahora bien, la informacién mutua entre la entrada y la salida del canal depende de la distribucién
de probabilidades a la entrada. Si deseamos saber cual es la maxima cantidad de informacién
capaz de atravesar un determinado canal, es necesario considerar todas las posibles distribuciones
v la que produzca la mayor informacién mutua serd la 6ptima, y la informacién mutua para esa
distribucién serd la maxima informacién capaz de atravesar el canal, es decir, la capacidad de
canal.

Formalmente, se define la capacidad de canal, C', de un canal discreto sin memoria, como

C = méx I(X,Y).

px ()

Sus unidades son bits (o bits por uso de canal).

Algunas propiedades de la capacidad de canal, que derivan de su definicién a través de la
informacién mutua, son las que definen las cotas para su valor minimo y méaximo:

1. C>0,yaque I(X,Y)>0.
2. C<logMx, yaque C=maxI(X,Y) <max H(X) = log Mx.

3. C <log My, por la misma razén.

Para algunos casos sencillos, como el canal binario simétrico, es posible calcular de forma directa
la capacidad del canal. Para el BSC, la informacion mutua es

I[(X,Y)=H(Y) - HY|X)

=H(Y) - Z px(z)H(Y|X = ;)

=H(Y) - pr(xi) (— ZPY\X(%‘W) 10ng|X(yj|ﬂUz')>

J=0

=H(Y) - pr(xi)(—flog(f) — (1 —¢)log(l —¢))

=H(Y) =3 px(e) Hile)

=H(Y) — P}b(a).
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Se comprueba que se llega al mismo resultado obtenido con anterioridad. El maximo de esta
informacién mutua se obtiene, dado que el pardmetro ¢ es fijo y no se puede actuar sobre el, cuando
la entropia H(Y') es maxima. Esto se produce para una distribucién de salida equiprobable, que
para el BSC equivale a tener una distribucién de entrada equiprobable. En este caso, H(Y) =1y
la capacidad de canal vale por tanto

C=1- Hb(€).

Es facil representar esta dependencia con la probabilidad de error teniendo en cuenta la forma de
variaciéon de Hy(e). En un canal con probabilidad de error nula podemos transmitir un bit por
uso del canal, mientras que en un canal con probabilidad de error 1/2 no se puede enviar ninguna
informacién.

Hay que tener en cuenta que el problema del calculo de la capacidad de canal en general se puede
plantear como un problema de maximizacién con restricciones. Maximizaciéon de la informacién
mutua, que depende de las probabilidades de entrada, con las restricciones impuestas por dichas
probabilidades, ya que deben siempre cumplirse las siguientes 2My + 1 restricciones:

» px(z;) >0,parai=0,1,--- Mx — 1.

» px(z;) <1, parai=0,1,--- Mx — 1.

Mx—1

. Z px(z;) = 1.

En algunos canales simples sera posible calcular la capacidad de canal de forma analitica. Para
otro tipo de canales mas complicados, a veces no es posible encontrar de forma sencilla la solucién
de forma analitica. En este caso se recurre a técnicas numeéricas, que barren todas las posibles
distribuciones de entrada hasta encontrar la que hace maxima la informacién mutua.

Ejemplo

Se pretende encontrar la capacidad del canal mostrado en la Figura 5.26.

0,5

Figura 5.26: Un ejemplo de canal DMC

Para obtener la capacidad, lo primero es obtener una expresién de la informacién mutua.
Una opcién es a través de H(Y) y H(Y|X). De la relacién entrada salida se observa que
para los tres casos, dado X = a, X = b o X = ¢, la variable aleatoria de salida Y, tiene tres
simbolos con probabilidades 1/2, 1/4 y 1/4 respectivamente. Por tanto,

1

HY|X=a)=HY|X =b=HY|X =c) = %log2(2) +2x

log,(4) = 1,5.
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Como para todos los simbolos se obtiene lo mismo, independientemente de Px(z;) se tiene
que
H(Y|X)=15.

Por tanto
IV, X)=H(Y)-1,5

Para maximizar I(X,Y"), hay que maximizar H(Y'), y esto supone encontrar la distribucién
de probabilidad de la variable aleatoria de entrada que produce salidas igualmente probables.
En este caso esto sucede para simbolos de entrada igualmente probables. En este caso

H(Y) = logy(3) = 1,585.

Por tanto la capacidad del canal es
C =1,585 — 1,5 = 0,085 bits/uso del canal.

Se observa que es relativamente baja, pero es normal si se tiene en cuenta que tranmitiendo
simbolos a través de este canal se falla un 50 % de las veces.

5.4.3. Capacidad de canal para el canal gausiano

Una vez estudiado el canal digital y cémo se obtiene su capacidad, en esta seccion se extiende
el estudio para el caso del canal gausiano, donde la salida del mismo en un instante dado es
una variable aleatoria continua en lugar de una variable aleatoria discreta. Se tiene en cuanta
en este andlisis que en un sistema de comunicaciones real existen habitualmente dos importantes
limitaciones en cuanto al uso de los recursos:

= Una limitacién en la potencia méaxima que puede transmitirse, que se aplica sobre la senal
de comunicaciones que genera el transmisor.

= Una limitacién en el ancho de banda de la senal transmitida.

Por eso en esta seccion se estudiard cudl es la maxima cantidad de informacién que puede trans-
mitirse de forma fiable en un sistema de comunicaciones digitales a través de un canal gausiano
cuando la potencia maxima de la senal transmitida estd liminada a Py wattios y el ancho de
banda disponible son B Hz. Al igual que en la seccién anterior, el andlisis se realizara de dos
formas. Por un lado se hard una demostracién més intuitiva en términos del nimero de simbolos
que pueden transmitirse con baja probabilidad de solapamiento de sus salidas, en la linea del
tratamiento seguido en [Proakis y Salehi, 2002], y por otro se obtendra también la capacidad de
canal mediante un desarrollo basado en la teoria de la informacién, siguiendo la linea del anélisis
realizado en [Artés-Rodriguez et al., 2007].

Capacidad del canal gausiano: demostracién intuitiva

En un canal gausiano la salida del canal se modela mediante una variable aleatoria Y que se
relaciona con la entrada, modelada mediante una variable aleatoria X, a través de la relacién
aditiva

Y=X+7
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donde Z es una variable aleatoria que modela el efecto del ruido, con una distribuciéon gausiana,
de media nula y con varianza (potencia de ruido) Py.

La idea a seguir para obtener la capacidad del canal es similar a la seguida en el canal digital.
Se va a muestrear las senales transmitida y recibida en n instantes de tiempo con el objetivo
de ver cudl es el méaximo ntimero de posibles valores de la senal transmitida que da lugar en la
salida a valores con baja probabilidad de solapamiento en el limite cuando n tiende a infinito.
La restricciéon de potencia en la senal transmitida implica que si se tienen n realizaciones de la
variable aleatoria X, que se agrupan en un vector &

T = {xl,fﬁg,"‘ 7l'n},

lo que modelaria el valor de la sefial transmitida en n instantes, para un valor de n suficientemente

grande, se cumple
1 n
(Lt

En este caso x; no denota el alfabeto de una variable aleatoria discreta, sino las n realizaciones
de la variable aleatoria continua X que modela la amplitud de la sefial transmitida, s(¢), en n
instantes de tiempo.

Para bloques de longitud n de valores a la entrada, salida y de ruido, agrupados en los vectores
x, Yy v z, respectivamente, se puede escribir la relacién vectorial

Yy=x+z.

Si n es suficientemente grande, por la ley de los grandes niimeros, la limitacion en potencia del
término de ruido implica la restriccion

DIEEF BUEAES
i=1

i=1

Finalmente, dada la independencia entre X y Z, la potencia de Y serd la suma de las potencias
de X y Z, es decir Py = Px + Py, de tal modo que sobre las n muestras de la salida se tendra la
restriccion

1 n
Eny < Py = Px + Py.
i1

Teniedo en cuenta que la suma de coordenadas al cuadrado de un vector proporciona su norma al
cuadrado, las restricciones que imponen la potencia de la senal transmitida y la potencia de ruido
se pueden escribir de la siguiente forma

2> < nPy, [ly —|* < nPy. [yl]> < n(Px + Py).

La interpretacién geométrica de las restricciones que imponen la potencia de la senal transmitida
y la potencia de la senal de ruido, conduce a las siguientes conclusiones cuando n se incrementa
de forma asintética

= La representacion vectorial de las n muestras de la senal transmitida, x, se encuentra loca-
lizada en una hiper-esfera n-dimensional de radio v/nPx centrada en el origen.

= La representacién vectorial de las n muestras de la senal de salida, y, se encuentra en una
hiper-esfera n-dimensional de radio v/nPz y centrada en torno a la representacién vectorial
de las n muestras de la senal transmitida, x.
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= La representacién vectorial de las n muestras de la senal recibida, ¥y, se encuentra localizada
en una hiper-esfera n-dimensional de radio y/n(Px + Pz) centrada en el origen.

Haciendo uso de esta interpretacién geomética, el cdlculo de la capacidad del canal equivale a
encontrar cuantas secuencias distintas de n muestras de la senal transmitida x se pueden obtener
de tal forma que las salidas a que dan lugar no se solapen sobre el espacio de salida. Obviamente,
si se cumple esta condicién, entonces las secuencias de salida se pueden decodificar de forma fiable.
Por tanto, la pregunta a la que hay que responder para establecer el valor de la capacidad del canal
es: s Cuantas esfereras de radio \/nPy se pueden empaquetar en una esfera de radio \/n(Px + Pz)?

La Figura 5.27 ilustra este planteamiento del problema para el cdlculo de la capacidad de canal.

Hiper-esfera n-dimensional de

radio \/n(PX +Pz)

Hiper-esferas n-dimensionales

de radio v/nPz

e=x
=y=x+=z2

Figura 5.27: Interpretacion geométrica del rango de las n muestras en la salida cuando se transmite
un cierto valor para las n muestras de la entrada para el calculo de la capacidad de un canal
gausiano.

La respuesta, de forma aproximada, se puede obtener mediante la relacién entre los voliumenes
de las dos hiper-esferas. El volumen de una hiper-esfera de dimension n y radio r es proporcional
a su radio elevado a la potencia n,

Vi, = K,r",

donde K, es una constante independiente del radio que depende de la dimensién del espacio. En
este caso, el numero méaximo de simbolos, entendidos como bloques de n muestras de la senal
transmitida, que pueden ser transmitidos con fidelidad a través de un canal gausiano se aproxima,
mediante el cociente entre el volumen de la esfera en que estd contenida la representacién de las
n muestras de la salida del canal, que tiene radio \/n(Px + Pz), y el volumen de la esfera en que
esta contenida la representacion de la salida cuando se ha transmitido un cierto simbolo «, que
tiene radio v/nPz. Este cociente es por tanto

Mss =

K.(n(Px + Py))"* [ Px+ Pz\"*
K,(nPz)"2 Py

PX n/2
—(14+2) .
( +PZ)

Como con M, secuencias sin solapamiento se pueden codificar log, M, bits de informacién, la
capacidad del canal gausiano con restricciéon de potencia Py y potencia de ruido Py viene dada
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por el cociente entre este niimero de bits y el nimero de usos del canal, que sera n, es decir

logy M 1n Px
== =——1 1+ —=
¢ n n2 08 < * PZ)

1 Px
=—1 1+—=—.
5 0g2< +PZ)

Ahora hay que recordar que al trabajar con una limitacion en el ancho de banda, en el receptor
se filtra la senal recibida con un filtro ideal de ancho de banda B Hz para minimizar el efecto del
ruido, con lo que la potencia del ruido filtrado es

P, = N,B.

Por tanto la capacidad del canal gausiano es

1 P
C= 3 log, (1 + WXB> bits/uso.

Si se multiplica este resultado por el niimero de usos (transmisiones) por segundo, que cumpliendo
el teorema de Nyquist son 2B, se obtiene la capacidad del canal en bits/s,

P :
C = Blog, (1 + NOB) bits/s.

Esta es la conocida férmula de Shannon para la capacidad de un canal con ruido aditivo blanco y
gausiano.

Capacidad del canal gausiano a través de la informacién mutua

A este mismo resultado se puede llegar también a través de una derivacion mas formal basada
en la teorfa de la informacién [Artés-Rodriguez et al., 2007]. En el modelo de canal gausiano la
relacién entre la entrada y la salida viene dada por

Y=X+2,

donde Z es una variable aleatoria gausiana, de media nula y varianza P, = NyB. De este modo
la distribucién condicional de Y dado X, fy|x(y|z), es una distribucién gausiana de media x y
varianza o? = P,. La capacidad del canal se obtendrd a través de la informacién mutua de la
misma forma que para el canal digital, maximizando la informacién mutua entre la entrada y la
salida del canal, pero incluyendo la restricciéon en la potencia méxima para la senal transmitida
(sin esta restriccién, la capacidad seria teéricamente infinita). Es decir, se define la capacidad de
canal como
C = max I(X,)Y),
fx (2)| E[X?]<Px
donde la restriccién en potencia viene dada por la limitacién E[X?] < Px.

La informacién mutua entre entrada y salida se puede calcular a través de su relacién con las
entropias diferenciales

I(X,Y)=hY) = h(Y|X) = h(X + Z) — h(Z).
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La entropia diferencial del ruido se calcula de forma muy sencilla, ya que su distribucion es gausiana
de media nula y varianza o? = Py, caso que ya se ha considerado con anterioridad, por lo que

nMZ) = /OO fz(2)log, f%@ dz = %log2 2mePy.

Esta entropia diferencial depende Unicamente de la varianza del término de ruido, P, = NyB. Por
tanto la informacién mutua se puede escribir como

1
I(X,Y) = h(X + Z) — 5 log, 2mePy.

Para obtener su maximo se hara uso de la siguiente propiedad sobre la entropia diferencial:

= Si una variable aleatoria tiene un valor fijo de varianza, la funcién densidad de probabilidad
que hace maxima su entropia diferencial es la distribucién gausiana.

La demostracién de esta propiedad se puede ver, por ejemplo, en [Artés-Rodriguez et al., 2007],
Capitulo 9, pagina 565.

Dado que X y Z son estadisticamente independientes y Z tiene media nula, la varianza de Y es
la suma de las varianzas de X e Y, por lo que

E[Y?| = E[(X + Z)?| = E[X?]| + E[Z?| < Px + Py.

Como la varianza de Y estd acotada, la capacidad se alcanza cuando Y tiene una distribucion
gausiana, en cuyo caso el valor maximo de la informaciéon mutua, y por tanto la capacidad, es

1 1 1 P
C = 3 log, 2me(Px + Pz) — 3 log, 2mea® = 5 log, (1 + —X> .

Este resultado es el mismo que el obtenido anteriormente.

5.5. Limites en un sistema digital de comunicaciones

En la seccion anterior se ha obtenido la capacidad de canal para el canal gausiano

Px
C=B-lo 1+ —— | bits/s.
g2 < No B) /
Ademas de por supuesto del valor de Ny, el valor de la capacidad de canal depende de dos
parametros relevantes de todo sistema de comunicaciones: la potencia de la senal transmitida, Py,
y el ancho de banda disponible, B Hz. En esta seccién en primer lugar se analizara la dependencia
de la capacidad de canal con estos dos pardametros del sistema de comunicaciones.

En cuanto a la potencia de la senal transmitida, el analisis es sencillo. Si se incrementa la potencia
transmitida, se incremente la capacidad de canal: obviamente, cuanto mayor es la potencia, mas
niveles (o simbolos de longitud n muestras) se pueden poner, y més bits/uso son posibles. Sin
embargo hay que tener en cuenta que el incremento sigue una ley logaritmica, de modo que para
poder obtener un incremento lineal en la capacidad, es preciso un incremento exponencial en la
potencia transmitida. En cualquier caso, teéricamente es posible incrementar la capacidad hasta
el infinito incrementando la potencia de la senal transmitida.
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El efecto del ancho de banda en la capacidad del canal es diferente. Incrementar B tiene dos
efectos contrapuestos. Por un lado, un mayor ancho de banda incrementa la velocidad de transmi-
sién, pero por otro lado incrementa el nivel del ruido y por tanto reduce las prestaciones. Haciendo
llegar B al limite infinito, y aplicando la regla de L’Hopital, se obtiene el limite de la capacidad
de canal cuando el ancho de banda tiende a infinito

Px Px
lim C' = —log,(e) = 1,44—.
B—o0 NO gQ( ) ’ NO
Este resultado significa que, al contrario de lo que sucede con la potencia de la senal transmitida,
el incremento del ancho de banda del canal por si s6lo no puede aumentar la capacidad hasta

cualquier valor deseado, sino que hay un limite méximo alcanzable que depende de la relacién
senal a ruido (Px/Ny).

El teorema de codificacién de canal de Shannon plantea un limite maximo en la tasa de trans-
misién de informacién con un sistema de comunicaciones digitales. Esto quiere decir que en un
sistema de comunicaciones practico, siempre se debe cumplir que la tasa de transmisién efectiva
(definida sobre los bits de informacién) esté por debajo de la capacidad de canal, R < C. Para el
caso del canal gausiano esto implica que la velocidad de transmision binaria, R, bits/s, tiene que
estar por debajo de la capacidad del canal. Definiendo la relacién senal a ruido como la relacién
entre la potencia de la senal transmitida y Ny

Px Py

N = — = —
SN P,  No,B’

esto significa que se debe cumplir la relaciéon
R, < Bl 1+ P bits/
0 — its/s.
b g NoB

Dividiendo los dos lados de esta desigualdad por B, definiendo la tasa binaria espectral, o eficiencia
espectral, como

n= % bits/s/Hz,

se obtiene el siguiente limite para la eficiencia espectral en un sistema de comunicaciones practico
Px
<lo 1+ :
n €2 ( Ny B)

Si ahora se define la energia media por bit como el cociente entre la potencia de la senal transmitida
y la tasa de transmision binaria

Px
E,=—
b Rb )
v la correspondiente relacién entre Ej, y Ny,
E, SNR
NO n ’

se puede reescribir la limitacién de la tasa binaria espectral o eficiencia espectral en términos de

esta relacion como
<1 1 l
n og +n .

Esta restriccion que relaciona la relacion senal a ruido y la eficiencia espectral del sistema se
escribe en la literatura con varias expresiones alternativas equivalentes, como por ejemplo
By - 2 —1
No n
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Esta expresién indica que hay un valor minimo de relaciéon Ej/Ny que es necesario para poder
tener una comunicacién fiable. En el caso de esta expresion, si se calcula su limite cuando 7 tiende
a infinito se tiene

E
lim — =1n?2 = 0,693 ~ —1,6 dB.

n—0o0 [N

La curva que define el valor limite de la tasa binaria espectral como una funcién de la relaciéon
E}/No, que se representa en la Figura 5.28, divide el plano n vs E,/Ny en dos regiones. En una
region, debajo de la curva, es posible una comunicacion fiable (entendida como una comunicacion
en la que el uso de técnicas de codificacion de canal permite reducir la probabilidad de error
hasta niveles arbitrariamente bajos). En la otra, por encima de la curva, no es posible tener una
comunicacién fiable. Las prestaciones de cualquier sistema se pueden representar mediante un
punto en el plano de esta curva. Cuanto mas cerca esta el punto de la curva, mas cerca esta el
rendimiento de ser 6ptimo.

n = £ bits/s/Hz

: 1 10+1 Rb > C
: Ry < C
' 1
i f f f f
E 5 10 15 20 % (dB)
R (U
—1,592

Figura 5.28: Valor limite de la tasa binaria espectral n (bits/s/Hz) frente a relaciéon E,/Ny para
un canal gausiano. Se distingue la regién donde es posible una comunicacién fiable (en verde) de
la regién donde no es posible (en rojo).

Se puede ver que esta curva, cuando 7 tiende a cero, la relaciéon FEj /Ny tiende al valor anterior-
mente calculado

Ey
— =1In2=0,693 ~ —1,6 dB.
NO n ) )

Este es un minimo absoluto para una comunicacién fiable, es decir, que para que se pueda tener
una comunicacién fiable, la relacién E,/Ny ha de estar por encima de ese limite.

En esta figura se pueden también apreciar dos cosas en cuanto al valor de n:
1. Cuando n << 1, el ancho de banda es grande y la tinica limitaciéon aparece por la potencia.
En este caso se habla de sistemas limitados en potencia. En este caso hay que utilizar

constelaciones sencillas.
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2. Cuando 1 >> 1 el ancho de banda del canal es pequeno y se habla de sistemas limitados en
ancho de banda. En este caso se utilizan constelaciones muy densas (p.e. 256-QAM).

La expresion anterior indica un limite minimo que debe alcanzar la relaciéon entre la energia de
la senal y la del ruido para poder transmitir con una cierta eficiencia espectral de forma fiable.
Aunque en la literatura ese limite se suele expresar a través de la relacién E;, /Ny, en otras ocasiones
se expresa a partir de la relacion senal a ruido, en cuyo caso la expresion resultante es

SNR >2"—1.

Dado este limite minimo de SNR, en ocasiones se define la denominada “relacion senal a ruido
normalizada”, que basicamente compara la relacién senal a ruido de trabajo con ese minimo nivel

requerido
SNR

2 —1

Por la propia definicién de esta relacion senal a ruido normalizada, en un sistema practico debe
tomar valores mayores que la unidad, o lo que es lo mismo, mayores que 0 decibelios. Se trata
por tanto de una medida relativa que indica lo cerca o lejos que se encuentra el sistema del valor
limite de funcionamiento en la zona fiable.

SNRnorm =

Open Course Ware (OCW) 329 (©Marcelino Lazaro, 2014



