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4.8. Ejercicios

Ejercicio 4.1 Para el conjunto de simbolos de la Figura 4.95
a) Aplique el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener una base ortonormal que permita la
representacion vectorial de las sefiales

1) Obtenga la base ortonormal, y diga cudl es la dimension del espacio de senales.

11) Obtenga la representacion vectorial de las senales.

b) Calcule la energia de cada senal a partir de su representacién vectorial (compdrela con la
obtenida a partir de la definicién temporal de la senal).

c¢) Calcule la energia de la diferencia entre cada una las seis senales y la sefial s¢(t) a partir de
la representacién vectorial de las sefiales (puede compararla con la obtenida en el dominio

temporal).
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Figura 4.95: Senales para el Ejercicio 4.1.

Ejercicio 4.2 Un sistema de comunicaciones binario emplea pulsos rectangulares causales de
duracién T' y amplitudes +£A para transmitir informacién a una velocidad de 100 kbits/s. Si
la densidad espectral de potencia del ruido aditivo gausiano es Ny/2, con Ny = 107* W/Hz, y
suponiendo que ambos simbolos se transmiten con la misma probabilidad, determine el valor de
A necesario para:

a) Obtener una probabilidad de error de sfmbolo aproximada P, ~ 107%.

b) Obtener una probabilidad de error de bit aproximada BER =~ 1075,

Ejercicio 4.3 Un sistema de comunicaciones binario utiliza una constelaciéon con dos simbolos,
ayp = +A y a; = 0. Si se transmite sobre un canal aditivo gausiano, con densidad espectral de
potencia Ny/2, y las probabilidades de los simbolos son p4(ag) = 1/3, y pa(a;) = 2/3:
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a) Calcule el decisor 6ptimo (es decir, calcule el umbral de decision).

b) Calcule la probabilidad de error.
Ejercicio 4.4 Se tiene la constelacién de la Figura 4.96. Se supone que los simbolos tienen la
misma probabilidad. Tomando T' =1

ao

as ai

Figura 4.96: Constelacion Ejercicio 4.4.

a) Calcule al energia media por simbolo, E.

b) Disene una constelacién alternativa que, con la misma probabilidad de error, tenga la minima
energia media por simbolo. Calcule el nuevo valor de Fi.

¢) Para cualquiera de las dos constelaciones, obtenga un limite de la probabilidad de error me-
diante la cota de la unién y la cota holgada.

Ejercicio 4.5 Para la implementacion de un sistema de comunicaciones de tres simbolos equi-
probables, el modulador transmite las tres senales mostradas en la Figura 4.97.

a) Calcule la energia media por simbolo.

b) Calcule alguna cota de la probabilidad de error.

Ejercicio 4.6 Un sistema de comunicaciones emplea la constelacién unidimensional
apo=0,a,=1, a; =2, az =3,

Las observaciones proporcionadas por el demodulador estan caracterizadas por el canal discreto
equivalente
qn] = Aln] + z[n],

donde cada muestra del término de ruido, z[n|, tiene la funcién densidad de probabilidad repre-
sentada en la Figura 4.98.

a) Obtenga la expresion analitica de la funcién densidad de probabilidad de la observacién con-
dicionada a la transmisién de cada simbolo (es decir, fqa(q|a;), para todo 7).

b) Disene el decisor éptimo para simbolos equiprobables.

c¢) Calcule la probabilidad de error para el decisor anterior.
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Figura 4.97: Senales Ejercicio 4.5.

f2(2)

Figura 4.98: Constelacion y funcién densidad de probabilidad del término de ruido para el Ejercicio

4.6.
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d) Disefie el decisor 6ptimo para las siguientes probabilidades de simbolo: pa(ag) = pa(as) = 1/6,
pa(ar) = pa(az) = 1/3.

e) Calcule la probabilidad de error para el decisor anterior.

Ejercicio 4.7 Un sistema de comunicaciones binario utiliza las siguientes senales para la trans-
mision de los dos simbolos:
Bog<i<r
so(t) = —si1(t) = N T

0, en otro caso

El receptor se implementa como se muestra en la Figura 4.99 (representaciéon para la recepcion
del primer simbolo de la secuencia).

Detector —

r(t) = s;(t) + n(t) /t gt q
0

t=T

Figura 4.99: Receptor para el Ejercicio 4.7.

Determine la relacién senal a ruido a la salida del demodulador (en ¢), suponiendo que el ruido
aditivo es de media nula, gausiano y con densidad espectral de potencia Ny/2 W /Hz.

Ejercicio 4.8 El codigo de linea de Méanchester utiliza las senales de la Figura 4.100 para trans-
mitir los dos simbolos del codigo.
a) Determine la probabilidad de error si ambos simbolos se transmiten con igual probabilidad.

b) Determine la probabilidad de error si la probabilidad de los simbolos es pa(ag) = p y pa(ar) =
1—p.

so(?) s1(t)
+A +AL

Figura 4.100: Senales para el Ejercicio 4.8.
Ejercicio 4.9 Considere un sistema digital de comunicaciones que transmite la informacion em-
pleando una constelaciéon QAM a una tasa de simbolo de 2400 baudios (simbolos/s). Se asume

ruido aditivo blanco y gausiano.
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a) Determine la relaciéon Ej/Ny requerida para conseguir una probabilidad de error de simbolo
aproximada de 107> para una tasa binaria de 4800 bits/s.

b) Repita el cdlculo para una tasa binaria de 9600 bits/s.
c) Repita el célculo para una tasa binaria de 19200 bits/s.

d) Exponga las conclusiones obtenidas a partir de estos resultados.

Ejercicio 4.10 Un sistema de comunicaciones transmite dos simbolos mediante las senales so(t)
y s1(t) que se muestran a continuacién en la Figura 4.101

so(t) 51(t)

A

0 T/2 T t 0 t

Figura 4.101: Senales para el Ejercicio 4.10.

a) Se tiene un canal aditivo gausiano (ruido blanco con densidad espectral de potencia Ny/2).
Dibuje la constelacién, disetie el receptor (demodulador + decisor) 6ptimo, y calcule la proba-
bilidad de error.

b) Si el canal es tal que su salida a una entrada s(t) es as(t) + @A, de nuevo con el mismo tipo
de ruido aditivo, redisene el decisor 6ptimo y calcule la probabilidad de error.

c) Sien la situacién del apartado a) se utiliza el demodulador de la Figura 4.102, disefie el decisor
optimo y calcule la probabilidad de error en este caso. Comente los resultados comparéandolos
con los obtenidos en el apartado a).

) ] St %L

t="T

Figura 4.102: Demodulador para el Ejercicio 4.10.

NOTA: Tenga en cuenta que si no se emplea un demodulador normalizado, la varianza de ruido
discreto ya no es Ny/2.

Ejercicio 4.11 Las cuatro senales de la Figura 4.103 se utilizan para transmitir 4 simbolos igual-

mente probables en un sistema de comunicaciones. Se considera que dichas senales se transmiten
a través de un canal gausiano con densidad espectral de potencia Ny/2.

a) Disene el transmisor: codificador (constelacién) y modulador ({¢;(¢)}, i =0,1,---, N).
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Figura 4.103: Senales para el Ejercicio 4.11.

b) Calcule la energia media por simbolo del sistema, y realice una asignacién éptima de bits
a cada simbolo justificando dicha asignacién (sin la justificacién adecuada, la asignacién no
sera valorada).

c¢) Disenie el receptor 6ptimo (demodulador + decisor) utilizando filtros adaptados causales (hay
que proporcionar la expresién analitica o dibujarlos), obtenga las expresiones de la funcién
densidad de probabilidad de la observacién a la salida del demodulador condicionada a la
transmision de cada simbolo (fga(q|a;), i =0,1,2,3), y calcule la probabilidad de error.

d) Si se utiliza el demodulador de la Figura 4.104, disene el decisor éptimo, obtenga las expresiones
de la funcién densidad de probabilidad de la observacion a la salida del demodulador condi-
cionada a la transmisién de cada sfmbolo (fya(qla;), i = 0,1,2,3), y calcule la probabilidad
de error. Compare este valor con el obtenido en el apartado anterior y explique los resultados
obtenidos.

g(t)

TR e | —

Figura 4.104: Demodulador para el Ejercicio 4.11.

Ejercicio 4.12 Se tiene un sistema de comunicaciones con un transmisor con una tasa de simbolo
R, = 10% baudios. Se asume ruido aditivo blanco, gausiano, y densidad espectral de potencia Ny /2,
con Ny =2 x 1072,

a) Una aproximacién cominmente empleada en sistemas de comunicaciones digitales para la pro-
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babilidad de error de simbolo es

dmin
P~k -Q (W) , (4.4)

donde d,,;, es la minima distancia entre dos puntos de la constelacién y k es el médximo niimero
de simbolos que se encuentran a d,,;;, de un simbolo de la constelacion.

1) Utilizando la aproximacion (4.4), disetie el codificador unidimensional éptimo del sistema
de comunicaciones, con la menor energia media por simbolo, para obtener una probabilidad
de error de simbolo aproximada P, ~ 2 -10~* transmitiendo a una velocidad binaria
Ry = 2 x 103 bits/s.

11) Realice una asignacién 6ptima de bits a cada simbolo, explicando la razén de dicha asig-
nacion, y calcule la tasa de error binaria aproximada.

b) Si el sistema de comunicaciones utiliza el codificador y el modulador definidos en la Figura
4.105:

Po(t)

\/E
T
T T T T
—3\/; —\/; \/; 3\/;
ag a as as

Figura 4.105: Codificador y modulador para el Ejercicio 4.12.

1) Disene el demodulador éptimo utilizando un correlador y utilizando un filtro adaptado

causal (en este tltimo caso proporcione la expresién analitica de la respuesta al impulso
del filtro o bien dibtjela).

11) Si por simplicidad, en lugar del demodulador 6ptimo se emplea un demodulador que
realiza la siguiente operacién sobre la senal recibida (r(t))

T
q:2-/ r(t) dt,
0

disenie el decisor éptimo y calcule la probabilidad de error de simbolo asumiendo simbolos
equiprobables. Discuta si esta probabilidad de error serd mayor o menor que la obtenida
con el demodulador del apartado anterior.

Ejercicio 4.13 Se va a disenar un sistema de comunicaciones que utilizara las ocho senales de la
Figura 4.106 para transmitir ocho simbolos con igual probabilidad. El canal inicamente introduce
ruido, que se considerard blanco, gausiano, estacionario y con densidad espectral de potencia Ny/2.
Por simplicidad en los calculos, considere T" = 2.

a) Realice la asignacién de los bits que transporta cada una de las senales para obtener la minima
probabilidad de error de bit, y justifique la razén para elegir dicha asignacion.
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Figura 4.106: Senales para el Ejercicio 4.13.

b) Obtenga otras 8 senales alternativas (dibuje las ocho senales o proporcione sus expresiones
analiticas) con las que se pueda obtener la misma probabilidad de error que con el conjunto
original, pero que requieran una minima energia media por simbolo, y calcule esa energia media
por simbolo minima.

c¢) Disenie el receptor 6ptimo (demodulador + decisor), y calcule la probabilidad de error obtenida
(puede hacerlo utilizando tanto el conjunto original de sefiales como el obtenido en la seccién
b), ya que en ambos casos la probabilidad de error ha de ser la misma).

Ejercicio 4.14 Un sistema de comunicaciones utiliza una constelacién formada por los siguientes

4 simbolos,
|+l | -1 | -1 |+l
ag = +1 , a1 = +1 , a2 = -1 , a3 = -1 )
que se transmiten con igual probabilidad, y un modulador dado por las funciones base de la Figura

4.107.
o(t) ¢1(t)

4
S

=1
ik

Sl

Figura 4.107: Demodulador para el Ejercicio 4.14.

Por simplicidad en los calculos, en lo sucesivo considere T' = 1. Considere también la transmisién
sobre un canal gausiano con densidad espectral de potencia de ruido blanco Ngy/2.

a) Realice la asignacién binaria que minimiza la probabilidad de error de bit, justificando dicha
asignacion (sin la justificacion adecuada, la asignacién no serd valorada), y calcule la velocidad
de transmision de simbolos, Ry, v la velocidad de transmisién binaria, Rj.

b) Represente las cuatro senales utilizadas para la transmisién de cada simbolo, s;(t), i = {0, 1, 2, 3},
y la senal resultante de la transmision de la siguiente secuencia de simbolos

Al0] = a1, A[l] = ay, A2] = a3, A[3] = ay, Al4] = ao.
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c¢) Disene el receptor 6ptimo (demodulador + decisor), y calcule la probabilidad de error obtenida
con este receptor.

d) Si en lugar del demodulador éptimo se utiliza el demodulador de la Figura 4.108, disene el
decisor 6ptimo para ese demodulador y calcule la probabilidad de error resultante.

T/2
2- /0 o dt
r(t) CE q

T
/ o dt
T/2

Figura 4.108: Demodulador para el Ejercicio 4.14.

Ejercicio 4.15 Un sistema digital de comunicaciones usa una constelacién de 8 simbolos equi-
probables como la que se muestra en la figura. Se supone que el ruido asociado a la transmisién se
modela como un proceso de ruido térmico habitual, estacionario, blanco, gausiano y con densidad
espectral de potencia S, (jw) = %, siendo Ny = 0,03 para este caso.

a) Si se desea que la probabilidad de error de sfmbolo sea aproximadamente P, &~ 2 x 107:

1) determine el valor del radio R requerido;
11) calcule la energia media por simbolo, Fj, de la constelacién resultante;

111) realice la asignacién binaria 6ptima justificindola (sin justificacion no se considerard vali-
da), y estime la tasa de error de bit (BER) aproximada usando dicha asignacion si se
asume que la relacion senal a ruido es alta.

b) Si se desea transmitir a una tasa binaria R, = 1500 bits por segundo a través de un canal en
banda base (inicialmente sin limitacién en el ancho de banda):

1) elija una base ortonormal apropiada para la transmisién justificando su eleccién (debe
proporcionar las expresiones analiticas de cada elemento de la base o un dibujo de la
misma, pero en cualquier caso han de estar claramente indicados los valores numéricos de
amplitudes y duracién de las senales, T seg.);
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11) disene un demodulador éptimo para el sistema de comunicaciones.
c¢) En cuanto al decisor

1) disene el decisor éptimo para el sistema;
11) calcule la cota de la unién (sin despreciar ningin término ni hacer ninguna aproximacion);

111) obtenga la cota holgada y escriba la cota resultante para la probabilidad de error en

funcién del cociente o relacion ff—;

NOTA: la distancia entre dos puntos de una circunferencia de radio R estda dada por d =
2R sen (g), donde @ es el dngulo que forman los radios que unen dichos puntos con el centro.

Ejercicio 4.16 Un sistema de comunicaciones utiliza una constelacion formada por los siguientes

4 simbolos,
0 10 . |1
0 , a1 = 1 , A2 = , A3 = 1 )

que se transmiten con igual probabilidad, y un modulador dado por las funciones base de la figura

1
ap = 0

4 olt) $1(t)

+A

alln
T t _% AJ T t
—A
*B*

Por simplicidad en los calculos, en lo sucesivo considere T' = 1. Considere también la transmisién
sobre un canal gausiano con densidad espectral de potencia de ruido blanco Ngy/2.

a) Determine los valores de A y B, demuestre que las funciones forman una base ortonormal, y
calcule la velocidad de transmisién o tasa de simbolo y la velocidad de transmisién o tasa de
bit.

b) Represente las senales s;(t) asociadas a la transmisiéon de cada simbolo a;, y el fragmento de
la senal resultante de la transmisién de los siguientes primeros 5 simbolos de la secuencia

A[O] = a, A[l] = Qy, A[Q] = as, AB] = Qo, A[4] = ay.

c¢) Realice la asignacién binaria para cada simbolo, justificando dicha asignacién (sin esta justi-
ficacién no se considerara la asignaciéon como valida), y calcule la energia media por simbolo
del sistema. ;Es la constelacién utilizada la mas apropiada en términos del compromiso entre
uso de energia y prestaciones (explique claramente por qué si o por qué no)?

d) Disenie el demodulador 6ptimo, el decisor éptimo, y calcule la probabilidad de error de simbolo
exacta del sistema.

e) Obtenga la aproximacién de la probabilidad de error de simbolo y acote dicha probabilidad de
error mediante la cota de la unién y mediante la cota holgada.

Open Course Ware (OCW) 263 (©Marcelino Lazaro, 2014



