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5.7. Soluciones de los ejercicios

Ejercicio 5.1 Solucion
H(X) = 2,4087 bits/simbolo.
En el caso en que los simbolos son igualmente probables
H(X) =log,(6) = 2,585 bits/simbolo.

Ejercicio 5.2 Solucion

a) Definiendo o = p(1 —¢) + (1 — p)e
H(X) = Hy(p) = —plogy(p) — (1 — p)logy(1 — p).
H(Y) = Hy(a) = —alog,(a) — (1 — a)log,(1 — ).
H(Y|X) = Hy(e).
H(X,Y) = Hy(p) + Hy(c).
H(X[Y) = Hy(p) + Hy(e) — Hy(c)
I(X,Y) = Hy(a) — Hy(e).

Ejercicio 5.3 Solucion

a) H(X) = 2,5282 bits/simbolo. Para simbolos equiprobables

H(X) = log,(7) = 2,8074bits/simbolo.

b) H(Y) = 1,4060 bits/simbolo. Para simbolos equiprobables

H(Y') = log,(3) = 1,585 bits/simbolo

H(X,Y) = 2,5282 bits/simbolo.
H(X|Y) = 1,1222 bits/simbolo.
H(Y|X) = 0 bits/simbolo.
I(X,Y) = 1,4060 bits/simbolo.
Ejercicio 5.4 Solucion

Open Course Ware (OCW) 338 (©Marcelino Lazaro, 2014



f@Y Uniersigad , . ..
Carlos il deMdrid Teoria de la Comunicacién QIolEle]

C' (bits/uso)

Figura 5.39: Capacidad del canal en funcién de e, Ejercicio 5.4.

La capacidad del canal es
C = (1 — ¢) bits/uso,

y que esta capacidad se alcanza para unas probabilidades a priori

1

px(0) =px(1) = o

La capacidad se representa en funcion de ¢ en la Figura 5.39.

Ejercicio 5.5 Solucion

a) C = ¢, para px(xg) = px(z1) = %

b)
H(X,Y) = Hy(p) + Hy(e)

H(X[Y) = (1 —e)Hy(p)

Ejercicio 5.6 Solucion

a) Parae =0
C =log,(3) = 1,585 bits/uso.

Las probabilidades de entrada para las que se alcanza la capacidad del canal son las que
cumplen que

px (1) = px(x3) = %7 [px (o) + px(x2)] = %

Parae =1
C =log,(2) = 1 bit/uso.

Las probabilidades de entrada para las que se alcanza la capacidad del canal son las que
cumplen

[px (w0) + px(22)] = %7 px(x1) + px(x3)] = %

b) &= 0,75
H(X|Y) = 0,931 bits/simbolo.

c) Las probabilidades para las que se obtiene la capacidad del canal son
px(zo) = 0,403,  px(z1) = 0,339, px(x2) = 0,258.
La capacidad del canal es el maximo de la informaciéon mutua

C=H(Y)—- H(Y|X)=1,308 bits/uso
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Ejercicio 5.7 Solucion

a) La capacidad es
C = log,(3) = 1,585 bits/uso

para

px(zo) = px(21) = px(z2) = %

b) Cualquiera de estos dos valores es posible
0,25
E =
0,75

1,5546, & =025
(Y) = o
1,2807, &=0,75

1X.Y) = 1,0137, =0,25
70,7398, £=0,75"

0,5712, &=0,25

HX|Y)=H(X,Y)-H(Y) = .
0,8451, €=0,75

Ejercicio 5.8 Solucion

a) La capacidad de canal es C' =1 bit/uso y se alcanza para
px(w1) =1/2,  px(o) + px(22) = 1/2.
b) H(X|Y) =0y H(X,Y) = Hy(p) +p- Hy(¢). Parae = 3, H(X,Y) = Hy(p) + p.

Ejercicio 5.9 Solucion

a) C' =1 bit/uso, para px(zo) = % y px(21) + px(72) = %

b)
H(X,Y) = 2p+ Hy(2p) + (1 — 2p) Hy(e)
H(X|Y)=2p
Ejercicio 5.10 Solucion
a)
1—c¢ € 0 0
DMC E 1— 28 9 O
P - 0 € 1—2 ¢
0 0 5 1—c¢
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La aproximacion que se ha hecho es que sélo se considera la probabilidad de error entre
simbolos que estén a distancia minima, despreciandose la probabilidad de cometer errores con

simbolos a 2d,,;, 0 3d,in. Eso significa que

k
Q( N0/2> ~ 0, para k > 1,
y que
e=Q L
B No/2 )"
°) 1 1
HY|X) = §Hb(5) + EHb(Qe) +e€
H(X|Y) = %Hb(e) + %Hb(%) te

1
H(X,Y) =2+ -Hye

2
1

)

2
1

I(X,Y) =2~ S Hyle) = 5H(2) — ¢

1
+ —Hy(2e) + ¢

El valor de € que minimiza H(Y|X) y

H(X]Y)

H(X|Y) y maximiza I(X,Y) es ¢ = 0 (en cuyo caso
=HY|X)=0,eI(X,Y)=2).

¢) Los valores minimo y méximo que puede tomar € son e =0y ¢ = %, respectivamente.

1) Para e =0, C' = 2 bits/uso para px(z;) = 1

11) Parae =3, C' =1 bits/uso para px (o)

= px(x3) y px(z1)

i=0,1,2,3.

Ejercicio 5.11 Solucion

a) La matriz de canal para el DMC es

1 0 0 0

DMC 0 1—¢ 9 0
P 10 e 1—€ 0
0 0 0 1

Para la constelacion, la matriz de canal correspondiente es

_ 2 2 _ 5 5 _ 8

! Q(m) Q(W) Q(m) U\ moz) "9\ T
Q(—=2 1—@( L —Q(¢> Q(——~=)-q(-=

pConst. _ VNo/2 Vv No/2 V' No/2 vV No/2 v/ No/2
o) vmm)9(mm) elvmm) (A
Q-2 o) -2 Q( 2 )42( 5
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La aproximacion que se ha hecho es que la probabilidad de transiciéon con simbolos mas alejados
de distancia 2 es nula, o lo que es lo mismo, que sélo se producen errores entre los simbolos a;
y as, lo que sobre los términos de la matriz anterior significa

k
~ (0, para k > 1.
¢ (\/N0/2> g

Por tanto

o)

H(X,Y) =2+ 3 - Hye)

HY|X) = = - Hye).

H(X|Y) = = - Hye).

HXJU_Q—%.m@y

N~ N =

La representacién de estas funciones se muestra en la Figura 5.40.

25 T T

2

1.5
— H(X,Y)

| | ——HEIY)  HY]X)) |
— I(X,Y)

0.5 J

0 L L L L

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

g

Figura 5.40: Representacién de H(X,Y'), H(X|Y') (que es igual que H(Y'|X)) e I(X,Y) en funcién
de €.

Los valores maximos de H(X,Y), H(X|Y), y H(Y|X) se obtienen para ¢ = 1/2, lo mismo que
ocurre con el valor minimo de /(X,Y).

c¢) La capacidad de canal es

9 Hy(e) 1
C=1+H, (1 _|_2Hb(a)> - (1 _|_2Hb(s)> - Hy(e),

valor que se obtiene para

2Hb(5)71 1

px(@o) = px(z3) = 1+ 2Hs(2) px(w1) = px(22) = 2 (1 4+ 2M)
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Ejercicio 5.12 Solucion

l.a=d=0,b=c=¢.

1 1 1
HY)=2+-|(1- 1 1 1 .
() =2+ 5 (1= 20 logy =+ (1+-2u) oy |

Si se tiene en cuenta que 3(1+&9) =1 — 3(1 — &), se podrfan reagrupar términos y escribir
1

1 1
H(X, Y) =2 -+ §Hb<€0) + 5[’[(;(51)

HY|X) = %Hb(eo) + %Hb(el)

H(X‘Y) =1+ %Hb<€0) + %Hb<51) — H, (%(1 - 80))

1 1 1
I(X, Y) =1+ Hb (5(1 — 60)) — §Hb(50) — §Hb(€1)
2. La capacidad del canal es

C =1+ H,(p(l —ep)) —pHy(o) — (1 —p)%Hb(el) bits/uso

para
1

P= HM)HM)}

i [
La distribucién para la que se consigue la capacidad es

px(wo) = px(x3) = 1597 px(71) = px(12) = %

Ejercicio 5.13 Solucion

a)
HY) = 2(1 ot e) + Hy (2(1 et 51)>

2 1 2
H(Y|X) = gHb(E(]) + §Hb(2€1) + 551.

H(X, Y) = 10g2<3) + §Hb<€0) + éHb(Qel) + 581.
HX|Y)=H(X,Y) - H(Y)

I(X,Y)=H(X) - HX|Y) = HY) - HY|X)

b) En este caso el canal que nos queda es el binary erasure channel (BEC)

1
C = (1 — gg) bits/simbolo, para px(z¢) = px(x2) = 3
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c)
C =p(l —eo) + (1= p)2e1 + Hy (p(1 — 20) + (1 = p)2e1) — pHy(e0) — (1 — p) (Hp(261) + 2¢1)

para el valor
Hy(eg)—Hp(2e1)—2e1
(1 — 25‘1) . 2 2e1+ep—1 — e
p= H, o)~y o) —2e1

(1 -2y —gg) -2 Z=F0-1 4 1. (1—¢gg—2e)

siendo la distribucién de entrada

px(z0) = px(72) = g, px(r1)=1-p

d) Sise tiene que gy = €1, es muy facil ver que para €9 = £; = 0 se tiene un canal ideal, en el que
H(Y|X) = 0, y la capacidad se alcalza con simbolos de entrada equiprobables, que generan
simbolos de salida equiprobables y por tanto la capacidad vale log,(3), que es el méximo valor
posible para un sistema con tres entradas y tres salidas.

Ejercicio 5.14 Solucion

a) a =b=c=d=0. Son dos canales BSC en paralelo con distintas probabilidades de error. Por
lo tanto seria un buen modelo para un sistema que enviara bits a través de dos subsistemas

independientes.
b)
H(X) =1+ Hy(p).
H(Y) = 1+ Hy(p)
H(X,Y) =1+ Hy(p) + pHy(e1) + (1 — p)Hy(e0)
H(Y|X) = pHy(e1) + (1 — p)Hy(c0)
H(X[Y) = pHy(e1) + (1 — p)Hy (o)
! C =1+ Hy(p) — pHy(e1) — (1 — p)Hy(20)

1
= 1+ 2Hs(e)—Hy(=0)

p

siendo la distribucién de entrada para la que se alcanza

px(a0) = px(a) = 5. px(a) = px(on) = 52

Ejercicio 5.15 Solucion

)
H(X) = Hy(a), HY) = Hy((1 — a)(1 - 2)), H(Z) = Hy(B(1 - )

H(X,Y) = Hg(a)+ (1 —a)Hy(e)
H(Y|Z) = Hy(B) + BHy(e') — Hy(B(1 =€)
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b) Las probabilidades de transicién, dadas en la matriz de canal, son

1 0 1—-¢ ¢
PYX_[e 1—5]’Pmy_[ 0 1}
1—¢
To Yo Yo <0
5/

1 l—¢ wlUl YUl ?1
c) I(X,)Y)=Hy(1—a)(l—¢)) — (1 —a)Hy(e)
d)

1-¢ g

Pax = Pyix x Pyy = e(l—¢) e’ +1—¢

6,

e) La concatenacién serda un BSC si € =

1—¢’
Ejercicio 5.16 Solucion
a) La matriz de canal es
1 0
P=|¢ 1-c¢
0 1

b) Valores de las entropias en los dos escenarios

1)
H(X) = log, 3 = 1,585 bits/simbolo.
1 1
H(Y) = H, <§(1 + 8)) = H, (5(2 — 5)) bits/simbolo.
1
H(Y|X)=p1-Hye) = 3 Hy(e) bits/simbolo.
1
H(X,Y) =log,3+ 3 H,(e) bits/simbolo.
1 1
H(X|Y) =log,3 + 3 Hy(e) — Hy <§(1 + 5)) bits/simbolo.
1 1 e s
I(X,Y) = H, (5(1 + 5)) e H,(e) bits/simbolo.
I1)

H(X) =2 x0log,0+ 1log, 1 = 0 bits/simbolo,
H(Y) = Hy () bits/simbolo.

H(Y|X) = p; - Hy(e) = Hy(e) bits/simbolo.
H(X,Y) =0+ Hy(c) = Hy(e) bits/simbolo.
H(X|Y') = 0 bits/simbolo,

I(X,Y) = 0 bits/stmbolo.
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c¢) La capacidad de canal, para cada caso, vale

1) C'=méx,, (s, [(X,Y) =1 bit/uso, valor que se alcanza para p = 0, lo que significa que

1)

1 1
C = Hb ( Hy(2) ) - HE N Hb(é),
142715 (1—5)-(1+21—s)

que se obtiene para

1 1

)N px(r1) =p= )N
(1—5)-<1+21—s> (1—5).(1+21—e)

px(zo) =1—-p=1-—
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