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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Capitulo 1. Funciones de variable real
1.1 La recta real

1.2 Funciones elementales

1.3 Limites

1.4 Continuidad
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Clases de nimeros

° N: {(0)7172737}
o Propiedades: (+) asociativa, conmutativa, elemento neutro,
() asociativa, conmutativa, elemento neutro,
(+,-) distributiva.
Problema: x 4+ 3 = 0 no tiene solucién x € N.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Clases de nimeros

e N={(0),1,2,3,---}.
e Z2=4{0,1,-1,2,-2,3,-3,--- }.
o Propiedades: (+) elemento inverso.
Problema: 2x — 3 = 0 no tiene solucién x € Z.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Clases de nimeros

o N=1{(0),1,2,3,--}.

o Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3,--- }.
p

° Q:{E :pyqEZ, q# 0}

o Propiedades: (-) elemento inverso salvo para el 0.
Problema: x?> —2 = 0 no tiene solucién x € Q.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Clases de nimeros

e N={(0),1,2,3,---}.
e Z={0,1,-1,2,-2,3,-3,--- }.
p
° @:{5 : p,qEZ,q#O}
e R = QU{ndmeros con infinitas cifras decimales no periddicas}
(en principio).
o Propiedades: Completitud.

Problema: x2 4+ 1 = 0 no tiene solucién x € R ~» nimeros
complejos!!
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Métodos de demostracion matematica

@ Demostracién directa. P = Q.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Métodos de demostracion matematica

@ Demostracién directa. P = Q.

@ Demostracién por reduccién al absurdo. P = Q es
equivalente a (no Q) = (no P).
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Métodos de demostracion matematica

@ Demostracién directa. P = Q.

@ Demostracién por reduccién al absurdo. P = Q es
equivalente a (no Q) = (no P).

@ Demostraciéon por induccién.

Principio de induccion

La propiedad P, es cierta para todo n € N sj se verifica
@ P; es cierta;

@ si Py es cierta también lo es Pyy.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Desigualdades. Valor absoluto

@ Relacion de orden. Cada a € R verifica una y sélo una de:
a>0,a=0 a<0.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Desigualdades. Valor absoluto

@ Relacion de orden. Cada a € R verifica una y sélo una de:
a>0,a=0 a<0.
ea>bsa—b>0.
ea>b&sa>boa=b.
e a>b c>0= ac> bc.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Desigualdades. Valor absoluto

@ Relacion de orden. Cada a € R verifica una y sélo una de:
a>0,a=0 a<0.

X six >0,

e Valor absoluto |x| = { x six<0
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Desigualdades. Valor absoluto

@ Relacion de orden. Cada a € R verifica una y sélo una de:
a>0,a=0 a<0.

x six>0,
—x six<0.
la| >0VaeR. |aj=0< x=0.
|ab| = |a| - |b].

la+ b| < |a| + |b].

Va2 =|al.

e Valor absoluto |x| = {
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Desigualdades. Valor absoluto

@ Relacion de orden. Cada a € R verifica una y sélo una de:
a>0,a=0 a<0.

X six >0,

e Valor absoluto |x| = { x six<0

e Distancia dist(a, b) = |a — b|.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Intervalos. Subconjuntos de R

e Intervalo abierto. (a,b) = {x € R : a < x < b}.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Intervalos. Subconjuntos de R

e Intervalo abierto. (a,b) = {x € R : a < x < b}.
e Intervalo cerrado. [a,b] = {x € R : a < x < b}.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Intervalos. Subconjuntos de R

e Intervalo abierto. (a,b) = {x € R : a < x < b}.
e Intervalo cerrado. [a,b] = {x € R : a < x < b}.

@ A C R es acotado superiormentesidM e R : x < MV x € A.
M se denomina cota superior. Analogo inferiormente. Se dice
que es acotado si lo es superior e inferiormente.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Intervalos. Subconjuntos de R

e Intervalo abierto. (a,b) = {x € R : a < x < b}.
e Intervalo cerrado. [a,b] = {x € R : a < x < b}.

@ A C R es acotado superiormentesidM e R : x < MV x € A.
M se denomina cota superior. Analogo inferiormente. Se dice
que es acotado si lo es superior e inferiormente.

Principio de completitud:

Todo conjunto de R acotado superiormente posee una cota
superior minima, denominada supremo. Andlogo para infimo.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real

Intervalos. Subconjuntos de R

e Intervalo abierto. (a,b) = {x € R : a < x < b}.
e Intervalo cerrado. [a,b] = {x € R : a < x < b}.

@ A C R es acotado superiormentesidM e R : x < MV x € A.
M se denomina cota superior. Analogo inferiormente. Se dice
que es acotado si lo es superior e inferiormente.

Principio de completitud:

Todo conjunto de R acotado superiormente posee una cota
superior minima, denominada supremo. Andlogo para infimo.

@ Sisup(A) € A entonces se denomina maximo. Andlogo para
minimo.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real
El plano

o R?2={(x,y) : x, y €R}.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real
El plano

o R?={(x,y) : x,y €R}.
e Distancia Si P = (x1,y1), Q = (x2,)2), se define
dist(P, Q) = \/(xl —x2)2 + (y1 — y2)°.
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La recta real
. . Funciones elementales
Funciones de variable real .
Limites

Continuidad

La recta real
El plano

o R?2={(x,y) : x, y €R}.

e Distancia Si P = (x1,y1), Q = (x2,)2), se define
dist(P, Q) = \/(x1 — x2)2 + (y1 — y2)2.
@ Producto escalar de vectores. Ortogonalidad...
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real
El plano

o R?2={(x,y) : x, y €R}.

e Distancia Si P = (x1,y1), Q = (x2,)2), se define
dist(P, Q) = \/(Xl —x2)2 + (y1 — y2)2.

@ Producto escalar de vectores. Ortogonalidad...

@ Curvas elementales
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real
El plano

o R?2={(x,y) : x, y €R}.

e Distancia Si P = (x1,y1), Q = (x2,)2), se define
dist(P, Q) = \/(Xl —x2)2 + (y1 — y2)2.

@ Producto escalar de vectores. Ortogonalidad...

@ Curvas elementales
o Recta. y = ax + b. Pardbola. y = ax?> + bx + ¢, a # 0.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real
El plano

o R?2={(x,y) : x, y €R}.

e Distancia Si P = (x1,y1), Q = (x2,)2), se define
dist(P, Q) = \/(Xl —x2)2 + (y1 — y2)2.

@ Producto escalar de vectores. Ortogonalidad...

@ Curvas elementales

o Recta. y = ax + b. Pardbola. y = ax?> + bx + ¢, a # 0.
o Circunferencia. (x — ¢1)? + (y — @)? = r2.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real
El plano

o R?2={(x,y) : x, y €R}.

e Distancia Si P = (x1,y1), Q = (x2,)2), se define
dist(P, Q) = \/(Xl —x2)2 + (y1 — y2)2.

@ Producto escalar de vectores. Ortogonalidad...

@ Curvas elementales
o Recta. y = ax + b. Pardbola. y = ax?> + bx + ¢, a # 0.
o Circunferencia. (x —c1)? + (y — @)? =r2

(x = C1)2 (y — C2)2 -1

o Elipse. o + =
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real
El plano

o R?2={(x,y) : x, y €R}.

e Distancia Si P = (x1,y1), Q = (x2,)2), se define
dist(P, Q) = \/(Xl —x2)2 + (y1 — y2)2.

@ Producto escalar de vectores. Ortogonalidad...

@ Curvas elementales

o Recta. y = ax + b. Pardbola. y = ax?> + bx + ¢, a # 0.
o Circunferencia. (x — ¢1)? + (y — @)? = r2.

. x—a)? — 0)?
o Elipse. ( 2 ) + by = 2) =1.
2 2
e Hipérbola. (x 82C1) — 5 b2C2) =1.

ucsmMm



La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

La recta real
El plano

o R?2={(x,y) : x, y €R}.

e Distancia Si P = (x1,y1), Q = (x2,)2), se define
dist(P, Q) = \/(Xl —x2)2 + (y1 — y2)2.

@ Producto escalar de vectores. Ortogonalidad...

@ Curvas elementales
o Recta. y = ax + b. Pardbola. y = ax?> + bx + ¢, a # 0.

o Circunferencia. (x — ¢1)? + (y — @)? = r2.
. x—a)  (y—o)

o Elipse. g + ) = :21.

o Hipérbola. (x —82C1) _ _b2C2) =1

o Cénicas. ax?+ by? + cx +dy + e = 0. (No estudiamos el
caso en que aparecen términos cruzados xy)
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Primeras definiciones

Funcion real de variable real

@ Una funcién es una regla cualquiera que hace corresponder un
nimero real y sélo uno a cada ndmero de un cierto conjunto
A C R. Seescribe f : A— R. f(x) es el valor de la funcién f
en el punto x.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Primeras definiciones

Funcion real de variable real

@ Una funcién es una regla cualquiera que hace corresponder un
nimero real y sélo uno a cada ndmero de un cierto conjunto
A C R. Seescribe f : A— R. f(x) es el valor de la funcién f
en el punto x.

@ El dominio de una funcién es el conjunto de niimeros para los
que estd definida y se denota por Dom(f). La imagen es el
conjunto Im(f) = {f(x) : x € Dom(f)}.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Ejemplos de funciones elementales

@ Tipos de funciones: Polinomios, cocientes de polinomios,
funciones trigonométricas, logaritmo y exponencial, raices.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Ejemplos de funciones elementales

@ Tipos de funciones: Polinomios, cocientes de polinomios,
funciones trigonométricas, logaritmo y exponencial, raices.
@ Dominios:

e Polinomios: D = R.
o Cocientes: D = {denominador distinto de cero}.

o /x: D={x>0}.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Ejemplos de funciones elementales

@ Tipos de funciones: Polinomios, cocientes de polinomios,
funciones trigonométricas, logaritmo y exponencial, raices.

@ Dominios:

Polinomios: D = R.

Cocientes: D = {denominador distinto de cero}.

Vvx: D ={x>0}.

senx ycosx: D =R.

tgx: D ={x# n/2+ kr} (donde no se anula cos x).
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Ejemplos de funciones elementales

@ Tipos de funciones: Polinomios, cocientes de polinomios,
funciones trigonométricas, logaritmo y exponencial, raices.
@ Dominios:

e Polinomios: D = R.

Cocientes: D = {denominador distinto de cero}.

Vvx: D ={x>0}.

senx ycosx: D =R.

tgx: D ={x# n/2+ kr} (donde no se anula cos x).
e: D=R.

logx: D ={x > 0}.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales
Inyectividad

e f : A— B esinyectiva si dado y € B no existen xi, x» € A,
x1 # xp con f(x1) = f(x2) = y (si suponemos f(x1) = f(x2)
entonces x; = x2).
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales
Inyectividad

e f : A— B esinyectiva si dado y € B no existen xi, x» € A,
x1 # xp con f(x1) = f(x2) = y (si suponemos f(x1) = f(x2)
entonces x; = x2).

e f : A— B es sobreyectiva si dado y € B existe al menos un
x € Acon f(x) =y.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales
Inyectividad

e f : A— B esinyectiva si dado y € B no existen xi, x» € A,
x1 # xp con f(x1) = f(x2) = y (si suponemos f(x1) = f(x2)
entonces x; = x2).

e f : A— B es sobreyectiva si dado y € B existe al menos un
x € Acon f(x) =y.

o f : A— B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva
(VyeB3IlxeA: f(x)=y).
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales
Inyectividad

e f : A— B esinyectiva si dado y € B no existen xi, x» € A,
x1 # xp con f(x1) = f(x2) = y (si suponemos f(x1) = f(x2)
entonces x; = x2).

e f : A— B es sobreyectiva si dado y € B existe al menos un
x € Acon f(x) =y.

o f : A— B es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva
(VyeB3IlxeA: f(x)=y).

En la grafica de la funcién: si cada linea horizontal que pase por
puntos de la imagen corta como mucho una vez, al menos una vez
o exactamente una vez a la grafica.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Simetrias

graficas
e f essimétrica par si f(—x) = f(x).

Ejemplos: x2, cos x.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Simetrias

graficas
e f essimétrica par si f(—x) = f(x).

Ejemplos: x2, cos x.

@ f essimétrica impar si f(—x) = —f(x).

Ejemplos: x3, sen x.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Composicion

f:A—-B, g:B—->C
h=gof: A= C
h(x) = g o f(x) = g(f(x))

En general Dom(g o f) = {x € Dom(f) : f(x) € Dom(g)}.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Operaciones con graficas

e Traslaciones: horizontal y = f(x + ¢), vertical y = f(x) + c.

2
1
e | =2 1. 2 3

-1
T
s |

3 3

2 2

1 A

-3 2 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Operaciones con graficas

e Dilataciones: horizontal y = f(cx), vertical y = ¢f(x).

3

2

1

e | =2 1. 2 3

-1

T

s |
s 3
2 2
1 1

-3 2 = 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3

el =1
-2 -2
-3 -3



La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Operaciones con graficas

e Dilataciones: horizontal y = f(cx), vertical y = ¢f (x).

2
1
e | =2 1. 2 3

-1

T

s |
s 3
2 2
1 1

-3 -2 1 2z 3 -3 -2 1 1 2 3

el g
-2 -2
-3 -3



La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Operaciones con graficas

e Simetrias: horizontal y = f(|x]), vertical y = |f(x)|.

3

2

1

e | =2 1. 2 3

-1

T

s |
s 3
2 2
1 1

-3 -2 = 1 2z 3 -3 -2 -1 1 2 3

el g
-2 -2
-3 -3
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Operaciones con graficas

e Inversiones: horizontal y = f(1/x), vertical y = 1/f(x).
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Funciones elementales

Coordenadas polares

(x,y) € R? ~» r=+/x>+y?% 60=arctgy/x,
(r,0) € ]0,00) x [0,27) ~~ X = rcos#, y = rsen.
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Funciones de variable real

Funciones elementales
Coordenadas polares

(x,y) € R? ~
(r,0) € 0,00) x [0,27) ~~

La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

r=+x2+y2 6=arctgy/x,

X = rcos@, y = rsenf.

Ejemplo: {1<r <3, 0<60 <7} = medio anillo.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Definicién

Decimos que lim f(x) =/ (y se lee: el limite cuando x tiende a xg
X—Xp

de f(x) es /) si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que
|f(x) — /| < € siempre que 0 < |x — xp| < §.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Definicién

Decimos que lim f(x) =/ (y se lee: el limite cuando x tiende a xg
X—Xp

de f(x) es /) si para todo ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que
|f(x) — 1] < e siempre que 0 < |x — xg| < 9.

@ Ve>0 F6>0:0<|x—x| <6 = |[f(x)—I<e
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Definicién

Decimos que lim f(x) =/ (y se lee: el limite cuando x tiende a xg
X—Xp

de f(x) es /) si para todo ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que
|f(x) — 1] < e siempre que 0 < |x — xg| < 9.

@ Ve>0 F6>0:0<|x—x| <6 = |f(x)—I<e

@ Si existe el limite es tnico. Es decir, si | y m verifican la

definicién, lim f(x) =1y lim f(x) = m, entonces | = m.
X—>X0 X—>X0
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. . mentales
Funciones de variable real

Continuidad

Limites
Propiedades

e Siexisten lim f(x) =1y lim g(x) = m, entonces:
X—>X0 X—>X0
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. . mentales
Funciones de variable real

Continuidad

Limites
Propiedades

e Siexisten lim f(x) =1y lim g(x) = m, entonces:
X—>X0 X—>X0

° lim (cf(x)) =cl.

X—+Xo
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La recta

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites
Propiedades

e Siexisten lim f(x) =1y lim g(x) = m, entonces:
X—>X0 X—>X0

o Jim (cf(x)) = .

° XIer;O (f(x)+g(x)) =1+m.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites
Propiedades

e Siexisten lim f(x) =1y lim g(x) = m, entonces:
X—>X0 X—>X0

o lim (cf(x)) =dl.

° iIZm: f(x)+g(x) =1+m.
° x|i~>n)]<0 (f(x)g(x)) = Im
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites
Propiedades

e Siexisten lim f(x) =1y lim g(x) = m, entonces:
X—>X0 X—>X0
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites
Propiedades

e Siexisten lim f(x) =1y lim g(x) = m, entonces:
X—>X0 X—>X0

, sim#0.



La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites
Propiedades

@ Mas ejemplos:

° lim /x =./x0, six >0.

X—>X0

° lim senx = sen xg .
X—>X0

° lim eX = e*.
X—>rX0

° lim log,x =log,x0, sia>0yxy>0.
X—rXp
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. . mentales
Funciones de variable real

Continuidad

Limites

Limite de la composicién

@ Si lim f(x) =1y lim h(x) = m entonces lim h(f(x)) = m.
X—X0 x— X—>X0
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limite de la composicién

@ Si lim f(x) =/y lim h(x) = m entonces lim h(f(x)) = m.
X—X0 x—/ X—rX0

@ Ejemplos:

o lim /f(x)=VI, sil>0.

X—rX0

o lim (f(x))g(x) =™ si el resultado es distinto de 0°.
X—> X0

o lim log,f(x)=log,(/), sia>0y/>0.

X—>X0
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites laterales

Limites laterales

© Decimos que lim f(x) =1 (y se lee limite cuando x tiende a
X‘)XO

xo por la derecha) si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que
|f(x) — /] < e cuando xg < x < xp + 0.

ucsmMm



La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites laterales

Limites laterales

© Decimos que lim f(x) =1 (y se lee limite cuando x tiende a
X‘)XO

xo por la derecha) si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que
|f(x) — /] < e cuando xg < x < xp + 0.

@ Anadlogamente por la izquierda, x — x; .
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites laterales

Limites laterales

© Decimos que lim f(x) =1 (y se lee limite cuando x tiende a
X‘)XO

xo por la derecha) si para todo € > 0 existe un § > 0 tal que
|f(x) — /] < e cuando xg < x < xp + 0.

@ Anadlogamente por la izquierda, x — x; .

@ Se tiene que lim f(x) =/ siy sélo si
X—rX0

lim f(x)= lim f(x)=1.

+ —
XA)XO X‘)Xo
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites infinitos

Limites infinitos y en el infinito

@ Decimos que lim f(x) = oo si para todo ndmero real M
X—rX0

existe un § > 0 tal que f(x) > M cuando 0 < |x — xp| < 0.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites infinitos

Limites infinitos y en el infinito

@ Decimos que lim f(x) = oo si para todo ndmero real M
X—>X0

existe un § > 0 tal que f(x) > M cuando 0 < |x — xp| < 0.

@ Andlogamente para limite —oo.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites infinitos

@ Decimos que Xli_)r?( f(x) = oo si para todo niimero real M
existe un § > 0 t:;)l que f(x) > M cuando 0 < |x — xp| < §.

@ Andlogamente para limite —oo.

@ Decimos que Ximx f(x) = I si para todo € > 0 existe un

ndmero real N tal que |f(x) — /| < & cuando x > N.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites infinitos

e Decimos que Xli_)r?( f(x) = oo si para todo niimero real M
existe un § > 0 t:;)l que f(x) > M cuando 0 < |x — xp| < §.

@ Andlogamente para limite —oo.

@ Decimos que lim f(x) =/ si para todo € > 0 existe un
ndmero real I\)/<_t)§f que |f(x) — /| < e cuando x > N.

@ Analogamente para x — —o0.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites infinitos

e Decimos que Xli_)r?( f(x) = oo si para todo niimero real M
existe un § > 0 t:;)l que f(x) > M cuando 0 < |x — xp| < §.

@ Andlogamente para limite —oo.

@ Decimos que lim f(x) =/ si para todo € > 0 existe un
ndmero real I\)/<_t)§f que |f(x) — /| < e cuando x > N.

@ Analogamente para x — —o0.

@ Decimos que lim f(x) = oo si para todo nimero real M

X—>00
existe un nimero real N tal que f(x) > M cuando x > N.

ucsmMm



La recta

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites infinitos

@ Operaciones con infinito:

a+oo=00, a— o0 =—00,
00 + 00 = 00, —00 — 00 =—00,
0000 =00, — 0000 = —00,
a
— =0, a-oo=o00, si a>0,
00
a a
— =00, si a>0, —=—00, si a<0,
0 0
o0 =00, si a>0, oo?=0, si a<0,
00> = 00, 00~ =0,



La recta

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Indeterminaciones

o Existen expresiones cuyo valor no se puede determinar
previamente, ya que el resultado puede ser distinto en cada
caso. A estas expresiones las llamamos indeterminaciones, y
las mds importantes son las siguientes:
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Indeterminaciones

o Existen expresiones cuyo valor no se puede determinar
previamente, ya que el resultado puede ser distinto en cada
caso. A estas expresiones las llamamos indeterminaciones, y
las mds importantes son las siguientes:

o 0
00—00, —, =, 0-00, o?, 00, 1, 17>,

0
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Indeterminaciones

o Existen expresiones cuyo valor no se puede determinar
previamente, ya que el resultado puede ser distinto en cada
caso. A estas expresiones las llamamos indeterminaciones, y
las mds importantes son las siguientes:

o 0
00 —00, —, 0’ 0-00, 0o?, 00, 1, 17,

@ En general hay que deshacer estas indeterminaciones
simplificando factores comunes, mediante alguna operacién
previa para identificar estos factores.
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La recta

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Indeterminaciones

e Si f(x) =g(x) paratodo 0 < [x — x| < dy lim g(x) =1

X—X0

entonces lim f(x) = 1.
X—rX0
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La recta

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Indeterminaciones

e Si f(x) =g(x) paratodo 0 < [x — x| < dy lim g(x) =1

X—X0

entonces lim f(x) = 1.
X—rX0

. ) x> -9 . x+3
e Ejemplo: lim im =

= 6.
x=3x2—6x+6 x—=3x—2
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Indeterminaciones

Lema del sandwich

Si g(x) < f(x) < h(x) paratodo 0 < |[x —xp| <dy

xhj)@ g(x) = Xlir;o h(x) =1
entonces
lim f(x)=1.

X—>X0
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mentales

Funciones de variable real

Continuidad

Limites
Indeterminaciones
. sen x
@ Ejemplo: senx < x <tgx = cosx < — <1
X
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. . mentales
Funciones de variable real

Continuidad

Limites

Indeterminaciones

X
/" tgm
sen T
T
/I
COs T 1
sen x
= | =1
x—0 X



La recta

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites relacionados con la exponencial

o Si Xlina f(x)=1y )!inag(x) es oo entonces

lim (f-(X))g(x) _ e)('i“a(f(x)_l)g(x)

X—Q

si existe el limite, donde o puede ser xg, xar, X » 00 6 —00.
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La recta

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Limites

Limites relacionados con la exponencial

e Si lim f(x) =1y lim g(x) es co entonces
X— X—rQ

lim (f-(X))g(x) _ e)('i“a(f(x)_l)g(x)

X—Q
si existe el limite, donde o puede ser xg, xar, X » 00 6 —00.

) . x+5 lim (x+5) 522
o Ejemplo: lim (%X:?) = eHm( e e’
X—r 00
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La recta real

Funcio elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Definicién

Continuidad

Decimos que una funcién f es continua en un punto xg si existe el
limite en ese punto y coincide con el valor de la funcién en él.

lim f(x) = f(xo)

X—rX0
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La recta real

Funcio elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Definicién

Continuidad

Decimos que una funcién f es continua en un punto xg si existe el
limite en ese punto y coincide con el valor de la funcién en él.

lim f(x) = f(xo)

X—rX0

° Ve>030>0: [x—x|<d = |f(x)—f(x) <e
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Definicién

Continuidad

Decimos que una funcién f es continua en un punto xg si existe el
limite en ese punto y coincide con el valor de la funcién en él.

lim f(x) = f(xo)

X—rX0

° Ve>030>0: [x—x|<d = |f(x)—f(x) <e
° ’Iylno (f(xo—i—h)—f(xo)) =0
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La recta

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Definicién

@ Una funcién es continua en un intervalo (a, b) si es continua
en todos los puntos.
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. . ementales
Funciones de variable real .
Limites

Continuidad

Continuidad

Definicién

@ Una funcién es continua en un intervalo (a, b) si es continua
en todos los puntos.

@ Una funcién es continua en un intervalo [a, b] si es continua
en (a, b), existen los limites laterales interiores en ay en b, y
coinciden con los valores de f en esos puntos,

lim f(x)=f(a),  lim f(x)=f(b).

x—at x—b~
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. . ementales
Funciones de variable real .
Limites

Continuidad

Continuidad
Ejemplos y propiedades

@ Ejemplo de funciones continuas:

e Polinomios, seno y coseno, exponencial, (en todo R),
logaritmo (en {x > 0}), raiz cuadrada (en {x > 0}).
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La recta

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad
Ejemplos y propiedades

@ Ejemplo de funciones continuas:

e Polinomios, seno y coseno, exponencial, (en todo R),
logaritmo (en {x > 0}), raiz cuadrada (en {x > 0}).

@ Propiedades:

e La suma de funciones continuas es continua; igual que el
producto y el cociente (salvo que se anule el denominador).

e La composicién de funciones continuas es continua: si f es
continua en xg y g es continua en f(xo), entonces gof es
continua en xp.
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La recta re

Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad
Ejemplos y propiedades

@ Ejemplo de funciones continuas:

e Polinomios, seno y coseno, exponencial, (en todo R),
logaritmo (en {x > 0}), raiz cuadrada (en {x > 0}).

@ Propiedades:

o La suma de funciones continuas es continua; igual que el
producto y el cociente (salvo que se anule el denominador).

e Si g es continua, entonces

lim g(f(x)) = g(lim f(x)).

X— X—a
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La recta real

Funcio elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Discontinuidades

@ Si existe el limite de f en xg pero no coincide con el valor
f(x0), o f no estd definida alli, se dice que f tiene una
discontinuidad evitable en ese punto. Se evita la
discontinuidad definiendo correctamente el valor f(xp).
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La recta real

Funcio elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Discontinuidades

@ Si existe el limite de f en xg pero no coincide con el valor
f(x0), o f no estd definida alli, se dice que f tiene una
discontinuidad evitable en ese punto. Se evita la
discontinuidad definiendo correctamente el valor f(xp).

e Ejemplo:
sen . :
f(x) = X es discontinua en xg = 0;
X
sen x
si x #0,
f(x) = X 7 es continua en R.
1 six =0,
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Discontinuidades

@ Si existe el limite de f en xg pero no coincide con el valor
f(x0), o f no estd definida alli, se dice que f tiene una
discontinuidad evitable en ese punto. Se evita la
discontinuidad definiendo correctamente el valor f(xp).

e Ejemplo:
sen . :
f(x) = X es discontinua en xg = 0;
X
sen x
si x #0,
f(x) = X 7 es continua en R.
1 six =0,

@ La funcién f(x) = 1/x tiene una discontinuidad no evitable en
x = 0.
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La recta real

Funcio elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Resultados sobre continuidad global

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en [a, b] con f(a) y f(b) de distinto
signo, entonces existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Resultados sobre continuidad global

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en [a, b] con f(a) y f(b) de distinto

y
signo, entonces existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

Teorema de los valores intermedios

Si f es una funcién continua en [a, b] con, por ejemplo,
f(a) < f(b), entonces para todo z € (f(a), (b)) existe c € (a, b)
tal que f(c) = z.
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La recta real
Funciones elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Resultados sobre continuidad global

Teorema de Bolzano

Si f es una funcién continua en [a, b] con f(a) y f(b) de distinto
signo, entonces existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

Teorema de los valores intermedios

Si f es una funcién continua en [a, b] con, por ejemplo,
f(a) < f(b), entonces para todo z € (f(a), (b)) existe c € (a, b)
tal que f(c) = z.

Se dice también: f toma todos los valores intermedios entre f(a) y
f(b).
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La recta real

Funcio elementales
Limites

Continuidad

Funciones de variable real

Continuidad

Resultados sobre continuidad global

Teorema de acotacién

Si f es una funcién continua en [a, b] entonces estd acotada en
[a, b] y ademds alcanza el maximo y el minimo en [a, b]. Es decir,
existen puntos xm, xum € [a, b] tales que

f(xm) < f(x) < f(xm) V x € [a, b].
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La recta real

. . Funciones elementales
Funciones de variable real .
Limites

Continuidad

Continuidad

Resultados sobre continuidad global

Teorema de acotacién

Si f es una funcién continua en [a, b] entonces estd acotada en
[a, b] y ademds alcanza el maximo y el minimo en [a, b]. Es decir,
existen puntos xm, xum € [a, b] tales que

f(xm) < f(x) < f(xm) V x € [a, b].

o Contraejemplos
f(x)=1/x en[-1,1]; f(x)=1/x en (0,1];
f(x) =x% en]0,1); f(x)=1/x en[1,00).
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