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cién de funciones
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Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Capitulo 2. Calculo diferencial de una variable
2.1 Derivacién de funciones

2.2 Extremos

2.3 Estudio local

2.4 Polinomio de Taylor
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Preliminares

e Velocidad media en un intervalo de tiempo [to, to + h], si u(t)
es la posicion:
u(to + h) — u(t)
Vi = 3 .
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Preliminares

@ Velocidad media en un intervalo de tiempo [to, to + h], si u(t)
es la posicion:
u(to + h) — u(t)
Vi = 3 .

@ Pendiente del segmento que une dos puntos de la grafica
y = f(x) de abscisas xg y xo + h:
_ f(xo+ h) — f(x0)
N h
La recta secante correspondiente es

y = f(x0) + m(x — xp).
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Definicién

Derivada

Dada una funcién f, la derivada de f en un punto xg se define
como el limite

f/(Xo) _ ilg}no f(X() + hzl = f(X())'
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Definicién

Derivada
Dada una funcién f, la derivada de f en un punto xg se define
como el limite

f(X() + h) = f(X())

F(x0) = i .

(o) hs0 h

- Ejemplo: Si f(x) = x?,
v (xHh)E=x®  2xh+h?
Flx) = Ilgno h N /leno PR
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Derivacién de funciones

Cilculo diferencial de una variable -
Estudio local

Polinomio de Taylor

Derivaciéon de funciones

Definicién

@ Se dice que f es derivable en xp si el limite anterior existe y es
finito. Se dice que f es derivable en un intervalo (a, b) C R si
es derivable en todos sus puntos. La funcién f’ existe para los
puntos del dominio de f donde sea derivable.
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Definicién

@ Se dice que f es derivable en xp si el limite anterior existe y es
finito. Se dice que f es derivable en un intervalo (a, b) C R si
es derivable en todos sus puntos. La funcién f’ existe para los
puntos del dominio de f donde sea derivable.

@ Notacién alternativa
df

fl(x0) = - (xo).
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Definicién

@ Se dice que f es derivable en xp si el limite anterior existe y es
finito. Se dice que f es derivable en un intervalo (a, b) C R si
es derivable en todos sus puntos. La funcién f’ existe para los
puntos del dominio de f donde sea derivable.

@ Notacién alternativa

F/(x0) = 5 (o).

@ Definicién alternativa

oy F0) = ()
f (Xo) = Xl_)XO X — X0 .
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Derivacién de funciones

Cilculo diferencial de una variable o
Estudio local

Polinomio de Taylor

Derivaciéon de funciones

Derivabilidad implica continuidad

Teorema

Si f es derivable en xp entonces es continua en xp.
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Derivabilidad implica continuidad

Teorema

Si f es derivable en xp entonces es continua en xp.

lim (f(x) - f(xo)) = lim ) = fixo) (x —xp) =0.

X—>X0 X—rX0 X — X0
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Derivabilidad implica continuidad

Teorema

Si f es derivable en xp entonces es continua en xp.

lim (f(x) - f(xo)) = lim ) = fixo) (x —xp) =0.

X—>X0 X—rX0 X — X0

El reciproco es falso: f(x) = |x| es continua pero no derivable en
x = 0.
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Derivacién de funciones

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Primeras derivadas

fx)=x" (neN) ~  f(x)=nx""1
f(X) = senx ~ fI(X) — oS X
f(X) = COS X ~ f/(X) — _senx
f(X) =e* ~ f’(X) — X
f(x) = log x — F1(x) = 1/x
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Calculo diferencial de una variable -

Polinomio de Taylor

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Primeras derivadas

) =x" (neN)  ~  F(x) = nx!
f(x) = senx ~ f'(x) = cos x
f(x) = COS X > f/(X) = —sen x
f(x) = e~ ~ f'(x) = e*
f(x) = log x ~ f'(x)=1/x
- Ejemplo:
LG X
h—0 h B
i x" 4+ nx""1h 4 WX”_th 4o 4 nxh" 4 g — X1
ho0 -

l|7im0 (nx”_1 + 7n(n2_1)x"_2h 4+ 4 nxh"2 + h”_l) = nx"1,
%
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Primeras derivadas

f(x)=x" (neN) ~ f'(x) = nx"1
f(x) = senx > f'(x) = cos x
f(x) = cos x > f'(x) = —senx
f(x) = e~ ~ f'(x) = e*
f(x) = log x ~ f'(x)=1/x
- Ejemplo
im sen(x 4+ h) —senx i senxcosh+senhcosx —senx
h—0 h T 0 h B
. (senx(cosh—1)  senhcosx
lim < ) = COS X.
h—0 h h
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Primeras derivadas

f(x)=x" (neN) > f'(x) = nx"1
f(x) = senx > f'(x) = cos x
f(x) = cos x e f'(x) = —senx
f(x) = e~ ~ f'(x) = e*
f(x) = log x ~ f'(x)=1/x
- Ejemplo
lim e lim (e —1) _ e*
h—0  h A0 h -



Derivacién de funciones

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Primeras derivadas

f(x)=x" (neN) ~ f'(x) = nx"1
f(x) = sen x ~ f'(x) = cosx
f(x) = cos x ~ f'(x) = —senx
f(x)=¢e~ e f'(x) = e*
f(x) = log x ~o f'(x)=1/x
- Ejemplo
. log(x+h) —logx . 1 B
i!lno h N ilrino h log((x +h)/x) =

1
: /b — =
Alnolog[(l + h/x)*"] e
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Derivacién de funciones

Cilculo diferencial de una variable o
Estudio local

Polinomio de Taylor

Derivaciéon de funciones
Propiedades

e La derivada es una operacién lineal: (cf) = cf’,
(Fre)=F+g.
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones
Propiedades

e La derivada es una operacién lineal: (cf) = cf’,
(Frg) =F+g.
e Derivada de un producto: (fg)' = f'g + fg’.
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Calculo diferencial de una variable -

Polinomio de Taylor

Derivaciéon de funciones
Propiedades

e La derivada es una operacién lineal: (cf) = cf’,
(Frg) =F+g.
e Derivada de un producto: (fg)' = f'g + fg’.

N flg—fg
@ Derivada de un cociente: <—> = gizg
g g
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Calculo diferencial de una variable ocal
oca
Polinomio de Taylor

Derivaciéon de funciones
Propiedades

e La derivada es una operacién lineal: (cf) = cf’,
(Frg) =F+g.
e Derivada de un producto: (fg)' = f'g + fg’.

N flg—fg
@ Derivada de un cociente: <§> = %

sen x

- Ejemplo: Si f(x) =tgx = ,
cos x

cos® x + sen’x
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Derivacién de funciones

Cilculo diferencial de una variable o
Estudio local

Polinomio de Taylor

Derivaciéon de funciones
Propiedades

@ Derivada de la composicién, regla de la cadena:
(fog) =(fog)g

ucsmMm



Calculo diferencial de una variable -

Polinomio de Taylor

Derivaciéon de funciones
Propiedades

@ Derivada de la composicién, regla de la cadena:
(fog) =(fog)g

- Ejemplo: Si f(x) = sen(log x),

f'(x) = cos(log x) - %

ucsmMm



Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones
Propiedades

@ Derivada de la composicién, regla de la cadena:
(fog) =(fog)g

1
_ L, =1V _
@ Derivada de la funcién inversa: (f~1) = Fof1
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Calculo diferencial de una variable -

Polinomio de Taylor

Derivaciéon de funciones
Propiedades

@ Derivada de la composicién, regla de la cadena:
(fog) =(fog)g

1
_ L =1V _
e Derivada de la funcién inversa: (f71) = Fof1

- Idea: Si f o f~1(x) = x,
P )Y () = 1

ucsmMm



Derivacién de funciones

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Mais derivadas

f(x) =x* (axe€R) > f'(x) = ax®71
f(x)=a (a>0) e f’(x):axlloga
f(x)=log,x (a>0) ~ f'(x) = xlo%a
f(x) = arcsen x ~ fl(x) = ——
V 117 x2
f(x) = arctg x ~ f'(x) = T2

ucsmMm



Derivacién de funciones

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Mais derivadas

f(x)=x* (ax€R) ~ f'(x) = ax®~1

f(x)=a (a>0) e f'(x) = a*loga
1
= od / =

f(x) =log,x (a>0) f'(x) xlo%a
f(x) = arcsen x > f'(x) = ——

(x) (x) \/1177X2
f(x) = arctgx ~ o fl(x) = T2

- Ejemplo:

f(x) = a" = e¥'82 — f(x) = eX'°83joga = a¥log a.
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Derivacién de funciones

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Mais derivadas

f(x) =x* (axeR) > f'(x) = ax®1
f(x)=a (a>0) > f'(x) = a* Iloga
f(x)=log,x (a>0) ~ f'(x) = xlo%a
f(x) = arcsen x ~ f'(x) =

f(x) = arctg x ~s fl(x) = ——

- Ejemplo: f(x) = log,x = g (x) con g(x) = a* —
1
f'(x) =

a%s.xloga xloga’
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Derivacién de funciones

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Mais derivadas

f(x) =x* (axeR) > f'(x) = ax®1
f(x)=a (a>0) > f'(x) = a* Iloga
f(x)=log,x (a>0) ~ f'(x) = xlo%a
f(x) = arcsen x ~ f'(x) =

f(x) = arctg x ~s fl(x) = ——

- Ejemplo: f(x) = log,x = g (x) con g(x) = a* —
1
f'(x) =

- Més facil: f(x) =log,x =

ag.xloga xloga’
log x

loga’



Derivacién de funciones

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Ejemplos

@ Mais derivadas

f(x) =x* (ax€R) > f'(x) = ax®~1
f(x)=a (a>0) > f’(x):axlloga
f(x)=log,x (a>0) ~ f'(x) = Xlo%a
f(x) = arcsen x ~ fl(x) = ———
v 117 x2
f(x) = arctg x ~ f'(x) = 1552

- Ejemplo: f(x) = arcsen x = g~ 1(x) con g(x) = senx —
1

f'(x) = L =
cos(arcsenx) /1 — x2
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Derivacién de funciones
Extr

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Teorema del valor medio

Teorema

Si xg es un maximo o un minimo (extremo) local de f y f es
derivable en xg, entonces f'(xp) = 0.
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Derivacién de funciones
Extremos

Estu local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Teorema del valor medio

Teorema
Si xg es un maximo o un minimo (extremo) local de f y f es
derivable en xg, entonces f'(xp) = 0.

- Ejemplo de minimo: Si f(xg) < f(y) para todo
y € (xo — d,x0 + 0), entonces, para |h| < § se tiene

f(Xo+h)—f(Xo)>0 G h>0

h
f(xo + h) — f(xo)
h

<0 si h<0
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Teorema del valor medio

Teorema

Si xg es un maximo o un minimo (extremo) local de f y f es
derivable en xg, entonces f'(xp) = 0.

- Ejemplo de minimo: Si f(xg) < f(y) para todo
y € (xo — d,x0 + 0), entonces, para |h| < § se tiene

f(xo + h) — f(x0)

>0 si h>0

h
f(xo + h) — f(xo)

P <0 si h<0

Por tanto el Iimite, como existe, debe ser cero.
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Teorema del valor medio

Teorema de Rolle

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), con f(a) = f(b),
entonces existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

y = f(x)
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Derivacién de funciones
Cilculo diferencial de una variable -
Estudio local
Polinomio de Taylor

Derivacion de funciones
Teorema del valor medio

Teorema de Rolle

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), con f(a) = f(b),
entonces existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Como f es continua en [a, b], alcanza el maximo y el minimo. Si
los dos se alcanzan en a y en b, entonces f es constante. Si no, el
maximo o el minimo estd en el interior y es un extremo local. La
derivada alli debe ser cero.
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Teorema del valor medio

Teorema del valor medio

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe

c € (a, b) tal que () — F(3)
f(b)—f(a ,
D

y = f(x)




Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones

Teorema del valor medio

Teorema del valor medio

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe

c € (a, b) tal que
f(b) —f(a) _
b—a = fi(e)

- La funcién g(x) = f(x) —

hipdtesis del Teorema de Rolle.

M (x — a) verifica las
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones
Aplicaciones del TVM

e Si f es continua en (a, b) y f'(x) = 0 para todo x € (a, b),
entonces f es constante en (a, b).
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Calculo diferencial de una variable

Fol|nurmo dP Taylor

Derivaciéon de funciones
Aplicaciones del TVM

e Si f es continua en (a, b) y f'(x) = 0 para todo x € (a, b),
entonces f es constante en (a, b).
)

@ Si f’(x) > 0 para todo x € (a, b), entonces f es
(estrictamente) creciente en (a, b), es decir

f(x)<f(y) YVa<x<y<b.

ucsmMm



Calculo diferencial de una variable

Fol|nurmo dP Taylor

Derivaciéon de funciones
Aplicaciones del TVM

e Si f es continua en (a, b) y f'(x) = 0 para todo x € (a, b),
entonces f es constante en (a, b).
)

@ Si f’(x) > 0 para todo x € (a, b), entonces f es
(estrictamente) creciente en (a, b), es decir

f(x)<f(y) Va<x<y<hb.
e Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b) y f(a) < 0 < f(b) entonces

la ecuacién f(x) = 0 tiene una y sélo una solucién en ese
intervalo.

ucsmMm



Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones
Regla de L'Hépital

Teorema de L'Hopital-Bernoulli:
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones
Regla de L'Hépital

Teorema de L'Hopital-Bernoulli:
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Derivaciéon de funciones
Regla de L'Hépital

Teorema de L'Hopital-Bernoulli:

- Ejemplo

||m7:||m = Iim = —.
x—0 X2 x—0 2x x—0 2 2

La regla de L'Hopital se aplica también si
lim f(x) = lim g(x) = oo, y también si o = 0.
X—ro X—Q
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Extremos

Preliminares

Resultados necesarios

- Una funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza
el maximo y el minimo.

- En un punto de maximo o minimo local de una funcidn, si existe
la derivada debe ser cero.
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Extremos

Método de célculo

Para calcular los extremos de una funcidon continua en un intervalo
cerrado y acotado:

@ considerar los puntos donde la derivada es nula;
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Extremos

Método de célculo

Para calcular los extremos de una funcidon continua en un intervalo
cerrado y acotado:

@ considerar los puntos donde la derivada es nula;

@ considerar los puntos donde no existe la derivada;
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Derivacién de funciones
. . . . Extremos
Cilculo diferencial de una variable L
Estudio local
Polinomio de Taylor

Extremos
Método de célculo

Para calcular los extremos de una funcidon continua en un intervalo
cerrado y acotado:

@ considerar los puntos donde la derivada es nula;
@ considerar los puntos donde no existe la derivada;

@ considerar los extremos del intervalo;
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Extremos
Método de célculo

Para calcular los extremos de una funcién continua en un intervalo
cerrado y acotado:

@ considerar los puntos donde la derivada es nula;

@ considerar los puntos donde no existe la derivada;

@ considerar los extremos del intervalo;

@ comparar el valor de la funcién en esos puntos.
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Extremos
Método de célculo

- Ejemplo

1
Sea f(x) = 2x>/3 4 5x?/3. Se tiene f/(x) = ?O(x + 1)x~ /3. Asf,

no existe f'(0), mientras que f'(—1) = 0. Comparando los valores
f(0) =0, f(—1) =3, f(—2) = 22/3, f(1) = 7, se tiene maximo en

x = 1, minimo en x = 0.




cién de funciones
. . . . xtremos
Calculo diferencial de una variable
Estudio local
Polinomio de Taylor

Propiedades gréficas

Crecimiento

Crecimiento y extremos

- Si f'(x) > 0 para todo x € (a, b), entonces f es (estrictamente)

creciente en (a, b).
- Analogamente para funcién decreciente.
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cién de funciones
os
Estudio local
Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Propiedades gréficas

Crecimiento

Crecimiento y extremos

- Si f’(x) > 0 para todo x € (a, b), entonces f es (estrictamente)
creciente en (a, b).

- Analogamente para funcién decreciente.

- Si f es creciente en (xg — d, xg) y decreciente en (xp, xo + 9),
entonces f tiene un maximo local en xp.

- Andlogamente para un minimo local.
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cién de funciones
os

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Propiedades gréficas

Crecimiento

Crecimiento y extremos

- Si f’(x) > 0 para todo x € (a, b), entonces f es (estrictamente)
creciente en (a, b).

- Analogamente para funcién decreciente.

- Si f es creciente en (xg — d, xg) y decreciente en (xp, xo + 9),
entonces f tiene un maximo local en xp.

- Andlogamente para un minimo local.

Para determinar los intervalos de crecimiento de una funcién, asi
como sus extremos locales, hay que determinar el signo de la
derivada en los distintos intervalos.
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cién de funciones
os

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Propiedades gréficas

Convexidad

Conjunto convexo

Se dice que un conjunto en R? es convexo si dados dos puntos
cualesquiera en el conjunto el segmento que los une esta
completamente contenido en él.
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cién de funciones
os

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Propiedades gréficas

Convexidad

Conjunto convexo

Se dice que un conjunto en R? es convexo si dados dos puntos
cualesquiera en el conjunto el segmento que los une esta
completamente contenido en él.

Funcién convexa

- Se dice que una funcién f es convexa en el intervalo [a, b] si el
conjunto {(x,y) €R? : a< x < b, y > f(x)} es convexo.
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cién de funciones
xtremos
Estudio local
Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Propiedades gréficas

Convexidad

Conjunto convexo

Se dice que un conjunto en R? es convexo si dados dos puntos
cualesquiera en el conjunto el segmento que los une esta
completamente contenido en él.

Funcién convexa

- Se dice que una funcién f es convexa en el intervalo [a, b] si el
conjunto {(x,y) €R? : a< x < b, y > f(x)} es convexo.
- Se dice que f es concava si —f es convexa.
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cién de funciones
Extremos
Estudio local
Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Propiedades gréficas

Convexidad

- Definiciones alternativas de funcién convexa.

o [x)—f(a) _ f(b) —f(a)
X—a - b—a

Va<x<hb.
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Propiedades gréficas

Convexidad

- Definiciones alternativas de funcién convexa.

o [x)—f(a) _ f(b) —f(a)
X—a - b—a

o M(X)+(1—=NFf(y) < f(Mx+(1-XNy) V

Va<x<hb.

a<x,y<b
0<A<l1
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Propiedades gréficas

Convexidad

- Definiciones alternativas de funcién convexa.

o [x)—f(a) _ f(b) —f(a)
X—a - b—a

o M(X)+(1—=NFf(y) < f(Mx+(1-XNy) V

Va<x<hb.

a<x,y<b
0<A<l1

o f'(x)<f'(y) Va<x<y<hb.
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Polinomio de Taylor

Propiedades gréficas

Convexidad

- Definiciones alternativas de funcién convexa.

f(x) — f(a) _ f(b) - f(a)

< Va<x<hb.
x—a b—a
a<x,y<b
° M)+ (1= NFy) < fOx+(1-Ny) V-V 7)
o f'(x)<f'(y) Va<x<y<hb.
o f"(x)>0 Va<x<b.
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Propiedades gréficas

Convexidad

Punto de inflexion

Se dice que xg es un punto de inflexion de una funcién f si ésta
cambia de convexidad a ambos lados del punto.
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. . . . =
Calculo diferencial de una variable Estudi

Propiedades gréficas

Convexidad

Punto de inflexion
Se dice que xg es un punto de inflexién de una funcién f si ésta
cambia de convexidad a ambos lados del punto.

- Si xp es un punto de inflexién de f y existe la segunda derivada
alli, entonces f"(xg) = 0.
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Calculo diferencial de una variable

Propiedades gréficas

Convexidad

Punto de inflexion

Se dice que xg es un punto de inflexién de una funcién f si ésta
cambia de convexidad a ambos lados del punto.

- Si xp es un punto de inflexién de f y existe la segunda derivada
alli, entonces f"(xg) = 0.

- Para determinar los intervalos de convexidad de una funcién, asi
como sus puntos de inflexién, hay que determinar el signo de la
segunda derivada en los distintos intervalos.
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Asintotas

- f tiene una asintota vertical en x = xg si lim f(x) = %o0.
X—>X,
0
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Propiedades gréficas

Asintotas

- f tiene una asintota vertical en x = xg si lim f(x) = %o0.
X—>X,
0

- f tiene una asintota horizontal y = asi lim f(x) = a.

x—+o0
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Propiedades gréficas

Asintotas

- f tiene una asintota vertical en x = xg si lim f(x) = %o0.
X—>X,
0

- f tiene una asintota horizontal y = asi lim f(x) = a.
x—+oo

- f tiene una asintota inclinada y = mx + b si
lim <f(x) — mx — b) = 0.

x—+o00
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Calculo diferencial de una variable

Propiedades gréficas

Asintotas

Asintotas
- f tiene una asintota vertical en x = xg si lim f(x) = %o0.
X—)Xg:

- f tiene una asintota horizontal y = asi lim f(x) = a.
x—+oo

- f tiene una asintota inclinada y = mx + b si
lim <f(x) — mx — b) = 0.

xX—rFoo
. , o . f(x)
- En la practica, para las asintotas inclinadas, m= |lim —=,
x—+oo X
b= lim (f(x)—mx).
x—+o0
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Polinomio de Taylor

Preliminares

- Construccidn

@ Queremos aproximar una funcién, cerca de un punto dado,
por un polinomio.
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Polinomio de Taylor

Preliminares

@ Queremos aproximar una funcién, cerca de un punto dado,
por un polinomio.

@ La idea es imponer que el polinomio comparta con la funcién
el valor de las sucesivas derivadas en ese punto.
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Polinomio de Taylor

Preliminares

@ Queremos aproximar una funcién, cerca de un punto dado,
por un polinomio.

@ La idea es imponer que el polinomio comparta con la funcién
el valor de las sucesivas derivadas en ese punto.

@ Empecemos con xg = 0. Si el polinomio de grado n se escribe
como

n
P.(x) = a0 + aix + x> 4+ ax" = Z aixX
k=0

el calculo de sus derivadas en x = 0 es facil

d*P,
7 (0) =Ka.
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Polinomio de Taylor

Preliminares

k
@ Para que coincidan estos valores con T(O) basta tomar

Xk
1 dkf £k)(0)
%= gk O =
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Polinomio de Taylor

Polinomio de Taylor

Preliminares

k
@ Para que coincidan estos valores con W(O) basta tomar
X
1 dkf (0
ak = - (0) = ( )
k! dx k!

@ Asi el polinomio de Taylor de grado n de f alrededor del
punto x = 0, es

~ FO0)

Pno(f)(x) = TX
k=0 ’
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Di n de funciones
Ex S

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor
Ejemplo

Sea f(x) = €. Como fk)(0) =1V k >0, el polinomio de Taylor
es

n Xk
Pn,O(f)(X) = Z F
k=0

15;

12.5¢}




Derivacién de funciones
Extrem

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Preliminares

@ Tomemos ahora xg cualquiera. El polinomio de grado n se
escribe como

Pn(x) =ao+ ai(x —xo) + a2(x — x0)2 + - - - + an(x — x0)"
n

= Z ag(x — Xo)k

k=0
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Polinomio de Taylor

Preliminares

@ Tomemos ahora xg cualquiera. El polinomio de grado n se
escribe como

Pn(x) =ao+ ai(x —xo) + a2(x — x0)2 + - - - + an(x — x0)"
n
= Z ag(x — Xo)k
k=0
@ El calculo de sus derivadas en xq es facil

d*pP,
W(XO) = k! ag .
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E\
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Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Preliminares

@ Tomemos ahora xg cualquiera. El polinomio de grado n se
escribe como

Pn(x) =ao+ ai(x —xo) + a2(x — x0)2 + - - - + an(x — x0)"
n
= Z ak(x — xo)*
k=0

@ El calculo de sus derivadas en xq es facil

d*P,
W(XO) = k! ag .
k
e Para que coincidan estos valores con W(XO)' basta tomar
Ix
CLdff, (%)
H = ek )=
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Definicién

Polinomio de Taylor

El polinomio de Taylor de orden n de f alrededor del punto x = xg
es

ucsmMm



Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Definicién

Polinomio de Taylor

El polinomio de Taylor de orden n de f alrededor del punto x = xg
es

Cuando xp = 0 se suele denominar también polinomio de McLaurin.
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Extrem

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Ejemplos

En los siguientes ejemplos tomamos xg = 0.
X3 X5 (_l)nx2n+1

@ sen x — X—§+7+ +W
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Estudio local
Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Ejemplos

En los siguientes ejemplos tomamos xg = 0.

X3 X5 (_l)nx2n+1
@ sen x — X — ? + —_— —|— -+ W
@ cosx — 1—X2+X—4+ +m
2! (2n)!
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Calculo diferencial de una variable
Polinomio de Taylor

Polinomio de Taylor

Ejemplos

En los siguientes ejemplos tomamos xg = 0.

X3 X5 (_l)nx2n+1
@ senx — x—§+—+ +m
. . ) X2 + X4 + - (_1)nX2n
COSs X — — —_—
20 (2n)!
1
ol = 14+x+x2+x3 4+ X"
— X
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Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Polinomio de Taylor

Ejemplos

En los siguientes ejemplos tomamos xg = 0.

X3 X5 (_l)nx2n+1
@ senx — x—§+—+ +m
. . ) X2 + X4 + - (_1)nX2n
COSs X -+ — —_—
2! (2n)!
1
ol = 14+x+x2+x3 4+ X"
— X

P% X
@ log(l+x) — x—7—|—?+...+
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Estudio local

Polinomio de Taylor

Polinomio de Taylor

Ejemplos

En los siguientes ejemplos tomamos xg = 0.

X3 X5 (_l)nx2n+1
@ senx — X—§+7+ +W
. N ) X2 + X4 + - (_1)nX2n
Cos X - — 4+ — —_—
2! (2n)!
1
ol = 14+x+x2+x3 4+ X"
— X
X2 X3 ( 1)n+1 n
log(1 — -+ =+
o log(1+ x) X— 5+ 3 +t p
También, para xg = 1.
o logx —
_12 _13 _1n+1 — 1)
PEPTICES) SCEE R € ()
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Cilculo diferencial de una variable o
oca

Polinomio de Taylor

Polinomio de Taylor

Teorema de Taylor

Teorema de Taylor
f(x) — Py f(x)

X—rX0 (X — XO)”

=0.

f(x) = sen x,
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Calculo diferencial de una variable

Polinomic; de Taylor

Polinomio de Taylor

Teorema de Taylor

Teorema de Taylor




de funciones

Calculo diferencial de una variable

ca
Polinomio de Taylor

Polinomio de Taylor

Teorema de Taylor

Teorema de Taylor

=t f(x) = sen x,
X3 X5 X7
Prof(x) = x — &=+ X _ .
70f(x) =x =&+ 155~ 5040
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Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Teorema de Taylor

Este resultado también se puede escribir, con la notacién de
Landau

Teorema de Taylor

f(x) = Ppxf(x)+ o(]x — x0|").

para X — Xp.
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Derivacién de funciones
Extremo

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Teorema de Taylor

Este resultado también se puede escribir, con la notacién de
Landau

Teorema de Taylor

f(x) = Ppxf(x)+ o(]x — x0|").

para X — Xp.

- Ejemplo:

2 X3 X4 X5 X6

X
X:1 - - - o A 6
e +x+2+6+24+120+720+o(x)

para x — 0.
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Polinomio de Taylor

Polinomio de Taylor

Notacién de Landau

Definicion

Se dice que f(x) = o(g(x)), y se lee “o pequefia de”, para x cerca

de xg si
im T _ .
x=x g(x)
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Derivacién de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Notacién de Landau

Definicion

Se dice que f(x) = o(g(x)), y se lee “o pequefia de”, para x cerca

de xg si
f‘
lim (—X) =0
x=x g(x)
- Ejemplos:
cosx — 1 = o(sen x) para x — 0
log x = o(x) para x — 00
X2
eX=1+X+?+O(X2) para x — 0.
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Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor

Cilculo de limites

Para calcular limites usamos el Teorema de Taylor con el grado del
polinomio conveniente.

- Ejemplo:
. cosx —eX 4+ x
lim ————— =
x—0 X
! 1—x2/2— (14 x+x2/2) + x4+ o(x?)
XinO X2 N
2 2
fim 20
x—0 X
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Derivacién de funciones
Extrem

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor
Resto de Taylor

@ Segln el Teorema de Taylor, el resto

R f(X) = f(X) - Pn,Xof(X)v

»X0

verifica que tiende a cero para x — xp, y lo hace mds deprisa
cuanto mayor es n.
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Polinomio de Taylor
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Polinomio de Taylor
Resto de Taylor

@ Segln el Teorema de Taylor, el resto
Rnxof(x) = f(x) — Pnx,f(x),

verifica que tiende a cero para x — xp, y lo hace mas deprisa
cuanto mayor es n.

@ En el ejemplo anterior de la funcién seno, podemos dibujar el
valor absoluto del resto (el error) para los cuatro polinomios
calculados, n=1,3,5y 7:




Di ion de funciones
Extremos

Estudio local

Polinomio de Taylor

Calculo diferencial de una variable

Polinomio de Taylor
Resto de Taylor

Para estimarlo cuantitativamente utilizamos la férmula de
Lagrange,

Resto de Taylor

B fn+1)(C)(X _ Xo)n+1

Fnxa ) = =077

para algin ¢ € (x,x0) o ¢ € (xp, X).
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Polinomio de Taylor
Resto de Taylor

- Ejemplo: si f(x) = sen x, para estimar sen 1 mediante el
polinomio de grado 5, utilizamos

1
Rsof(1)] < =
y obtenemos
1 1 1
1=1--+— < —
>en 6 Tt Fl=73

El valor obtenido es sen1 ~ 0.8416, con un error de 0.0014. El
valor exacto con 6 cifras decimales es 0.841471.
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Aplicacion a la caracterizacién de extremos

Supongamos que f'(a) = f"(a) = --- = fk=1)(a) = 0, f¥(a) # 0.
Entonces
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Polinomio de Taylor

Aplicacion a la caracterizacién de extremos

Supongamos que f'(a) = f"(a) = --- = fk=1)(a) = 0, f¥(a) # 0.
Entonces

@ Si k es pary fK)(a) > 0, el punto x = a es un minimo local.
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Polinomio de Taylor

Aplicacion a la caracterizacién de extremos

Caracterizacion de extremos

Supongamos que f'(a) = f"(a) = --- = fk=1)(a) = 0, f¥(a) # 0.
Entonces

@ Si k es pary fK)(a) > 0, el punto x = a es un minimo local.

@ Si k es pary fk)(a) < 0, el punto x = a es un maximo local.
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Polinomio de Taylor

Aplicacion a la caracterizacién de extremos

Supongamos que f'(a) = f"(a) = --- = fk=1)(a) = 0, f¥(a) # 0.
Entonces
@ Si k es pary fK)(a) > 0, el punto x = a es un minimo local.
@ Si k es pary fk)(a) < 0, el punto x = a es un maximo local.

@ Si k es impar, el punto x = a es un punto de inflexién.
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Polinomio de Taylor
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Polinomio de Taylor

Aplicacion a la caracterizacién de extremos

Supongamos que f'(a) = f"(a) = --- = fk=1)(a) = 0, f¥(a) # 0.
Entonces
@ Si k es pary fK)(a) > 0, el punto x = a es un minimo local.
@ Si k es pary fk)(a) < 0, el punto x = a es un maximo local.

@ Si k es impar, el punto x = a es un punto de inflexién.

f4(a)
ki

f(x)~ f(a)+ (x—a)k.
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