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Capitulo 3. Sucesiones y series
3.1 Sucesiones de niimeros

3.2 Series de niimeros

3.3 Series de Taylor
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Sucesiones

Preliminares

@ Una sucesidn es la imagen de una aplicacién cuyo dominio es
el conjunto de los nlimeros naturales.

f: N = R
n  — a,=f(n)
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Sucesiones

Preliminares

@ Una sucesidn es la imagen de una aplicacién cuyo dominio es
el conjunto de los nlimeros naturales.

f: N = R
n  — a,=f(n)

@ Los términos de la sucesién se escriben aj, az, as, -+ (en
ocasiones se consideran también sucesiones comenzando por
ag 0 ak)
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Sucesiones

Preliminares

@ Una sucesidn es la imagen de una aplicacién cuyo dominio es
el conjunto de los nlimeros naturales.

f: N —- R
n  — a,=f(n)

@ Los términos de la sucesién se escriben aj, az, as, -+ (en
ocasiones se consideran también sucesiones comenzando por
ag 0 ak)

e El término general es a, = f(n). La sucesién se suele escribir

{antns-
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Sucesiones

Preliminares

@ Una sucesidn es la imagen de una aplicacién cuyo dominio es
el conjunto de los nlimeros naturales.

f: N = R
n  — a,=f(n)

@ Los términos de la sucesién se escriben aj, az, as, -+ (en
ocasiones se consideran también sucesiones comenzando por
ag 0 ak)

e El término general es a, = f(n). La sucesién se suele escribir
{an}nzs-

@ También se pueden considerar sucesiones definidas en forma
recurrente

anty1 = g(an), n>1, ajdado.
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Sucesiones

Convergencia

@ Una sucesién {a,}°°; es mondtona creciente si a,+1 > ap
para todo n € N. Andlogamente para mondtona decreciente.
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Sucesiones

Convergencia

@ Una sucesién {a,}°°; es mondtona creciente si a,+1 > ap
para todo n € N. Andlogamente para mondtona decreciente.

@ Una sucesién {a,}7°; es acotada superiormente si a, < C
para todo n € N. Andlogamente para acotada inferiormente.
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Sucesiones

Convergencia

@ Una sucesién {a,}°°; es mondtona creciente si a,+1 > ap
para todo n € N. Andlogamente para mondtona decreciente.

@ Una sucesién {a,}7°; es acotada superiormente si a, < C
para todo n € N. Andlogamente para acotada inferiormente.

Sucesién convergente

Se dice que una sucesién {a,}7° ; es convergente, con lim a, = /¢
n—o00
si
Ve>0 INgeN: |ap—¥¢<e ¥Yn>N.
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Sucesiones

Convergencia

@ Una sucesién {a,}°°; es mondtona creciente si a,+1 > ap
para todo n € N. Andlogamente para mondtona decreciente.

@ Una sucesién {a,}7°; es acotada superiormente si a, < C
para todo n € N. Andlogamente para acotada inferiormente.

Sucesién convergente

Se dice que una sucesién {a,}7° ; es convergente, con lim a, = /¢
n—o00

si
Ve>0 INgeN: |ap—¥¢<e ¥Yn>N.
1
- Ejemplo: lim — =0.
n—oo N
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Sucesiones

Limites

@ Se dice que una sucesién no es convergente cuando el limite
no existe (la sucesién es oscilante sin acercarse a ningtin valor)
o el limite existe pero es infinito (o menos infinito). La
definicién de limite infinito es la andloga sustituyendo la
expresion |a, — £| < € por a, > M.
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Sucesiones y series de niimeros
s de Taylor

Sucesiones

Limites

@ Se dice que una sucesién no es convergente cuando el limite
no existe (la sucesién es oscilante sin acercarse a ningtin valor)
o el limite existe pero es infinito (o menos infinito). La
definicién de limite infinito es la andloga sustituyendo la
expresion |a, — £| < € por a, > M.

e Ejemplos:
ap = (-1)", ap,=2n+3.
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Sucesiones

Propiedades de los limites

Cuando existan los limites involucrados, se tienen las siguientes
propiedades

@ Linealidad: el limite de la suma es la suma de los limites; las
constantes multiplicativas conmutan con el limite.
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Sucesiones

Propiedades de los limites

Cuando existan los limites involucrados, se tienen las siguientes
propiedades

@ Linealidad: el limite de la suma es la suma de los limites; las
constantes multiplicativas conmutan con el limite.

@ El limite del producto es el producto de los limites. Igual con
el cociente si el denominador no es cero.
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Sucesiones

Propiedades de los limites

Cuando existan los limites involucrados, se tienen las siguientes
propiedades

@ Linealidad: el limite de la suma es la suma de los limites; las
constantes multiplicativas conmutan con el limite.

@ El limite del producto es el producto de los limites. Igual con
el cociente si el denominador no es cero.

@ El limite conmuta con las funciones continuas. Es decir, si

lim a, = /¢y hes una funcién continua en ¢, entonces
n—o0

lim h(a,) = h(n“j;o an) = h(?).

n—oo
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Sucesiones

Limites

Para calcular limites de sucesiones utilizaremos ademas alguna de
las siguientes técnicas:

@ Lema del sandwich.
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Sucesiones

Limites

Para calcular limites de sucesiones utilizaremos ademas alguna de
las siguientes técnicas:

@ Lema del sandwich.

@ Criterio de Stolz.
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Sucesiones

Limites

Para calcular limites de sucesiones utilizaremos ademas alguna de
las siguientes técnicas:

@ Lema del sandwich.
@ Criterio de Stolz.

o Férmula de Stirling.
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Sucesiones

Limites

Para calcular limites de sucesiones utilizaremos ademas alguna de
las siguientes técnicas:

Lema del sandwich.

Criterio de Stolz.

Férmula de Stirling.

Concepto de limites de funciones y célculo diferencial.
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Limites

Para calcular limites de sucesiones utilizaremos ademas alguna de
las siguientes técnicas:

Lema del sandwich.

Criterio de Stolz.

Férmula de Stirling.

Concepto de limites de funciones y célculo diferencial.

Sucesiones mondtonas y acotadas.
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Sucesiones

Limites

Para calcular limites de sucesiones utilizaremos ademas alguna de
las siguientes técnicas:

Lema del sandwich.

Criterio de Stolz.

Férmula de Stirling.

Concepto de limites de funciones y célculo diferencial.

Sucesiones mondtonas y acotadas.

Teorema del punto fijo.
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Sucesiones

Limites

Lema del sandwich

Si lim a,= lim ¢, =4y a, < b, < c, para todo n > k, para
n—o0 n—o0
algin k € N, entonces lim b, = /.
n—oo
. . senn
- Ejemplo: lim = 0 pues
n—oco N
1 senn 1
n n n’
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Sucesiones

Limites

Criterio de Stolz

Si se verifica alguna de las dos propiedades
- lim b, = oo creciente, o

oS . .
- lim a, = lim b, = 0, decrecientes, entonces
n—o0 n—oo

o an o dn+1 — an
lim — = lim —/———
n—oo b,  n—=co Npr1 — by

siempre que este dltimo limite exista.

Es util cuando aparezcan sumas cuyo nimero de sumandos
depende de n.
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Sucesiones

Limites

Criterio de Stolz

Si se verifica alguna de las dos propiedades
- lim b, = oo creciente, o

oS . .
- lim a, = lim b, = 0, decrecientes, entonces
n—o0 n—oo

o an o dn+1 — an
lim — = lim —/———
n—oo b,  n—=co Npr1 — by

siempre que este dltimo limite exista.

Es util cuando aparezcan sumas cuyo nimero de sumandos

depende de n.
Eemolo: i LT 2tA+t+2" 2+l 5
- Ejemplo: - lim, 20 =g _gn = 2
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Sucesiones

Limites

Férmula de Stirling

El siguiente Iimite es util para calcular limites que involucren

factoriales:
. n!
im —— =1

n—o00 (n/e)n\/ﬁ

ucsmMm



iones de nimeros

Sucesiones y series es de niimeros
es de Taylor

Sucesiones

Limites

Férmula de Stirling
El siguiente Iimite es util para calcular limites que involucren

factoriales:
. n!
lim =
n—co (n/e)\/2mn
. . n . en
- Ejemplo: lim = lim

n—o00 4% n! n—o0 n(27rn)1/2n =
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Sucesiones

Limites

e Si a, = f(n), donde f es una funcién definida en todos los
reales (o al menos en los positivos), entonces
lim a, = lim f(x)
n—oo X—00

si este ultimo limite existe.

ucsmMm



iones de nimeros
Sucesiones y series es de niimeros
es de Taylor

Sucesiones

Limites

e Si a, = f(n), donde f es una funcién definida en todos los
reales (o al menos en los positivos), entonces

lim a, = lim f(x)
n—oo X—00

si este Ultimo limite existe. Para calcularlo se pueden utilizar
las técnicas del calculo diferencial, como la regla de L'Hopital
o el Teorema de Taylor. Es especialmente util en la forma

ap = g(1/n), en cuyo caso

n||—>n;o an = l[»no g(X)
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Sucesiones

Limites

e Si a, = f(n), donde f es una funcién definida en todos los
reales (o al menos en los positivos), entonces

lim a, = lim f(x)
n—oo X—00

si este Ultimo limite existe. Para calcularlo se pueden utilizar
las técnicas del calculo diferencial, como la regla de L'Hopital
o el Teorema de Taylor. Es especialmente util en la forma

ap = g(1/n), en cuyo caso

n||—>n;o an = l[»no g(X)
Ejemplo: i 3/m)" = | 3x)) V¥ =
- Ejemplo: (,,'_)EQO(COS( /n)) fxlno(cos( x))T =
. cos(3x) —1. g,
expllim —e 1=
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Sucesiones

Limites

Sucesiones monétonas y acotadas

Toda sucesién mondtona creciente y acotada superiormente es
convergente. Analogamente toda sucesién mondtona decreciente y
acotada inferiormente es convergente.
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Sucesiones

Limites

Sucesiones monétonas y acotadas

Toda sucesién mondtona creciente y acotada superiormente es
convergente. Analogamente toda sucesién mondtona decreciente y
acotada inferiormente es convergente.

n+1
+2

f'(x) = ———=. Adema3s a, < 1 para todo n. Por tanto es una
( ) (X+2)2 n = p

sucesion convergente. El limite es facil de calcular

i i 1+ x

m a, = IIm —,— =

n—oo x—01 4+ 2x

- Ejemplo:  a, = es mondtona creciente, pues
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Sucesiones recurrentes

@ Si ap+1 = g(an), con g una funcién definida en R derivable,
entonces la sucesién es monétona si g’ > 0 y oscilante si
g <o0.

anr1—an = g(an)—g(an-1) = g'(c)(an—an—1), para algin c.
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Sucesiones

Sucesiones recurrentes

@ Si ap+1 = g(an), con g una funcién definida en R derivable,
entonces la sucesién es monétona si g’ > 0 y oscilante si
g <o0.

anr1—an = g(an)—g(an-1) = g'(c)(an—an—1), para algin c.

@ Si la sucesion es convergente, el limite £ = lim a,, debe
n—oo

verificar £ = g(¢).
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Sucesiones

Sucesiones recurrentes

@ Si ap+1 = g(an), con g una funcién definida en R derivable,
entonces la sucesién es monétona si g’ > 0 y oscilante si
g <o0.

anr1—an = g(an)—g(an-1) = g'(c)(an—an—1), para algin c.

@ Si la sucesion es convergente, el limite £ = lim a,, debe
n—oo

verificar £ = g(¢).
- Ejemplo: a,11 = v/2a, con a; = 1 es mondtona creciente, pues
g'(x) =
induccién) a, < 2. Por tanto es convergente y el limite debe

verificar ¢ = \/2¢, es decir ¢ =0 0 ¢ = 2. Pero ¢ > a; =1, por lo

que lim a, =2.
n—oo
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Sucesiones

Sucesiones recurrentes

Teorema del punto fijo

Si ap+1 = g(an), con g una funcién definida en R derivable, con
lg'(x)] < X <1 en alglin intervalo | C R, y se verifica ax € | para
algiin k € N, entonces {a,}°°; es una sucesién convergente y su
limite ¢ es el tnico punto fijo £ = g(¥) en I.
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Sucesiones

Sucesiones recurrentes

Teorema del punto fijo

Si ap+1 = g(an), con g una funcién definida en R derivable, con
lg'(x)] < X <1 en alglin intervalo | C R, y se verifica ax € | para
algiin k € N, entonces {a,}°°; es una sucesién convergente y su
limite ¢ es el tnico punto fijo £ = g(¥) en I.

. a .,
- Ejemplo:  app1=1- ?" con a; = 10, es una sucesién
1 ) e
convergente, pues |g'(x)| = 5 (oscilante pues g’ < 0) con limite la
., L L
solucién de £ =1 — —, es decir, |lim a, = =.
2 00

n— 3
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Series

Preliminares

@ Una serie (infinita) es la suma de todos los términos de una
sucesion.
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Series

Preliminares

@ Una serie (infinita) es la suma de todos los términos de una
sucesion.

Definicidon

|

Se dice que una serie E an es convergente si el limite de las
- - n:1
sumas parciales existe

Se dice entonces que la suma de la serie es L.
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Series

Convergencia

e Ejemplo:

N
PN+

> r r
E = lim = lim =

1 N— oo N—oco r—1 1—r
n—=

siempre que |r| < 1. Si r > 1 el limite es infinito; si r < —1 el
limite ni siquiera existe.
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Series

Convergencia

e Ejemplo:

N
PN+

> r r
E = lim = lim =

1 N— oo N—oco r—1 1—r
n—=

siempre que |r| < 1. Si r > 1 el limite es infinito; si r < —1 el
limite ni siquiera existe.

@ Una condicién necesaria para la convergencia de una serie es
que el término general tienda a cero. Pero no es una

condicién suficiente. El ejemplo estandar es la serie arménica
(e.9]

1
Z —, que diverge.
n
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Sucesiones de niimeros

Sucesiones y series
Series de Taylor

Series

Términos positivos

En general, dada una serie concreta convergente, no se podra
determinar el valor exacto de la suma, pero es imprescindible poder
conocer su convergencia para aplicar algtin método numérico de
aproximacion.

Veremos pues criterios que determinen cudndo una serie de
términos positivos es convergente o no.
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Series

Términos positivos

. . . . . an+1
@ Criterio del cociente. Supongamos que existe lim oy
n—oo  ap

Entonces

o0
<1l = Zan converge,
o0

£>1 = Zan diverge,
si £ =1 el criterio no decide.
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Series

Términos positivos

@ Criterio de la raiz. Supongamos que existe lim /a, = /.
n—o0

Entonces

o0
<1 = Zan converge,
o0

£>1 = Zan diverge,
si £ =1 el criterio no decide.
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Series

Términos positivos

@ Criterio de la raiz. Supongamos que existe lim /a, = /.
n—o0

Entonces
oo
<1 = Zan converge,
o
£>1 = Zan diverge,
si £ =1 el criterio no decide.

@ (Si al intentar aplicar el criterio del cociente se obtiene ¢ =1,
no se debe aplicar el criterio de la raiz pues el limite serd el
mismo).
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Series

Términos positivos

o Criterio de comparacion directa. Supongamos que se verifica
an < b, para todo n > k para algin k. Entonces

Zb converge = Za,, converge,

Z a, diverge = Z b, converge.
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Sucesiones de niimeros

Sucesiones y series
Series de Taylor

Series

Términos positivos

o Criterio de comparacion directa. Supongamos que se verifica
an < b, para todo n > k para algin k. Entonces

Zb converge = Za,, converge,
Z a, diverge = Z by, converge.

o Criterio de comparacién en el limite. Supongamos que se

e . dn
verifica lim — = ¢, donde 0 < ¢ < co. Entonces ambas
n—o0 n

series tienen el mismo cardcter, es decir, ambas convergen o
ambas divergen.
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Series

Términos positivos

oo
o Serie geométrica. La serie E r" se denomina serie
geométrica de razén r. Se verifica

oo
r<l = Z r" converge,
oo

r>1 = Zr” diverge.
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Series

Términos positivos

o0
. . . 1 . .
@ Serie p-arménica. La serie g — se denomina serie
n

p-arménica, generalizacién de la serie arménica (p = 1). Se
verifica

oo
1
p>1 = Z o converge,

1
p<l = Zﬁ diverge.
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Series

Series alternadas

@ Una serie alternada tiene la forma Z(—l)”bn, donde b, > 0.

oo
Si la serie de términos positivos g b, converge entonces la

o0
serie alternada Z(—l)”bn también converge, pero el

reciproco no es cierto. Asi pues se considera, para una serie de
o

términos con signo cualquiera E an:
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Series

Series alternadas

@ Una serie alternada tiene la forma Z(—l)”bn, donde b, > 0.

oo
Si la serie de términos positivos g b, converge entonces la
o0

serie alternada g (—=1)"b, también converge, pero el
reciproco no es cierto. Asi pues se considera, para una serie de
o

términos con signo cualquiera E an:

(o)
o Se dice que converge absolutamente si la serie E |an]
converge. En ese caso la serie dada también converge.
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Series

Series alternadas

@ Una serie alternada tiene la forma Z(—l)”bn, donde b, > 0.

oo
Si la serie de términos positivos g b, converge entonces la

o
serie alternada g (—=1)"b, también converge, pero el
reciproco no es cierto. Asi pues se considera, para una serie de
o

términos con signo cualquiera Z an:
(o)
e Se dice que converge absolutamente si la serie Z |an]
converge. En ese caso la serie dada también converge.
e Se dice que converge condicionalmente si converge pero no
absolutamente.
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Series de Taylor

Series

Series alternadas

o Criterio de Leibniz. Si la sucesién {b,} es decreciente con
o0

lim b, =0, entonces la serie alternada Z(—l)”b,, converge.
n—o0
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Series

Suma de algunas series

o Serie geométrica.
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Series

Suma de algunas series

o Serie geométrica.

o0

1
Zr”zl_r, si |r] <1.

n=0

o Serie aritmético-geométrica.

> r
ann:m, si ‘r‘<1
n=1
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Series

Suma de algunas series

o Serie geométrica.

o0

1
Zr”zl_r, si |r] <1.

n=0

o Serie aritmético-geométrica.

s r

E n'" = —, si |r] <1
(1—r)

n=1

@ Serie telescdpica.

o0

> (bat1 — by) = lim b, — by.
] n—oo
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Series

Aproximacién de sumas

@ Serie alternada.

0o N
> (=1)"by = (~1)"by +¢
n=1 n=1
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Series

Series de potencias

@ Una serie de potencias es una suma de la forma

S(x) = Z an(x — x0)" = ap + a1(x — x0) + az(x — x0)> + - --
n=0
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Series de potencias

@ Una serie de potencias es una suma de la forma

S(x) = Z an(x — x0)" = ap + a1(x — x0) + az(x — x0)> + - --
n=0

@ El conjunto de convergencia es el conjunto de puntos x € R
para los cuales la serie es convergente. Siempre es un
intervalo simétrico (xo — p, xo + p), aunque puede incluir o no
los extremos. El ndmero p € [0, 0] se denomina radio de
convergencia.
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Series de potencias

o El radio de convergencia se calcula con la férmula

1
== lim |2 = tim ¢/ad].

p n—oo an n—o0

donde se utiliza la convencién 1/0 = oo, 1/00 = 0.
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Teorema

Si f admite todas las derivadas en un cierto intervalo / 3 xg, y el
resto del polinomio de Taylor de f, R, ,,f(x) tiende a cero cuando

n — oo para todo x € /, entonces f coincide en / con su serie de
Taylor

X rn) x
Fx)=> ) ,$| -
n=0 ’
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Algunas series de Taylor

OOXn 2 X3
oexzzn——l—i—x—i-——i—?—l- , x €R.
n=0
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Algunas series de Taylor

X" 2 3
X = — =1 — 4+ — , eR
0 ¢ ;)n' + x + —|—3|+ X
o
( )nX2n+1 X3 X5
=X— =4+ = , eR
o senx ; (2n+1)! TR
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Algunas series de Taylor

OOXn X2 X3
X = — =1 —+ —4+---, xR
@ e ;)n! +Xx+ —|—3|+ X
oo
B (_1)nX2n+1 - X3 5
osenx—;)en—i_l)!— —g—‘r + - ,XER
_ ( 1n2n X2 X4
@ CosX = Z =1- §+4—|—--,X€R.
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Algunas series de Taylor

x" x? X3
X - - N
e _Zon!—l—i—x—i— —|—3|+ , x €R.
n=
o
B (_1)nX2n+1 _ X3 X5
osenx-Zm— _§+ + - '.XER.
n=0
o
B (_1)nX2n_ X2 X4
°COSX_ZW_1 2|+ +---, xeR.
n=0
1 o0
° — "—1l4x+x2+x34--, “1l<x<1.
— X
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Algunas series de Taylor

OOXn X2 X3
X J—
) _Zﬁ 1+x+—+§+ , x €R.
n=0
0.)
B (_1)nX2n+1 _ X3 X5
osenx-Zm— _§+ + - x € R.
n=0
oo
B (_1)nX2n_ X2 X4
°COSX_ZW_ 2|+ +---, xeR.
n=0
1 o0
° — "—1l4x+x2+x34--, “1l<x<1.
1—x =
o0
-1 n+1Xn X2 3
olog(1+x)zz( )n :x—?—kf-k :
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