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Célculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo

Aplicaciones

Capitulo 4. Integracion en una variable
4.1 Célculo de primitivas

4.2 Teorema fundamental del cilculo

4.3 Aplicaciones
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Una funcién F es una primitiva o integral de la funcién f si
F’' = f, y escribimos:

Llamamos integrando a f.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Una funcién F es una primitiva o integral de la funcién f si
F’' = f, y escribimos:

Llamamos integrando a f.

Si F es una primitiva de f, también lo es g(x) = F(x) + ¢, con ¢
constante, luego

f(x)dx = F(x)+c,

donde c es la constante de integracién.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Teorema (linealidad)

Si f y g son funciones y k una constante:

- / ) ) e = / ) e / ol
o /kf(x) e k/f(x)dx.
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Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Teorema (linealidad)

Si f y g son funciones y k una constante:

- / ) ) e = / ) e / ol
o /kf(x) e k/f(x)dx.

Es cierto también para una cantidad finita de sumandos.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Teorema (linealidad)

Si f y g son funciones y k una constante:

- / ) ) e = / ) e / ol
o /kf(x) e k/f(x)dx.

Es cierto también para una cantidad finita de sumandos.
No hay férmulas similares para el producto y el cociente.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Primeras integrales inmediatas:

(1) /adx:ax+c,
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicacio

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Primeras integrales inmediatas:

Xa+1
o /x"dx:a_i_l—i—c,cona;é—l.

ucsmMm



Calculo de primitivas
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Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Primeras integrales inmediatas:

Xa+1
o /x"dx:a_i_l—i—c,cona;é—l.

1
(s ] /dx:log|x]+c,
X
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Aplicacio

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Primeras integrales inmediatas:

(1) /adx:ax+c,

Q/Xadx:xa+l+c,cona7é—1.
a+1
1
Q/de:log|x]+c,
O/exdx:ex+c,
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teor na fundamental del calculo
Apli 0

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Primeras integrales inmediatas:

(1) /adx:ax+c,

Xa+1
Q x? dx = +c,con a# —1.

a+1
/ x = log |x| + ¢,
/ x = e+ c,
aX
/axdx: + ¢, para a # 0.
log a
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Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Primeras integrales inmediatas:

Xa+1
o /x"dx:a_i_l—i—c,cona;é—l.

1

(s ] /dx:log|x]+c,
X

o

edx =e"+c,

e p—
log a
o

senx dx = —cosx + ¢,

/axdx 2 + ¢, para a # 0.
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Calculo de primitivas
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Apli 0

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Primeras integrales inmediatas:

(1) /adx:ax+c,

Xa+1
dx = —1.
e/x Ix a+1—|—c,cona7£

/ dx = log |x| + ¢,

D
x

%

I

e +c,

X

+ ¢, para a # 0.
log a

o/
o/
(6 ) /senxdx:—cosx+c,
o/

cosx dx = senx + c,



Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Integrales menos inmediatas:

dx 5
——>_ = [sec"x=tanx+c,
COS* X
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Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Integrales menos inmediatas:

dx 5
——>_ = [sec"x=tanx+c,
COS* X

dx 5
5_ = [ cosec’x = —cotanx + ¢,
sen<x
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Calculo de primitivas
Teorema fundamental del calculo

Integracién en una variable
Aplicaciones

Calculo de primitivas
Integrales inmediatas

Integrales menos inmediatas:

dx 5
——>_ = [sec"x=tanx+c,
COS* X

dx 5
= [ cosec“x = —cotanx + ¢,

sen2x

= arcsenx + ¢,

9/ dx
V1 — x2
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Calculo de primitivas
Teorema fundamental del calculo

Integracién en una variable
Apli

Calculo de primitivas
Integrales inmediatas

Integrales menos inmediatas:

dx 5
5_ = [ sec”x =tanx+c,
COS* X

dx 5
= [ cosec“x = —cotanx + ¢,

sen2x

dx
() /:arcsenx+c,
V1 —x2

/ dx ; L+
———— =arctanx + ¢
x24+1 ’
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Calculo de primitivas
Teorema fundamental del calculo

Integracién en una variable
Apli

Calculo de primitivas
Integrales inmediatas

Integrales menos inmediatas:

dx 5
5_ = [ sec”x =tanx+c,
COS* X

dx 5
= [ cosec“x = —cotanx + ¢,

sen2x
o / o +
———— —arcsenx + ¢
V1 — x2 ’
/ dx ; L+
——  =—arctanx+c¢
x24+1 ’

(5] /tanx:—log]cost-c7
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Calculo de primitivas
Teorema fundamental del calculo

Integracién en una variable
Apli

Calculo de primitivas
Integrales inmediatas

Integrales menos inmediatas:

dx 5
5_ = [ sec”x =tanx+c,
COS* X

dx 5
= [ cosec“x = —cotanx + ¢,

sen?x
o/ o +
——— =arcsenx + ¢
V1 —x2 ’
/ dx ; L+
——— =arctanx + ¢
x2+1 ’
O/tanx:—log]cost—c,

(6] /cotanx = log |sen x| + ¢,
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Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Otras integrales a recordar:

(4] /secxtanx =secx + c,
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Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Otras integrales a recordar:

(4] /secxtanx =secx + c,

Q /cosec xcotan x = —cosecx + ¢,
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Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Otras integrales a recordar:

(4] /secxtanx =secx + c,

Q /cosec xcotan x = —cosecx + ¢,

(s /secx: log | sec x + tanx| + ¢,
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Otras integrales a recordar:

(4] /secxtanx =secx + c,

(2] /cosec xcotan x = —cosec x + ¢,
9/secx:log|secx+tanxl+c,

(%) / cosec x = — log |cosec x + cotan x| + ¢,
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicacio

Calculo de primitivas

Integrales inmediatas

Otras integrales a recordar:

(4] /secxtanx =secx + c,

(2] /cosec xcotan x = —cosec x + ¢,
9/secx:log|secx+tanxl+c,

(%) / cosec x = — log |cosec x + cotan x| + ¢,

Ejemplo:

sec? x + sec x tan x
secx = = log|secx + tanx| + c.
sec x + tan x
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Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

Primero dividimos y comprobamos si quedan integrales inmediatas:

u/ ua+1
/dx:log|u|+c, /u’uadx:+c,
u @+ 1)
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Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

Primero dividimos y comprobamos si quedan integrales inmediatas:

u' yatl
/dx:log|u|+c, /u’uadx:+c,
u

/
/(uzu—i-]_) dX = arctan(u) + c.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

Primero dividimos y comprobamos si quedan integrales inmediatas:

u u
/udX:|0g|U|+C, /U/UadX:(a—i_l)—FC,

/
/(uzu—i-]_) dX = arctan(u) + c.

Descomposicién en fracciones simples

El integrando se escribe como suma de fracciones a las que
aplicamos las férmulas anteriores (si se puede).
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Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

"2x% —5x+6
e Ejemplo 1:. X(X_:)j dx
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
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Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

"2x%2 —bx + 6
e Ejemplo I: / X(X_:);’_ dx.
2X2—5X—|—6_ A B C

x—1P  x—1 (=12 (x=1®

Obtenemos: A=2, B=-1y C =3,

/2XEX_—5)1():6 *= 2/ ch<1_/(x_1)_2 dX+~°’/(X—1)_3 dx

:2|og\x—1\—|—(x—1)_1—g(x—1)_2—|—c.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable

Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

e Ejemplo 2: / dx.
X
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Calculo de primitivas
Teorema fundamental del calculo

Integracién en una variable
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

—x—2
Ejemplo 2 dx.
¢ Hempio /X(X—1)(x—2) x
x—2 A B c

x—2"

x(x—1)(x—2)  x  x-—1

Obtenemos A= -1, B=3y C = -2,

I e R T P

x—l)(x—2)
—log |x| + 3log|x — 1] — 2log|x — 2| + c.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable

Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

x24+1
Ejemplo 3: dx.
° Ejemplo 3 ,/x2(x1)(x+1) X
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Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
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Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

x24+1
Ejemplo 3: dx.
° Ejemplo 3 ,/x2(x1)(x+1) X

x*+1 A, B, C D
2(x—1(x+1) x x2 x—-1 x+1°

Llegamosa B=-1,C=1yD=-1, A=0.

/ x?+1 dx——/xzdx—i—/ dx _/ dx
x2(x = 1)(x+1) x—1 x+1

1
=—+log|x—1| —log|x+ 1|+ c.
X
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable

Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

. "5x%2 — x4+ 3
(] E_/emplo 4 / W dx
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

. "5x%2 — x4+ 3
o E_/emP/O 4 / W dX.

5X2—x+3_é+BX—i—C
x(x24+1) x  x2+1

)

Calculamos: A=3, B=2y C= -1,

/5x2—x—|—3dx_3/dx+/2xdx _/ dx
x(x?>+1) B X x?+1 x2+1

= 3log |x| + log(x?® + 1) — arctan x + c.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

o Ejemplo 5: un polinomio de segundo grado en el denominador
sin raices se trata completando en el numerador su derivada y
si queda una constante en el numerador se completan
cuadrados en el denominador.
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Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

o Ejemplo 5: un polinomio de segundo grado en el denominador
sin raices se trata completando en el numerador su derivada y
si queda una constante en el numerador se completan
cuadrados en el denominador.

/ 2x + 4 d / 2x + 2 d +/ 2 d
- = axX = | 50— ax —— Y ax
X2+ 2x +2 X2 +2x +2 (x+1)2+1

= log (x* + 2x + 2) + 2 arctan(x + 1) + c,

porque:

X2 2x+2=x>4+2x+1+1=(x+1)>+1.
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Calculo de primitivas

Integrales racionales y descomposicién en fracciones simples

o Ejemplo 5: un polinomio de segundo grado en el denominador
sin raices se trata completando en el numerador su derivada y
si queda una constante en el numerador se completan
cuadrados en el denominador.

/ 2x+4 d / 2x 42 d +/ 2 d
- dx= | 5———— dx —s—— dx
X2+ 2x +2 X2 +2x +2 (x+1)2+1
= log (x* + 2x + 2) + 2 arctan(x + 1) + c,
porque:
X2 2x+2=x>4+2x+1+1=(x+1)>+1.

1

@ No hemos tratado casos como / m dx.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Calculo de primitivas

Integracion por partes

Teorema

Si f(x) y g(x) son funciones derivables, entonces

/ f(x)g'(x) dx = f(x)g(x) — / f'(x)g(x) dx .
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Calculo de primitivas

Integracion por partes

Teorema

Si f(x) y g(x) son funciones derivables, entonces

/ f(x)g'(x) dx = f(x)g(x) — / f'(x)g(x) dx .

Si u(x) es una funcién derivable llamamos diferencial de u a
du = u'(x) dx. Haciendo u = f(x) y v = g(x) el teorema es:

/udv:uv—/vdu.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
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Calculo de primitivas

Integracion por partes

@ Si p(x) es un polinomio y «,a, b € R, integramos por partes
en:

[pteax, [ o) (ax+ by ox.
/p(x) sen(ax + b) dx, /p(x) cos(ax + b) dx,

haciendo u = p(x) tantas veces como su grado.
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Calculo de primitivas

Integracion por partes

@ Si p(x) es un polinomio y «,a, b € R, integramos por partes
en:

[pteax, [ o) (ax+ by ox.
/p(x) sen(ax + b) dx, /p(x) cos(ax + b) dx,

haciendo u = p(x) tantas veces como su grado.

o En:

/p(x) log(ax + b) dx,

tomamos dv = p(x) dx, porque la derivada del logaritmo es
muy facil.
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Calculo de primitivas
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Aplicaciones

Calculo de primitivas

Cambio de variable

Teorema (Método de sustitucién)

Si f y g son funciones y g es derivable, entonces

/ F(x) dx = / F(e(£)g'(¢) dt.
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

Teorema (Método de sustitucién)

Si f y g son funciones y g es derivable, entonces

/ F(x) dx = / F(e(£)g'(¢) dt.

Hacemos x = g(t) = dx = g'(t) dt.
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

Teorema (Método de sustitucién)

Si f y g son funciones y g es derivable, entonces

/ F(x) dx = / F(e(£)g'(¢) dt.

Hacemos x = g(t) = dx = g'(t) dt.

Tras resolver la integral hay que deshacer el cambio.
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

Teorema (Método de sustitucién)

Si f y g son funciones y g es derivable, entonces

/ F(x) dx = / F(e(£)g'(¢) dt.

Hacemos x = g(t) = dx = g'(t) dt.
Tras resolver la integral hay que deshacer el cambio.

Es la versidn integral de la regla de la cadena.
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

@ En expresiones con €%, se puede tomar

t=e" = x=logt,dx = dt/t.
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Calculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del calculo
Aplicacio

Calculo de primitivas

Cambio de variable

@ En expresiones con €%, se puede tomar
t=¢e" = x=logt,dx = dt/t.

@ Con varias raices de la misma expresién, por ejemplo,

Vit x V14+x,V14+x ~ 14x =t

transforma todas las raices en potencias enteras positivas.
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

@ Para V1 — x2 hacemos el cambio x = sent, pues:

V1—x%2=cost, dx=costdt.
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

@ Para V1 — x2 hacemos el cambio x = sent, pues:

V1—x%2=cost, dx=costdt.

@ Si aparece /1 + x2 podemos tomar
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

@ Para V1 — x2 hacemos el cambio x = sent, pues:

V1—x%2=cost, dx=costdt.

@ Si aparece /1 + x2 podemos tomar

]
1 dt
x=tant, V1+xZ=—, dx=
c

os t cos2t’
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

@ Para V1 — x2 hacemos el cambio x = sent, pues:

V1—x%2=cost, dx=costdt.

@ Si aparece /1 + x2 podemos tomar

]
1 dt
x=tant, V1+xZ=—, dx=
c

os t cos2t’

x =senht, +/1+x2=cosht, dx = coshtdt.

ucsMm
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

@ Para V1 — x2 hacemos el cambio x = sent, pues:

V1—x%2=cost, dx=costdt.

@ Si aparece /1 + x2 podemos tomar

]
1 dt
x=tant, V1+xZ=—, dx=
c

os t cos2t’

x =senht, +/1+x2=cosht, dx = coshtdt.

© En integrales con v/x2 — 1 podemos hacer :
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

@ Para V1 — x2 hacemos el cambio x = sent, pues:

V1—x%2=cost, dx=costdt.

@ Si aparece /1 + x2 podemos tomar

]
1 dt
x=tant, V1+xZ=—, dx=
c

os t cos2t’

x =senht, +/1+x2=cosht, dx = coshtdt.

© En integrales con v/x2 — 1 podemos hacer :

x=secu, \/x2—1=tant, dx =secttantdt.
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Calculo de primitivas

Cambio de variable

@ Para V1 — x2 hacemos el cambio x = sent, pues:

V1—x%2=cost, dx=costdt.

@ Si aparece /1 + x2 podemos tomar

]
1 dt
x=tant, V1+xZ=—, dx=
c

os t cos2t’

x =senht, +/1+x2=cosht, dx = coshtdt.

© En integrales con v/x2 — 1 podemos hacer :

x=secu, \/x2—1=tant, dx =secttantdt.

x =cosht, +/x2—1=senht, dx=senhtdt.
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Calculo de primitivas

Integrales trigonométricas

@ Fdérmulas basicas:

sen’(x) 4 cosqx) =1, tan(x) + 1 = o)’
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Calculo de primitivas

Integrales trigonométricas

@ Fdérmulas basicas:
1

sen’(x) 4 cosqx) =1, tan(x) + 1 = o)’

@ Férmulas del dngulo doble
sen(2x) = 2sen(x) cos(x),

cos(2x) = cos?(x) — sen?(x).
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Calculo de primitivas

Integrales trigonométricas

@ Fdérmulas basicas:
1

sen’(x) 4 cosqx) =1, tan(x) + 1 = o)’

@ Férmulas del dngulo doble
sen(2x) = 2sen(x) cos(x),
cos(2x) = cos?(x) — sen?(x).

@ Férmulas del cuadrado:

1 2 1-— 2
cosqx) = L costex) cgs( x) , seny(x) = C;S( x) .
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Calculo de primitivas

Integrales trigonométricas

@ Fdérmulas basicas:
1

sen’(x) 4 cosqx) =1, tan(x) + 1 = o)’

@ Férmulas del dngulo doble
sen(2x) = 2sen(x) cos(x),
cos(2x) = cos?(x) — sen?(x).

@ Férmulas del cuadrado:

1 2 1-— 2
cosqx) = L costex) cgs( x) , seny(x) = C;S( x) .

e Férmulas del seno y coseno de la suma:
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + cos(x)sen(y),
cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sen(x)sen(y).
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Una particion del intervalo [a, b] es una coleccién finita de puntos:
P = {x0,x1,...,Xn} con

a=xg<x1<x<---<xp=>b.
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Definicion
Una particion del intervalo [a, b] es una coleccién finita de puntos:
P = {x0,x1,...,Xn} con

a=xg<x1<x<---<xp=>b.

Sea M; = sup{f(x): x € [xj_1,xi]},
m; = inf{f(x) : x € [xi_1, x]}.
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Definicion
Una particion del intervalo [a, b] es una coleccién finita de puntos:
P = {x0,x1,...,Xn} con

a=xg<x1<x<---<xp=>b.

Sea M; = sup{f(x): x € [xj_1,xi]},
m; = inf{f(x) : x € [xi_1, x]}.
Las suma superior y suma inferior de f asociadas a P son:

Uf(P) = Z M,’(X,' — X,',l) y Lf(P) = Z m,-(x,- s X,',l).
i=1 i=1
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Ejemplo de suma superior y suma inferior:

\ yere
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Ejemplo de suma superior y suma inferior:

Sumdas superiores

Sumas inferiores
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Una funcién f acotada en [a, b] es integrable en [a, b] si existe un
nimero / tal que:

sup Lf(P) = inf Uf(P) = 1.
P [P
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Una funcién f acotada en [a, b] es integrable en [a, b] si existe un
nimero / tal que:

sup Lf(P) = inf Uf(P) = 1.
P [P

lo llamamos integral definida o integral de Riemann de f en [a, b] y

escribimos:
b b
I_/ f_/ f(x)dx
a a
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Teorema fundamental del calculo

Integral de Riemann

También se puede considerar cualquier punto en cada subintervalo
zi € (xi—1,%;)

b n
/ f(x)dx = lim f(zi)(xi — xi—1)
a

n—o0 4
i=1

ucsmMm



Célculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del célculo
Aplicaciones

Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Sumas de Riemann - Calenls I - Prof. H. Pijeira

as
a6
as
az
2 - a 2
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Sumas de Riemann - Calenls I - Prof. H. Pijeira

AN

as
a6

a4

az
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Sumas de Riemann - Calenls I - Prof. H. Pijeira

7T

as

a6

a4

az
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Sumas de Riemann - Calenls I - Prof. H. Pijeira

ATS
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Sumas de Riemann - Calenls I - Prof. H. Pijeira

7T

N

as
a6
a4

az

ucsmMm



Célculo de primitivas

Teorema fundamental del calculo
Aplicaciones

Integracién en una variable

Teorema fundamental del calculo
Integrales definidas

Sumas de Riemann - Cadleule I - Prof. H. Pijeira
7N

0N
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Integrales definidas

Sumas de Riemann - Cdleule I - Prof. H. Pijeira
AN

7
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Sumas de Riemann - Calenls I - Prof. H. Pijeira

T,

AN
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Sumas de Riemann - Calenls I - Prof. H. Pijeira

AT

AT
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Sumas de Riemann - Céleule I - Prof. H. Pijeira
AT,
A

ucsmMm



Célculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del célculo
Aplicaciones

Teorema fundamental del calculo

Integral de Riemann

También se puede considerar cualquier punto en cada subintervalo

b
/a f(x) x:nler;to zi)(xi — xi—1)

Tomando subintervalos iguales, la integral se puede usar entonces
para calcular limites

1
/0 f(x)dx:nangoEZf( i/n)
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Teorema fundamental del calculo

Integral de Riemann

También se puede considerar cualquier punto en cada subintervalo

b
/a f(x) x:nler;toz, Xj — Xj—1)

Tomando subintervalos iguales, la integral se puede usar entonces
para calcular limites

1
/0 f(x )dx_nIL)ngo;Zf( i/n)

li Z n I 1 Z 1 /1 1 d T
n—00 £ n?+i2  n-oon —~ 1+ (i/n)? o 1+x2 4
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Teorema

Si f y g son funciones integrables en [a, b]:
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Teorema

Si f y g son funciones integrables en [a, b]:

b b b
e f + g es integrable en [a, b] y / (fF+g)= / f_|_/ g.
a a a
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Teorema

Si f y g son funciones integrables en [a, b]:
b b b
e f + g es integrable en [a, b] y/ (f+g) :/ f_|_/ g.
a a a

b b
@ Si c € R, cf es integrable en [a, b] y/ cf = c/ f.
a a

ucsMm



Célculo de primitivas
Integracién en una variable Teorema fundamental del célculo
Aplicaciones

Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

Teorema

Si f y g son funciones integrables en [a, b]:

b b b
e f + g es integrable en [a, b] y / (fF+g)= / f_|_/ g.
a a a

b b
@ Si c € R, cf es integrable en [a, b] y/ cf = c/ f.
a a

Teorema
Si f es continua en [a, b], entonces es integrable en [a, b].
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

a b
Si a < b, se define / f(x)dx = —/ f(x)dx.
b a
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

a b
Si a < b, se define / f(x)dx = —/ f(x)dx.
b a

Teorema

Sia< b< cy f estd definida en [a, c], entonces es integrable en
[a, c] si y sblo si es integrable en [a, b] y en [b, c]. Ademds:

b c c
[ [r=[F
a b a
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

a b
Si a < b, se define / f(x)dx = —/ f(x)dx.
b a

Teorema

Sia< b< cy f estd definida en [a, c], entonces es integrable en
[a, c] si y sblo si es integrable en [a, b] y en [b, c]. Ademds:

b c c
[ [r=[F
a b a

En general, aunque no estén ordenados a, B y 7:

B Y v
/f+/f_/f.
« B «@
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

@ Si f es integrable en [a,b] y f(x) >0 Vx € [a, b]:

b
| =0
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

@ Si f es integrable en [a,b] y f(x) >0 Vx € [a, b]:

b
| =0

e Si fy g son integrables en [a, b] y f(x) > g(x) Vx € [a, b]:

b b
/fZ/g.
a a
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Teorema fundamental del calculo

Integrales definidas

@ Si f es integrable en [a,b] y f(x) >0 Vx € [a, b]:

b
| =0

e Si fy g son integrables en [a, b] y f(x) > g(x) Vx € [a, b]:

b b
/fZ/g.
a a

@ Si f es integrable en [a,b] y m < f(x) < M Vx € [a,b]:

m(b—a)</bf<l\/l(b—a).
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Teorema fundamental del calculo

Principales resultados

Teorema

Si f es integrable en [a, b], entonces F(x / f(t)dt es

continua en [a, b].

No se necesita la continuidad de f.
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Teorema fundamental del calculo

Principales resultados

Teorema fundamental del calculo

Si f es continua en [a, b], entonces

es derivable en [a, b] y:

para todo x € [a, b].
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Teorema fundamental del calculo

Principales resultados

Regla de Barrow

Sean f y g continuas en [a, b] y g derivable en (a, b), tales que
g'(x) = f(x) para todo x € (a, b) (g es una primitiva de f),
entonces

[ r=s0) - s(0) = 5]
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Teorema fundamental del calculo

Principales resultados

Teorema

Si f es continua en [a, b] y g y h son derivables en [a, 3] y con
valores en [a, b], entonces la funcién

A(x) = /:(:) f(t)dt

es derivable en [a, (] y su derivada es

A'(x) = f(h(x)) - ' (x) = f(g(x)) - &'(x)-
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Teorema fundamental del calculo

Principales resultados

Teorema

Si f es continua en [a, b] y g y h son derivables en [a, 3] y con
valores en [a, b], entonces la funcién

A(x) = /:(:) f(t)dt

es derivable en [a, (] y su derivada es

A'(x) = f(h(x)) - ' (x) = f(g(x)) - &'(x)-

3

Ejemplo: F(x) = / cost dt = F'(x) = 3x2cos(x>)
0
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Teorema fundamental del calculo

Integracion por partes y cambio de variable

Teorema

Si ' y g’ son funciones continuas en [a, b], entonces

- /b f'(x)g(x) dx .

a a

[ o0 x = [0
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Teorema fundamental del calculo

Integracion por partes y cambio de variable

Teorema

Si ' y g’ son funciones continuas en [a, b], entonces

- /b f'(x)g(x) dx .

a a

[ o0 x = [0

Teorema

Sea g una funcién tal que g’ es continua en [a, b] y sea
integrable en [g(a), g(b)]. Entonces

£(b) b
/ F(x) dx = / Flg(t) g'(t) dt
g(a) a
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Areas planas en cartesianas

o El drea comprendida entre la grafica de una funcién continua
f no necesariamente positiva, el eje X y las rectas x = ay

x = b es igual a
b
/ |f(x)| dx.

flx)  ay
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Areas planas en cartesianas

o El drea comprendida entre la grafica de una funcién continua
f no necesariamente positiva, el eje X y las rectas x = ay

x = b es igual a
b
/ |f(x)|dx.
a

o El drea comprendida entre las gréaficas de dos funciones
continuas f y g y las rectas x = ay x = b es igual a

b
/ 1F(x) — g()] dx .
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Areas en polares

e Dada una curva en polares, r(f), continua y positiva en [a, 3],
el drea encerrada entre la curva y las semirrectas 0 = « y

0 = f es:
1 (7,
2/ r(e)d97

si f—a <27,
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Aplicaciones

Areas en polares

e Dada una curva en polares, r(f), continua y positiva en [a, 3],
el drea encerrada entre la curva y las semirrectas 0 = « y

0 = f es:
1 (8,
= r<(9) do,
2 Ja
si f—a <27,
@ Ejemplo: Un sector circular de radio R y dangulo de abertura «

tiene drea: )
1 [« R
/ R2dg =2
2 Jo 2
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Aplicaciones

Voliimenes

@ Seccién transversal conocida, A(x):
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Aplicaciones

Voliimenes

@ Método del disco: volimenes generados al girar f alrededor
del eje X:

b

A(x) = W(f(X))2 = V= 7'[‘/ (f(x))2dx.

a

A
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Voliimenes

@ Método de capas: voliimenes generados al girar f alrededor
del eje Y-

b
V:27r/ x f(x) dx.
a

Yy
[
Xi
f(x)
P 3
a
dx b x
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Longitudes

@ La longitud de una curva en paramétricas, dada por
v(t) = (x(t),y(t)), con t € [a, b], con derivada continua a

trozos es: .
/a \/<x’(t))2 + (y’(t))2 dt.
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Longitudes

@ La longitud de la géfica de una funcién con derivada continua
a trozos en [a, b] es:

/ab\/l +(7109) ax
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Aplicaciones
Longitudes

@ La longitud de la géfica de una funcién con derivada continua
a trozos en [a, b] es:

/ab\/l +(7109) ax

@ La longitud de una curva en polares con derivada continua a
trozos en [a, ] es:

/ab \/<r(0))2 + <r’(6)>2 do.
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