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TEMA 2. Célculo diferencial de una variable
2.1 DERIVABILIDAD

Primeras definiciones y propiedades

- Velocidad media en un intervalo de tiempo [to,to + h], si u(t) es la posicién:

o u(to + h) — u(t)

- Pendiente del segmento que une dos puntos de la grafica y = f(x) de abscisas xg y z¢ + h:

f(xo +h) = f(x0)
h

La recta secante correspondiente es

y = f(zo) + m(x — x0).

Derivada: Dada una funcién f, la derivada de f en un punto z( se define

como el limite A B — F(zo)
, +h)— Jf(Zo
/(o) = lfm 20 .

S wo) = Jim h

- Ejemplo: Si f(x) = 22,

R € ) e
Pa=m =

2zh + h?
srh+h”

- Se dice que f es derivable en xg si el limite anterior existe y es finito. Se dice que f es derivable
en un intervalo (a,b) C R si es derivable en todos sus puntos. La funcién f’ existe para los
puntos del dominio de f donde sea derivable.

d

- Notacién alternativa f(zo) = d—f(xo).
x

- Definicién alternativa f'(zo) = lim M.
T—T0 Tr — X0

Teorema: Si f es derivable en x( entonces es continua en x.

- Version alternativa: Si f no es continua en un punto no puede ser derivable en ese punto.

¢ Recta tangente
La recta tangente a la grafica de la funcién y = f(z) en el punto (xg, f(xo)) es

y = f(zo) + f'(x0)(z — o)



e Primeras derivadas

e Propiedades

f(z) =a™ (neN)
f(z) =senz

f(x) = cosx
fx) = e”

f(z) =logx

L T

/(@) = nant
f(x) = cosx
fl(x) = —senx
f'(x) = e
f(x) =1/x

- La derivada es una operacién lineal: (cf) =cf’, (f+9) =f"+¢.

- Derivada de un producto: (fg) = f'g + f¢'.

- Derivada de un cociente: (

- Ejemplo: Si f(x) =tgx

f/

9
sen x

cosz’

()

2

i)’: f'9—19"

9

cos? + sen

cos2 x

2z

=sec’z =1+tg’x

- Derivada de la composicion, regla de la cadena: (f og) = (f'og)g'.

- Ejemplo: Si f(x) = sen(log x),

- Derivada de la funcién inversa: (f~1)

- Idea: Si fo f~l(z) ==z,

e Mas derivadas

f'(x) = cos(log x) - %

=2% (aeR)
=a* (a>0)
=log,z (a>0)

1

STy

§

$

§

F/(@) = az!
f'(x) =a” lloga
fi(@) = zloga
f(z) = 1522
f(x) =secxtgx
fla)=1/x



- Ejemplo: Si f(z) = arcsenz,

, _ 1 _ 1
Fla) = cos(arcsenz) /1 — 22

Resultados sobre_derivabilidad.

- Si xp es un maximo o un minimo (extremo) local de f y f es derivable en x(, entonces

f/(.To) = O

- Ejemplo de minimo: Si f(xg) < f(y

~—

para todo y € (zg — 6,0 + 0), entonces, para |h| < ¢ se

tiene
flwot+h) = flzo) o si h>0
- >
f($0+h)—f($o)<0 S h<o
. <

Por tanto el limite, como existe, debe ser cero.

Teorema de Rolle: Si f es continua en [a,b] y derivable en (a,b), con f(a) = f(b),
entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = 0.

y = f(x)

Como f es continua en |[a, b], alcanza el méximo y el minimo. Si los dos se alcanzan en a y en b,
entonces f es constante. Si no, el maximo o el minimo esta en el interior y es un extremo local.
La derivada alli debe ser cero.



Teorema del valor medio: Si f es continua en [a, b] y derivable en (a,b), entonces existe
¢ € (a,b) tal que

y=f(z)
a c b

f(b) = f(a)

La funcién g(z) = f(z) — f(a) — 2 (x — a) verifica las hipétesis del Teorema de Rolle.
—a

e Aplicaciones

- Si f es continua en (a,b) y f'(z) = 0 para todo x € (a,b), entonces f es constante en (a,b).

- Si f/(z) > 0 para todo x € (a,b), entonces f es (estrictamente) creciente en (a,b), es decir
flx) < fly) Va<z<y<hb.

- Si f'(x) > 0 para todo = € (a,b) y f(a) <0 < f(b) entonces la ecuacién f(z) = 0 tiene una y

s6lo una solucién en ese intervalo.

- Regla de L’Hopital

Teorema de L’Hopital-Bernoulli: Si h’_r)n f(z) = lim g(z) =0y lim
r—

T T g’(;p)
entonces

@ @
2 gla) ~ #58 g(a)

- La regla de L’Hopital se aplica también si lim f(z) = lim g(z) = oo, y también si a = oo.

r—a T—ro
- Ejemplo
, 1—cosz ., senx , Ccosx 1
11m72:1m = lim =—.
z—0 x z—0 21 z—=0 2 2



2.2 EXTREMOS DE FUNCIONES

- Resultados necesarios:

Una funcién continua en un intervalo cerrado y acotado alcanza el maximo
y el minimo.

En un punto de maximo o minimo local de una funcién, si existe la derivada
debe ser cero.

- Método de obtencién de extremos: funciéon continua en un intervalo cerrado y acotado

= considerar los puntos donde la derivada es nula;
= considerar los puntos donde no existe la derivada;
= considerar los extremos del intervalo;

= comparar el valor de la funcion en esos puntos.

- Ejemplo:

1
Sea f(x) = 22°/3 4 52%/3. Se tiene f'(z) = §O($ + 1)z~ /3,

Asi, no existe f/(0), mientras que f’(—1) = 0. Comparando

los valores f(0) = 0, f(—1) =3, f(—2) =22/3, f(1) =7, se :
tiene maximo en x = 1, minimo en = = 0. A\B

-2 -1 1

Si el conjunto no es cerrado, o no es acotado, o la funci’on a considerar no es continua en algin
punto aislado, la existencia de maximo o minimo no estd garantizada. Es necesario estudiar los
limites en los puntos destacados.



2.3 ESTUDIO LOCAL. PROPIEDADES DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES
Crecimiento

- Si f/(z) > 0 para todo x € (a,b), entonces [ es (estrictamente) creciente en (a,b).
- Anslogamente para funcién decreciente.

- Si f es creciente en (zg — 0, xo) y decreciente en (g, o+ d), entonces f tiene un maximo local
en xop.

- Anélogamente para un minimo local.

- Para determinar los intervalos de crecimiento de una funcién, asi como sus extremos locales,
hay que determinar el signo de la derivada en los distintos intervalos.

Convexidad

- Se dice que un conjunto en R? es convexo si dados dos puntos cualesquiera en el conjunto el
segmento que los une esta completamente contenido en él.

- Se dice que una funcién f es convexa en el intervalo [a,b] si el conjunto
{(z,y) €R? : a <z <b,y> f(x)} es convexo.
- Se dice que f es céncava si —f es convexa.

- Definiciones alternativas de funcién convexa.
[~ f() _ [~ f(a)
T —a - —a

 fAx 4+ (1=Ny) <Af(x)+(1=Nf(y) YVa<z,y<b 0<A<L

Va<x<b.

S —

= fll2) < fly) Va<z<y<bd.

» [(x) >0 Va<zxz<b.

Se dice que x¢ es un punto de inflexién de una funcién f si ésta cambia de convexidad a ambos
lados del punto.

Si 2o es un punto de inflexién de f y existe la segunda derivada alli, entonces f”(zg) = 0.

- Para determinar los intervalos de convexidad de una funcién, asi como sus puntos de inflexién,
hay que determinar el signo de la segunda derivada en los distintos intervalos.

Asintotas



- f tiene una asintota vertical en z = z¢ si lim f(z) = too.
T—T
0

- f tiene una asintota horizontal y = a si lim f(z) = a.
T—F00

- f tiene una asintota inclinada y = mx +b si lim (f(:n) —mx — b) =0.
T—F00
x
En la practica, para las asintotas inclinadas, m = lim @, b= lim ( f(z) — mx)
r—t+oo X z—+o0



2.4 PoLINOMIO DE TAYLOR
Construcciéon

Queremos aproximar una funcioén, cerca de un punto dado, por un polinomio. La idea es imponer
que el polinomio comparta con la funcién el valor de las sucesivas derivadas en ese punto.

Empecemos con g = 0. Si el polinomio de grado n se escribe como
n
2
P,(z) =ao+ a1z + agx”® + -+ - + apz”™ = Zak:vk
k=0

el calculo de sus derivadas en x = 0 es facil

d* P,
Tk (0) = Klag .
d* 1 d" k)
Para que coincidan estos valores con dT:{(O)’ basta tomar aj = EdT:{ = / ]{;EO)

Asi el polinomio de Taylor de grado n de f alrededor del punto x = 0, es

n k)
Prof(z) = Z f k(,o)xk
k=0 )

- Ejemplo
Sea f(x) = e*. Como f*(0) =1 para toDo k > 0, el polinomio de Taylor es

Pn,Of('r) = in'

2

f(z) =e", PQ,of(x)ZI—i—x—i—%_

Tomemos ahora xy cualquiera. Si el polinomio de grado n se escribe como

P,(x) =ag+ai(x—x0) +az(z —x0)2+ -+ an(z — x0)"
n

= Z ap(x — xo)"
k=0



el calculo de sus derivadas en x( es facil, Pf) (xo) = k!ay . Para que coincidan estos valores con
P (o)
K

o (o) basta tomar ay =

Definicion: El polinomio de Taylor de orden n de f alrededor del punto
T = I( €es

n k) T
Pn,xof(x) = Z f ( 0) ($ - xO)k

k!
k=0

Cuando zg = 0 se suele denominar también polinomio de McLaurin.

En los siguientes desarrollos tomamos g = 0.

1-3 Q?5 (_1)nm2n+l
sen xr ~ x—§+a+...+m
TR >
COST > _ — — ~ 7
2 4l (2n)!
1
1 S o e S S
—x
2 3 n+1,.n
T T -1 T
log(1 + x) ~ x—f+7+...+L
2 3 n
También, para xg = 1:
_12 _13 _1n+1 — 1"
logz ~ (x—l)_(xQ) (1‘3) -'—i-( i (z —1)
n

y 7.

Teorema de Taylor:

lfm fz) - Pn,:r:of(x)

=0.
T—T0 ({E — 1'0)“

10



Es decir, el polinomio aproxima a la funcién cerca del punto considerado y esta aproximacion
es mejor cuanto mayor es el grado.

Este resultado también se puede escribir, con la notaciéon de Landau

f(@) = Py f(z) + o(Jx — z0]™) para x — .

Definicion: Se dice que f(x) = o(g(x)), y se lee “o pequena de”, para x
cerca de xq si

lim @ =0.
a—wo g(x)
- FEjemplos:
cosz — 1 =o(senx) para z — 0
72
ex:1+a:+?+0(:r2) para z — 0
logx = o(x) para r — 00.

Célculo de limites

Para calcular limites usamos el Teorema de Taylor con el grado del polinomio conveniente.

- Ejemplo:
lm cosr —e +x lfm 1—22/2 — (1+2z+22/2) + 2 + o(x?)
z—0 x2 z—0 x2
.2 2
= lfm — 2 +2°(”“" ).
z—0 X

Resto de Taylor

Segun el Teorema de Taylor, el resto

Rn,xof(x) = f(l‘) - Pn,a:of(x)a

verifica que tiende a cero para x — xg, y lo hace més deprisa cuanto mayor es n.

En el ejemplo anterior de la funcién seno, podemos dibujar el valor absoluto del resto (el error)
para los cuatro polinomios calculados:

Para estimarlo cuantitativamente utilizamos la formula de Lagrange

_ (O — )™

para algin ¢ € (z,x9) o ¢ € (z9, x).

11



0.25 0.25 0.25 0.25
0.2 0.2 0.2 0.2
0.15 0.15 0.15 0.15
0.1 0.1 0.1 0.1

0.05 0.05 0.05 k 0.05 J

-0.05 -0.05 -0.05 -0.05

-0.1 -0.1 -0.1 -0.1

- Ejemplo: si f(x) = senx, para estimar sen 1 mediante el polinomio de grado 5, utilizamos

R =

|Rs0f(1)] <

y obtenemos

p—p_ Ly b o] < —
senl=1—=-+4+-—+4¢ el < ==
6 120 ’ — 720

El valor obtenido es sen 1 ~ 0,8416, con un error de 0,0014. El valor exacto con 6 cifras decimales
es 0,841471.

Caracterizacion de extremos y puntos de inflexién

Utilizando el Teorema de Taylor, podemos caracterizar los puntos criticos segin la primera
derivada no nula.

Teorema: Supongamos que f'(a) = f"(a) = --- = fF=(a) = 0, ¥ (a) # 0,
k > 1. Entonces

= Sikespary f¥(a) >0, el punto # = a es un minimo local.
= Sikespary f¥(a) <0, el punto 2 = a es un maximo local.

= Si k es impar, el punto z = a es un punto de inflexion.

La idea es que cerca del punto x = a se tiene

k) a
5@)~ @)+ D 0oy

Si k es par, (z — a)* es positivo y f(z) serd mayor o menor que f(a) segin el signo de f*(a).
Si k es impar entonces el dltimo término siempre cambia de signo a ambos lados de x = a.
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