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TEMA 3. Sucesiones y series
3.1 SUCESIONES DE NUMEROS

Preliminares

- Una sucesién es la imagen de una aplicacién cuyo dominio es el conjunto de los nimeros

naturales.
f: N = R
n — ap=f(n)
- Los términos de la sucesién se escriben ap, ag, as,--- (en ocasiones se consideran también

sucesiones comenzando por ag o ag). El término general es a, = f(n). La sucesién se suele
escribir {a,}52 ;.
- También se pueden considerar sucesiones definidas en forma recurrente

an+1 = g(an), n>1, a;dado.

- Una sucesién {a,}5° ; es monétona creciente si a,y1 > ap para todo n € N. Andlogamente
para mondtona decreciente.
- Una sucesién {a,}°°, es acotada superiormente si a, < C para todo n € N. Andlogamente
para acotada inferiormente.

Limites

Definicion: Se dice que una sucesién {a, }5°; es convergente, con lim a, = ¢ si
n—oo

Ve>0 INyeN : |a,—{ <e VYn>Ng.

1
- Ejemplo: lim — = 0.

n—oo M

- Se dice que una sucesién no es convergente cuando el limite no existe (la sucesién es oscilante
sin acercarse a ningun valor) o el limite existe pero es infinito (o menos infinito). La definicién
de limite infinito es la andloga sustituyendo la expresién |a,, — £| < & por a, > M.

- Ejemplo:
ap, = (—1)", an =2n+ 3.

Propiedades de los limites

Cuando existan los limites involucrados, se tienen las siguientes propiedades

- Linealidad: el limite de la suma es la suma de los limites; las constantes multiplicativas con-
mutan con el limite.

- El limite del producto es el producto de los limites. El limite del cociente es el cociente de los
limites si el denominador no es cero.

- El limite conmuta con las funciones continuas. Es decir, si lim a, = £ y h es una funcién
n—oo
continua en £, entonces
lim h(a,) = h( lim ay,) = h(¥).

n—oo n—oo



Para calcular limites de sucesiones utilizaremos alguna de las siguientes técnicas:

» Concepto de limites de funciones y célculo diferencial.
= Lema del sandwich.

s Criterio de Stolz.

= Formula de Stirling.

= Sucesiones monodtonas y acotadas.

= Teorema del punto fijo.

e Sia, = f(n), donde f es una funcién definida en todos los reales (o al menos en los positivos),
entonces

lim a, = lim f(x)

n—o0 T—00
si este dltimo limite existe. Para calcularlo se pueden utilizar las técnicas del calculo diferencial,
como la regla de L’Hopital o el Teorema de Taylor. Es especialmente ttil en la forma a,, = g(1/n),
en cuyo caso

lim a, = lim g(z).

n—00 z—0

n x - ]- —
- Ejemplo: h;m (cos(3/n)) * = lim (cos(3a;))1/ - exp[lim M] =e 92,

z—0 x—0 I‘z
e Lema del sandwich. Si lim a, = lim ¢, = £y a, < b, < ¢, para todo n > k, para algin
n—o0o n—o0
k € N, entonces lim b, = ¢.
n—oo
senn
- Ejemplo:  lim = 0 pues
n—oo N
1 senn 1
——< < -—.
n n n

e (Criterio de Stolz. Si se verifica alguna de las dos propiedades
- lim b,, = oo creciente, o

n—oo
- lim a, = lim b, = 0, decrecientes, entonces
n—oo n—oo
, an P Gn+1 — An , an — An-1
lim = = lfm —+t " o lim ——
n—oo by, n—oo byl — by n—oo by, — bp—1

siempre que este 1iltimo limite exista.
Es util cuando aparezcan sumas cuyo nimero de sumandos depende de n.

- Ejemplo:
i 1+2+4+--~+2“_1, ontl _
ns00 on i gt —gn

e Formula de Stirling. El siguiente limite es util para calcular limites que involucren factoriales:

|
fm — 1 —1
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- Ejemplo:

e Sucesiones mondtonas y acotadas.

Teorema: Toda sucesién mondtona creciente y acotada superiormente es conver-
gente. Andlogamente toda sucesién mondtona decreciente y acotada inferiormente

es convergente.

n+1 1
- Ejemplo: a, = es mondtona creciente, pues f'(z) = ————. Adem4s a,, < 1 para to-
jemp "= pues f'(x) @12 n<1p
14z
do n. Por tanto es una sucesién convergente. El limite es facil de calcular lim a, = lim * =
n—00 z—=0 1+ 2z

1.
o Sucesiones recurrentes.

- Si apy1 = g(ay), con g una funcién definida en R derivable, entonces la sucesién es monétona
si g > 0y oscilante si ¢’ < 0.

tns1 = an = g(an) = g(an-1) = g'(c)(an — an—1), ~ para algin c.

- Si la sucesién es convergente, el limite £ = lim a,, debe verificar £ = g(¢).
n—oo

1
- Ejemplo: an+1 = v/2ay, con a; = 1 es mondtona creciente, pues ¢'(z) = \/7 vy ay —ay =
T

V2 —1 > 0. Ademis es acotada (por induccién) a,, < 2. Por tanto es convergente y el limite
debe verificar £ = v/2{, es decir £ =0 0 £ = 2. Pero £ > a; = 1, por lo que lim Qp = 2.
n—oo

Teorema del punto fijo: Si an+1 = g(ay), con g una funcién definida en R derivable,
con |¢'(z)] < X\ <1 en algin intervalo I C R, y se verifica a,, € I para todon >k
para algun k, entonces {a,}5°; es una sucesién convergente y su limite ¢ es el
tnico punto fijo £ = g(¢) en I.

a 1
- Ejemplo:  api1 = 1—?71, con a1 = 10, es una sucesién convergente, pues |¢'(x)| = 3 (oscilante

14
pues ¢’ < 0) con limite la solucién de £ =1 — =, es decir, lim a, = =
2 n—00



e Diagrama de la telarana.

En las siguientes figuras representamos dos sucesiones definidas en forma recurrente convergen-
tes, una mondétona y otra oscilante.

Tni1 = V2Tn, x1=1+2. nl;rgo T, = 2.

y=1




3.2 SERIES DE NUMEROS
Preliminares

- Una serie (infinita) es la suma de todos los términos de una sucesion.

oo
Definicion: Se dice que una serie E an es convergente si el limite de las sumas

n=1
parciales existe

N
lim g an = L.
N—o0

n=1

Se dice entonces que la suma de la serie es L.

- Ejemplo:
N
> n i n o pNAL T
E r'" = lim r'" = lim =
1 N—o0 1 N—o00 r—1 1—7r
n—

n—

siempre que |r| < 1. Sir > 1 el limite es infinito; si 7 < —1 el limite ni siquiera existe.

- Una condicién necesaria para la convergencia de una serie es que el término general tienda a
oo

cero. Pero no es una condicién suficiente. El ejemplo estdndar es la serie armdnica E —, que
n
n=1
diverge.

Series de términos positivos

En general, dada una serie concreta convergente, no se podra determinar el valor exacto de la
suma, pero es imprescindible poder conocer su convergencia para aplicar algin método numérico
de aproximacién.

Veremos pues criterios que determinen cuidndo una serie es convergente o no. Comenzamos
estudiando series de términos positivos

o0
e Serie geométrica. La serie E r’ se denomina serie geométrica de razén r. Se verifica

oo

r<l = Zr” converge,
oo

r>1 = Zr” diverge.

o0

e Serie p-armonica. La serie E — se denomina serie p-armonica, generalizacién de la serie
n

armoénica (p = 1). Se verifica

(o ¢]
1
p>1 = Z " converge,
[o.¢]

1
p<1l = Z " diverge.
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= /. Entonces

o . . ;. Qn41
o (riterio del cociente. Supongamos que existe 1im
n—00 (U,

o0
(<1l = Zan converge,
o0

(>1 = Zan diverge,
si £ =1 el criterio no decide.

o) n

. ;. Qn41 p
- Ejemplo: E — converge pues lim = lim
n! n—oo  Qy n—oo N -+

=0<1

o (riterio de la raiz. Supongamos que existe lim {/a, = ¢. Entonces
n—oo

[e.9]

(<1 = Zan converge,
(o]

(>1 = Zan diverge,
si £ =1 el criterio no decide.

(Si al intentar aplicar el criterio del cociente se obtiene £ = 1, no se debe aplicar el criterio de la
raiz pues el limite serd el mismo).

e}

2 1\n
- Ejemplo: Z ( :j_5 ) diverge pues nh_}rxolo va, =2 > 1.

o (C'riterio de comparacion directa. Supongamos que se verifica a,, < b, para todo n > k para
algiin k. Entonces

oo oo
E b, converge = E an converge,
oo

oo
Z an diverge = Z b, converge.

. . L. . , Qn
e Criterio de comparacion en el limite. Supongamos que se verifica lim — = ¢, donde 0 < ¢ <
n—oo n

oo. Entonces ambas series tienen el mismo caracter, es decir, ambas convergen o ambas divergen.

oo
a
- Ejemplo: E arcsen(1/v/n) diverge pues lim 7;1 = 1, y la serie 1/2-armoénica diverge.
n—00 1" /2

Series alternadas

[o.¢]
Una serie alternada tiene la forma Z(—l)"bn, donde b,, > 0.

o0 oo
Si la serie de términos positivos E by, converge entonces la serie alternada E (—1)"by, también
converge, pero el reciproco no es cierto. Asi pues se considera, para una serie de términos con

o
signo cualquiera E anp:

oo
- Se dice que converge absolutamente si la serie E |an| converge. En ese caso la serie dada
también converge.
- Se dice que converge condicionalmente si converge pero no absolutamente.



o Criterio de Leibniz. Si la sucesién {b,} es decreciente con lim b, = 0, entonces la serie

n—oo
o0
alternada Z(—l)"bn converge.
o (=)
- Ejemplo: Z converge condicionalmente.
n
Suma de algunas series
e Serie geométrica.
o0 o0 k
1 T
r = ) si |r] <1 ( r" = )
Z 1—7r I Z 1—-7r
n=0 n=~k
e Serie aritmético-geométrica.
> T
an” = si|r| < 1.
2 )
n=1 (1 T)
e Serie telescopica.
[e.e]
D (bng1 —bp) = lim b, — by
1 n—oo



3.3 SERIES DE TAYLOR

Preliminares
- Una serie de potencias es una suma de la forma

S(x) = Zan(az —20)" = ap + a1 (x — x0) + az(z — z0)? + - -
n=0

- El conjunto de convergencia es el conjunto de puntos « € R para los cuales la serie es conver-
gente. Siempre es un intervalo simétrico (xg — p, o + p), aunque puede incluir o no los extremos.

El ndmero p € [0, 00] se denomina radio de convergencia.
El radio de convergencia se calcula con la férmula

= lim v/|an|.
n—oo

donde se utiliza la convencién 1/0 = oo, 1/00 = 0.

1
= lim

p n—oo

Gn+41
an

Teorema: Si f admite todas las derivadas en un cierto intervalo I 5 xg, y el resto
del polinomio de Taylor de f, Ry, 4, f(z) tiende a cero cuando n — oo para todo
x € I, entonces f coincide en I con su serie de Taylor

0 rp) T
)ZZfTE!O)(f—xo)"-
n=0

- Algunas series de Taylor:

= " 2 28
-e”f:zﬁ_1+x+—+§+ z €R.
n=0
o0
_ (_1)nx2n+1 _ xS :Us
lsenx—ZW—ﬁl] 3‘—|—§+’ CL'GR
n=0
[o.¢]
- (71)nx2n_ 35'2 .%‘4
ICOS.’E—Zw—l_a‘Fé‘:“’_”, xER
n=0
1 o
" :Zx”:1+x+x2+m3+-~-, -l<x<l1.
0 n+1 n .’E2 $3
» log(l+4+2z) = Z —x—?+§+-~', —-1l<z <1,
n=1



