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4 Integracion en una variable 1

4. Integracién en una variable

4.1. Calculo de primitivas.

Problema 4.1.1 Calcula las siguientes primitivas:

1
VTt dx,
z+3

1. /xtg2(2x)d:c, 2. /tg3xsec4:cd1:,

(=)

(r+3)3 x? 2 +1
4, / 5. /7@, .
m (x —1)3 \/F

/ sn’ o’ @ g [N g [esenmedr,
tg’ x senzx + cosx
dx 2 4
10. / T 11. /sen xdzx, 12. /sen rdz,
cos* x
13. /coszxda:, 14. /COS6:L'dH?, 15. /senzxcos2a:dac,
dx rz—1
16. /7, 17. / dx, 18. /arct v dr,
3+ V215 Var1 BV
Vo +2
19. /\/ r + ldzx, 20. ——dux, 21. /\/2+em dzx,
Ve 1++vVzx+2
22. /esenzcosgxdx, 23. /sensxda@, 24. /cos3msen2$dx,

25. /thxda:, 26. /thxd:c, 27. /x?’\/l — 22dx,

3 3
28. / SNT ¥ SCOST 4, 29. / SCNT H SCOST 4 30), / tg?(3z) sec3(3z) da,
senxcosx + 2senzx senx + 2cosx
4zt — 23 — 4622 — 202 + 153 ele
31 / 333 — 23:2 _ gx T 18 dl‘, 32 /COS(IOg $) d.T, 33 / m dﬁ[f,

14+ Y 2
34. /fd:n, 35. /xidx, 36. /2d:c,
N (

x2 4 1)5/2 x? —2x +2
dx dz x
37. / , 38. /—, 39. /7(1 ,
cos? x (z+ 1)z +2 (@24 152 "
9 2
40. /x2(1 — 22732 4y, A1. /\/ex —1dx, 42. /de,
x?(x —1)
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1+4/1—-y/x 1
13, /\/:E\fdx, g, [ 2SR s /xQ\/x—ldm,

1+cosz
3
6 x dz
46. /Sec xdl', 47. /me)B d.’IJ, 48. /m,
dx dx
49. /—%, 50. /7*, 51. / T cos 2z dx,
e ovits i e* cos 2z dx
52. /332 log z dzx, 53. /sen3:v cos’z dz, 54. /cos4x dx,
4 3 dx
55. /tg rdz, 56. /sec xdzx, 57. /7,
1 —senx
58 /Sen(lo z)dx 59 _de 60 /Ldm
' & ’ ' 22y/1 — 22’ ' Vita2
dx ele x° — 223
1. e — 2. - d . —d
0 /\/eszﬁ—l7 0 /621—|—2ex+2 z, 63 /x4—2m2—|—1 *
dx dx dx
64. / , 65. /7, 66. / ,
YA -22)2—V1-2x r2y/9 — 22 (x =12 (22 +2x+1)
3
67. /:):m log x dzx, 68. /cos4a: dz, 69. /xQ sen V z3 dx,
sen? x
70. /6082(10g x) dx, 71. /(log z)? d, 72. /:B(log z)? dx.

Indicaciones: aqui IPP significa integraciéon por partes y CV cambio de variable.

1. IPP con dv = tg2(2z)dx. 20. CVt=+z +2.

2. CV t = tg 7. 21. CV t = /e + 2.

3.CV t=/x. 22. CV t = sen x y luego IPP dos veces con
4.CVit=/1—-(z+1)2 dv = e'dt.

5. Fracciones simples. 23. CV t = cosz.

6. CV x = sect. 24. CV t =senz.

7. CV t =cosx. 25. tg?z = sec?x — 1.

8. La derivada del denominador casi estd en el 26. CV t =tgux.

numerador. 27. CV t =1 — 22

9. IPP dos veces con dv = e*dx. 28 y 29. CV t = tg(z/2).

10. CV t = tgx. 30. CV t = sen(3x).

11, 12, 13, 14 y 15. Usa las férmulas del angulo 31. Fracciones simples.

doble. 32. IPP dos veces con dv = dx.
16. CV t = y/2z + 5. 33. CV t =¢€".
17.CVi=/(z—1)/(z+1). 34. CV t = /1 + 21/3.

18. CV z = t? y luego IPP con dv = t2dt. 35.CV x =tgt.

19.CV t = \/ﬁ 36. Completa cuadrados.
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37. Es inmediata. 55. CV t =tgx.

38. CV z +2 =13 56. CV t =senz.

39.CV t = (2% + 1)1/2. 57. Multiplica y divide por 1 + sen .
40. CV z = sent. 58. CV t = log .

41. CV t = /e* — 1. 59. CV t =senz.

42. Fracciones simples. 60. CV 2 =1+ 22

43.CV t = /1 -z 61. CV {2 =2 — 1.

44. Multiplica y divide por 1 — cos . 62. CV t =e".

45. CV t = /z — 1. 63. Fracciones simples.

46. CV t = tgx. 64. CV t2 =1 — 2z.

47. CV t =1+ 22 65. CV z = 3sent.

48. CV t = €*. 66. Completa cuadrados.

49. CV 2 =1+ z. 67. IPP con dv = z3z.

50. CV 3 =1— 2. 68. CV t = senx.

51. IPP dos veces con dv = e*dx. 69. CV t* = 23.

52. IPP con dv = z%dx. 70. CV t = logx y las férmulas del dngulo do-
53. CV t = cosx. ble.

54. Usa las formulas del angulo doble. 71. IPP con dv = dz.

72. IPP con dv = zdx.

Problema 4.1.2 Halla una funcién continua f tal que f(0) =0y

4 — g2
fa)=] Grazp *<°
eve x> 0.

b
Problema 4.1.3 Calcula / r dr mediante sumas superiores e inferiores asociadas a particio-

a
nes regulares del intervalo [a, b].

Problema 4.1.4

a

1) Demuestra que si g es una funcién impar e integrable en [—a,a|, entonces, / g = 0.
—a
Aplica este resultado para calcular

10
/6 sen[sen{(z — 8)3}]dz .

a a
11) Demuestra que si h es una funcién par e integrable en [—a, a], entonces, h=2 / h.
—a 0
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Problema 4.1.5 Demuestra e interpreta las siguientes afirmaciones:

b+c
‘/f dr= [ fle-c)de

i1) /f dx—/fawLbfx

iii) [Jﬂ@—fvwwxza

.
~—

b
iv) 2) dz g/ ()] dz,
@ dx b dx ab dg
v) @, 7:/ o
1 1 T 1z

Problema 4.1.6 Calcula los siguientes limites asocidndolos a alguna integral definida:

i) lim [

n n n
n—00

n2+1+n2+4+.“+n2+n2 ’

.. ) 1 1 1
i) lim + +- 4 ,
n—oo n+1 n42 n—+n

Ve2 + Vel 4 - 4 Ve

i) lim ,
n—00 n
) i L L !
" oo Vn2—02  /n?2-12 n?—(n—-1)2|

Problema 4.1.7 Calcula el limite

’ n
nh—>nol<>H(1+E) .
k=1
Problema 4.1.8 Calcula F(z / f(t)dt con x € [—1,1], para las siguientes funciones:
. - -1 —-1<z<0 .. _ —|z|.
. x? -1<z<0
ZZZ) f(x)—\x—1/2\, “)) f(x){xQ_l OS.T<1
1 1<2<0 . z+2 —2<zx< -1
v) f(z) = s4l O<m<l: vi) flz) = 1 -l<z<1
-7 —x+ 2 1< <2

vit) f(z) = méx{sen(nz/2),cos(rz/2)}.
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Problema 4.1.9 Calcula las integrales definidas siguientes, cambiando los limites de integra-
cion si se realiza algin cambio de variable:

log 2 22 -1
i) V& —1de, i) / VI da.
0 1 X

4.2. Teorema fundamental del calculo.

Problema 4.2.1 Sea F(z) = / f(t)dt con f integrable.

a

1) Demuestra que si |f| < M entonces |F(z) — F(y)| < M|x — y|, de donde se deduce la
continuidad de F'

11) ;Es F necesariamente derivable? ;Bajo qué condiciones se puede asegurar que es deri-
vable?

Problema 4.2.2 Deriva las siguientes funciones:
3 3

i) F(w)z/: itdt, i) F(x):/”” dt

5 _z3 1 +sen?t’

22
fl tg V't dt
€ S

/flx sen? tdt dt
3

1+ senbt + ¢2’ 9 log s

v) F(x) :/0 22 f(t)dt, con f continua en IR,

vi) F(x) =sen </Ox sen (/Oy sen? tdt> dy> .

Problema 4.2.3 Calcula el méximo y el minimo en [1,00) de la funcién:

f@) = | et e ar

N

sabiendo que

Problema 4.2.4

1) Demuestra que la ecuacién

X
/ o dt =1
0

tiene una dnica solucién en IR y que se encuentra en el intervalo (0,1).
11) Halla y clasifica los extremos relativos en (0, 00) de la funcién

2

G(:c):/ sente®" ! dt
0
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VT/2
Problema 4.2.5 Calcula la recta tangente a la curva y = / tg(t?) dt en x = {/n /4.

2

Problema 4.2.6 Calcula los siguientes limites:

/ elt2 dt — x
i) |3 A —

x—0 3

X
cos T / sen t3 dt
0

it lim
’ ) x—0 .584

Problema 4.2.7 Calcula los limites laterales en el origen de la funcién

2

/x tg(V/1) dt
f(fC):OT~

2
% sent

Problema 4.2.8 Se considera la funcién f(x) = / dt.

0

1) Utilizando el desarrollo de la funcién seno, escribe el desarrollo de Taylor de f alrededor
del origen.

11) Calcula lim _f@) .
=01 — cosx

oo
111) Estudia la convergencia de la serie Z f(1/n).

n=1

Problema 4.2.9 Sila integral/ dt

poR no depende de z, di sin calcular la integral cuanto
—1/z @

vale a.
x
Problema 4.2.10 Se consideran las funciones f(z) =e® — 22— 1, g(z) = 3 + / f(t)dt.
0

1) Escribe el desarrollo de Taylor de g alrededor del origen.

11) Determina si g tiene en el origen un méaximo, un minimo o un punto de inflexién.

Problema 4.2.11 La ecuacion
g(x)
/ (et2—I—e_t2)dt—x3—3arctgfv:0,
0

define una funcién g derivable y uno a uno en IR. Calcula:

4.3. Aplicaciones.
Problema 4.3.1 Calcula el drea delimitada por las curvas siguientes:

) y=1a y=(z-2)% y=(2-12)/6;
) 22 +y%=1, 22+ 9% = 2u;
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l—z  2-x
1+ Y " 1va
1v) bucle de la curva y? = (x — a)(z — b)?, con a < b.

) y= y=0y=1

r(2? —1)

Problema 4.3.2 Halla el drea acotada comprendida entre la gréfica de f(z) = m y
x

el eje horizontal.

Problema 4.3.3 Calcula el area delimitada por las siguientes curvas dadas en coordenadas
polares:

1) espiral de Arquimedes: 7 =af, 0 <6 <27y el segmento {0 <z < 27ma, y = 0};

11) un pétalo de la rosa de tres pétalos: r =acos36, —n/6<6<m/6;

111) la mitad de la lemniscata: r = avcos20, —n/4<6<m/4.

Problema 4.3.4

x2—4

1) Calcula el drea entre la grafica de la funcién f(z) = —; AL asintota.
x
1
11) Calcula el drea del recinto limitado por la grifica de la funcién f(z) = Tro s su
e
asintota para x — 400 y el eje vertical.
1—2
111) Calcula el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(z) = CESNENG: y
sus asintotas.
z—4

1v) Calcula el drea del recinto limitado por las graficas de las funciones f(x) =

) CETNG
y fa(x) = NG para x > 4.

Problema 4.3.5 Sea A el conjunto limitado por las curvas y = 2% e y = /z. Calcula el drea

de A y el volumen de revolucién obtenido al girar A alrededor del eje horizontal.

Problema 4.3.6 Calcula los volimenes generados al girar los siguientes conjuntos alrededor
del eje X:

1) 0<y<l+senz, 0<z<2m,
1) 22 + (y — 2a)? < a® (la figura es un toro);
) R? < 2%+ y? <4R? (un anillo esférico);

1v) superficie encerrada por las curvas y =senz e y = z, con = € [0, 7.

Problema 4.3.7

2 2
1) Calcula los voliimenes generados al girar la elipse — + Z—z < 1 alrededor de los dos ejes.
a
11) Calcula el volumen del sélido de base la elipse anterior cuyas secciones perpendiculares

al eje OX son triangulos isdsceles de altura 2.

Problema 4.3.8
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2 2

. . x y
1) Calcula el drea de la elipse 2 + 72 <1.
22 2 22
11) Calcula el volumen del elipsoide — + -5 + — < 1.
a b2 2

111) Comprueba el resultado del problema anterior (apartado 7)) como un caso particular.

Indicacion: observa que al cortar el elipsoide por planos paralelos a los coordenados se obtienen
elipses.

Problema 4.3.9 Calcula la longitud de los siguientes tramos de curva:

1) catenaria: y = e%/24e %2 0<z <2
11) cicloide: z(t) = a(t —sent), y(t) = a(l — cost), 0<t<2m
111) hipocicloide o astroide: 223 49213 = 4;

a+Va? —a?
T)_

V) tractriz: y = alog ( a’>—22, a/2<z<a.

v) cardioide: r =1+cosf, 0<6 <2m;



